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1/ Eichelot, ie resobaicfne mlg^brtriea aeqMtiotd» X^'mi 



1. 

De resoluiione algebraica aequationis X**^«!, sive de 

divisione circuli per bisectionem anguli septies repetitam 

in partes 257 Inier se aequales commentatio coronata. 

{ fincH' Richeloi , Doct. phiL Regiom.) 



Introdnctio. 

VJtim probtematÜB ad cdroillum dividenclum i^eotantis tlieor&aii exoöDentb« 
siini viri pervestigayerinty exemplis novis prindpia ab iUSb experite illustrare^ 
arithmeticae Mbffinuoris duieiplmae band altenum esse ipibi Wdetor* 

Quippe quae exexnpla dnplioem secutn fent nt utilitatem : unam^ cpiod 
varia artificia t^vot peculiaria^ ut in tbeoria uniyenali iuste explicari ne« 
queanti adbibendi ocoasidiein praebeant^ alteraiOi qiiod exemplb Ulis per^ 
aaepe incrementa fecerit tota haeo disciplina« 

Aequationem X^'^ s^ 1 per söTas aequationes qiiadraticas algebraioe 

resolvi poase^ ita ut functiones* trigonometrioae angniorum ^^ hz^ etc« per 

radices qimdraticas exhiberi possint^ nee per oonstructioiies geemetricaii 
definiri nequeant^ lam ante plus quam trigsata annos myentum et demon« 
atratum^ neque teto mque ad hunc diem neque acourate expositum fuit 
tiieoreoMU Quod theorema !n priori libelli hukis parte traotavi» 

Iq alter» tero eaadem functiones trigonometricas per formuläa con» 
ifionaai bboctkMie aagaS adbib^ exprimere mibi proposiu» 



wi f K I ; M 



Pars prior* 

L 

tequam ad rem ipsam adgrediur^ problema propositum brevi in 

ponere, atque notafionem usitatam repetwe^ baud oit super« 

flmim» Aequatio haec: 

1. JC^*' = 1 

miam ra£oem suppeditat realem s:l ceterasque omnes imaginarms formae 
DOS •^»^ ± i sin -^ , % lognificante quemounque münerum integrum ipsius 
257 noft Bult^lanu — Quaram radicum cum binae tales siat^ quarum 



% 1. Riehel9tf ie rem^Xiäkm tägi^raiiM attpiatioiiU X^wit» 

soBOBt fiat MaÜB, fwOioet« 

(267— k).2« , . . {357— x). 2» . . 
«0« 257 '"'"•267» 

bte Bumiiiae formae 2om -^^^ inter se omnes direnae^ qaamm numerus 

138 est 9 Terarum aequationis propositae radicum loco iny^iietidae nobk 
sunt; m mimm: 

2«»(^)» 2oos(2.^), 2co»(3.^) et«. 2co«(t28.^), 

^idbus determmatis tota quaestio alMoluta est^ 

Quem ad finem notum esse adiicio, qualibet rtkUeum adhne indeter» 
mfaata aequatio»?!^ 



IT 



r nominataf omnes ceteras esse: 






siye retMf^ notatkme 

(1) (3) (3) •••• (255), (256% 

SMcmfioemus 

(1) + (256) per (2, 1) aw« (2,256), 

(2) + (255) per (2, 2) sire (2, 255), 



(ä) + (257~w) per (2, ») Rive (2, 257— n), 
(128) + (129) per (2,188) sive (2, 129), 
nmus 128 novi exiBtunt definiendi valores, onm istii vwo antMi prapo- 

«tis eonireiiieDtes. Si emm est: '''^^^'M-^Hr/sm^^, ubi js et 2S7 

Bumeri inter se primi sin^ fit: 

j, 2nKn ■ > .«>, 2iiaif ,v 

'■^'^ ^•'aöT — '™"2Sr "* («7—/** 

nnde rfBcitur 

(2,ä) = Ot) + (257-Ä) « 2ooa^. 



Piro ii omnes numeros ab t usque ad 128 sn bsütoenlet f effsfama 
fttknes 



i. Richtioi^ dt mohdtmf0 atgtbraUa tmquaiUnd» X^af, 3 

"^(2,1) (2,2> (2,3) (2,128V 

quo«, qnodmi ronus onmes intev m Arvni tbt, oum Hüb^ abi ^atl 
eraf^ ooDgniere dämm, est» 

Jam «onreirit tertio modo 128 ilkw Talor« cxprmMr«» Congmenlk 
2^^1 (257) 256 mdices oontbef, qme^ li radix primiliTa nmneri primi 
257 ih a= «. Hont« 

moIi^Sl ammri 257 ubique desamik, nndo omn« irameri integri ab 1 
aquo ad 257 oriri oonstet. P«r so i^tur darum est, 256 indioM iilas a*- 
qnationig (2.). ita poMe r^nesentati: 

in qua notatione iam Bubvilell^gttiir, antea desunta esse mnlt^Ia nuaMrl 
257 a potestatibus iprius g» 

Hos Talores in aggr^gita ocmgregentur, qnae solemoi notatioiie bao 
exprimuntur: 
{(t) + («') + (^> + eto...., (^) =(256,1) siVe (256,^) siVe etc.} 

Kl ) + (^ + (*•) + etc. + (g^ «= (128, 1) «ve (128, ^') »vc etc. ( 
K*) + («') + (^) + etc. + (^ « (t28, ^) «VC (128,^ sire etcf 

/(l) + fe*) + («') + etc + (^»«) « (64, 1) siVe (64,^ sive etc. 

j(tf ) + C«') +(*") + eto. +Cr*)— (M*<r) «>e (64,^) >ke etc. 

)(« + («^ + (^°) + eto. + (*^ =* (M^*^ rfv« (64,y) SIT« et». 

W + (l^ + («^0 + etc. +(g««») = (64,^) si^ (ö*,«-») sire etc. 

[(l) + (*^ + (^*) + eto. + («'•O = (32» i) «ive (32,^ sire etc. 

W + («') + «^) + «^ +(«^-(32,^) iSw (32,^ iireetc. 

etc. Mc 

^(«•0 + («•")+ (^") + etc. +(«^= (32,^ Ar« (32,^ slve e 

[( 1 ) + (^+ («^) + etc. + (<r ') = (16, 1) sive (16, g>^ sive etc. 
K€) + (^0+ (^) + etc. + (<^) * (i6,<-) sive (16,^0 «V« etc. 

etc. etc. 

^(^'0+ (^•)+ (i^*') + etc. + {iT) = (iß,**) •*»• (16,^0 «i^e 

[( 1 ) + (**)+ etc. +(^) «=(«,«) we (8,^ sive etc. 

'(<■) + (*")+ etc. + («^) = (8,«-) sive (8, g») sive ete. 

etc. etc. 

.(*«)+ (#•')+ etc. + («^) •= <8,f») «iw (8, ^) sive etc. 





t% HUheHtp de n$9biUme äljgAraioa aequaHonis X^saf^ 






Ki) + (g^+ (g^ + (gn ^(*,l) «Ire (4,^ -ifeetc' 

kf) + (g^)+(f''^ + (£r) «=(«,«•) ihre (4,^) shre eto. 

I etc. eto« 

W'^+fe^")+(^) + (£f^') = (4,n «iTe (4>^'^ sire eto. 

(d) + C«^") « (2, 1), «Ire (2,^^ 

M)i-(en «(2,^), »Tve (2,rt 

etc. etc. 

Nee non bic ubique a poteitatibüs radiou fßaaaSlGmi gi subtrafaan« 
tur neoesse est multipla numeri 257« 

^'a s taSxt primitiTa numeri 357 anmuta es^ habemos eoDgnientiam: 

^» = — 1 [257J = 257— 1 [257] 
Imde sequtintur bae: 

^'« s - «• [257] = (257— g ) [257], 

etc. eto. 

^» = — ^'"[257] « (257— ^0[257], 

imde derirBtnr: 

(2,1) :=(1) + (257-1), 

(2,^)=(^) + (257-.^), 
ein, eto. 

(2,«^)=(0+(257-^"). " 
Quibus coUatis cum illis 128 valoribus (2, 1) (2^2) .... (2, 128), eoOig^ 
mus: Bon modo valores: 

(1) («•)(«'') etc. (jf«), 

ene 256 tadioes aequat. (2.)> sed etiam valorea: 

(2,1) (2,^).... (2,^, 
quia omaes inter se dhreni dnt, eosdem esse ao hos: 

(2,1)(2,2)(2,3)»... (2,128), 

quamquaiDA afio ordine «criptos« Qimi quantitatas definiindi ralioMBi in 

sequentibus proponam« 



im lUohtlof, de resoJuiime algehraica aequationU X^^ssl« 5 

Ante omnia radix primitive anmeri 257 invemenda est | cpiam hac 
ratioeiaatione assequor« 

a ) Gontendo cuiusque numeri primi n formae 2'"'^* omnia reridiia 
non quadratica radioes primitivas omnes esse« 

Demonstratio : Radix prlmitiva numeri primi n est talis numerus Zy 
duiis demum (n — :l)ta potestas ^ 1 (/i) sit (disquis, arith« 55), ita iit rit: 
^r^^^l(n). In hoc igitur casu «^'"^1(2"*+1). Si vero (/i—l) cön- 
tinet faotores primos 2««X«/»tV.«.« numerorum inter t et n multi inve- 

niuntar, quonim ^^^^^ta, -j" *«> "T"**^ ^*^ potestas iam = 1 (/i) fit (dw* 
quis« aritfa. 40) ; quare conditionesy ut z sit radiz prinntiva numeri n fiunt^ 



ne esto s* ^ 1 (/t% neque « ' ^ 1 (/i) etc« Nostro casu 2 es % s= Xss fc 



lü^ 



s: y etCy imde sequitur conditio una radicis piimitivae z^ ne esto z^ ^= 1 (/i) 
ai?ie sit z residuum non quadratioum. (disquis» aritlu 96)« 

&) 3 est residuum non quadraticnm ouiusque numtti primi formaie 
2-+U 

Demonstratio: 2*-f*l <^uin sit numerus primiut aut formae 3ii + l 
aut formae (3/i + 2) esse potest; illud constare nequit, quia 2'" facto* 
rem. 3 non inrolvit^ unde sequitur numerqm primum 2"* 4* ^ formae esse 
3n + 3* 9uos numeros primos formae (3n^2) residua non quadratica 
4» 3 Tel —«3 habere €onstat# (disquis* arith« 120«) 

c) Unde sequitur^ 3 esse radicem primidvam cunisque numeri prhni 
iMrmae 2** 4* 1 atque haue ob rem etiam numeri 257«^ 
A^ciantur etiam haeo: 
±1 est residuum quadratioum ouiusque numeri primi formae (2 /i«|-l) 
±2 est residuum quadratioum cuiusque numeri primi formae (8 n*|-l) 
(disquis. aritiu 108. et 114.); 
unde colligitur^ oum 2"* «f* ^ ntraque hiso forma utatur^ 3 e»e minimam 
radicem pcnnitivam nuinerorum primae formae 2"* 4* ip nee non igitur nn« 
meri 257. 

Radioe prunitiva 3 assumta tabulam primam eonfiewe possumus^ ubi 
quantitatM (1) (3) (3^) (3% t # •. (3^) determfoantur : singula ibi seriea su« 
perior esponentes radiob primitivae 3 signtficat; inforior multipüs numeri 
257 rabtraeCis eradens reriduum» 



!• JKcAelol, 4f ru^kniam algghmiea mquaiiCHiti X^amtl 



Tabula prima« 

|*«l. « t 9 4 ft 7 8 It tl tt U 1« IS 16 

Mt. (S) («) (27) (61) (M3)(21i) (I31)(i36) (161X196) (74X222) (162X199) (83X249) 

|Hil. 17 |i If «1 «I » 91 M 95 26 97 96 29 SO 91 92 

(23SX1M) (41X12») (112X79) (237X197) (77)(231) (179) (28) (96)(207) (107) (64) 



|Nit. 99 M 96 Jl 97 99 90 «) «1 «9 49 44 46 49 47 49 

766. (1U8) (62) (186) (44) (1S2X139) (160)(22S) (166X208) (HO) (78) (219X143) (172) (2) 

|iul. 4690 91 99 99 94 9996 97 96 6660 6169 6964 

. (•)(!«) (64X162) (229X173) (6) (16) (46X136) (148X187) (47X141) (166X241) 



INH, W M «T <• M 70 71 n 73 7« 7> TB 77 78 1» W 

tM. (iKWXilS) (62X24«) (22«X>M) (217)(1S7) (164X20») (101) (46) (138X167) (214X128) 
'**. (127K124) (115) $Sy <7) (21) («3X189) (»3X1») (220X146) (Ä) (29) (87) (4) 



ii»i. 07 « •» M» aot m an MM m» tm tor x» u» iio in in 

m. (12) (3«) (108) («7) (Ml) (Sg» (10) (30) (9(^(13) (39)(U7) (94) (25) (75X225) 

|wl. I» II« IIS IM 117 IM Ut a» m Mt US IM 13» US 127 1» 

. (t«lK22«) (1««K29») (191) (^ (177) (17) (51X163) (S02) (OQ (19) (57) (171X266). 



im Riehetot p 4f r§io6dloii§ otgiirQioa aequaih^ 7 

I 

m 

nbo (per praeMr^ artfod. 844« et 345« in dkquii. arfth«) StaStB 
tabula emevgit tequens; nbi (256^1) m duas periodos formae (128^)^ qua» 
mm uteaque in doaa formae (64)^ qoarum aiogula m duas formae (32^) 
ete. ^Btribuuntar« — In periodf omnibus muoerus residuum expriaens 
Yp ai numero 128 maier est} cum (257 — y) est oommutatw« — E6o 
Tero Ueere okurum est^ im qua enim periedo inveuitur radiz (j)^ ibi- 
dem (257 — x) invematur aeoetse ert^ qnarura mmma =(2^^) est; ita 
ut e iiotatioiie proposita (32, y) &t (32, 257 — y) ete« Praeterea ubi» 
^le adieotas ioTems potestates numerf 3 aeqiiindentes« -r. Feriodi bioae 
duorum terminorum formae igitiir (2,) ad singulam perfiiieiiies periodum 
quatoiMr termimNmm formae (4) non scriptae sunt in serie yerticali una 
aed loci angusti causa in duabus seriebus, octara et deomiay in eadem 
vero Serie borizontali* Ibidem ic^enis duplices oosbur quantitat3ms (2,) ae« 

quivalentes angulorum, qui multiple anguli ft sr — y fiunt« In ultima ?ero 

atque antepenultima serie raidices ipsae aequationis (2.) leguntur f>inae 
fwindmi angulam periodum (2,) componentes in serie rerficali altera utra 
recta re^one horiaontaü stantem. 
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1. Riehtlott 4e ntotuHone afg^atea. argiraftenlt X^ssi. 



PaiM.(^) PMi»4.(Uak) Period.^} Period. (»;,) P«ria.(I«,) 



i(iM) 03*) 



(32,1) (,df^i 



'(64,1) 03^' 



(32,81) C3*)' 



pMx; 



(32,9) 03^. 



(64,9) 03«). 



:i6,121)C3«) 



Tabnla 

Period. (4,) 

r3^F*»^> (4,3^ 
^'^ ^ f(4,64) C4,3«) 

(*,8) (4,3««) 
(4,2) (4,3*) 

(4,121X4,3«^ 
4,34) (4,3«») 

(8,60) 03»^j,4^^5^ ^^^„^ 



P«fM. (%) 

'(8,8) i,H 



if8 



,121)C3')| 



,(16,81) 03«) < 



toi) 03*) »^"'^^^ ^'''•> 



(4,M) (4,3«) 
(4,123X4,3*0 



'(16,35) 03*^ 



/16,9) 03«) 



(32,42) 03") 



(256,1)03' 



((8,t23X,3'^j^^|(j^^ (4^3«) 
p,^^^; 0-» -'1(4,73) (4,3**) 

\,o 23X . n,.((V3) (4.3») 

vö,2J) 03")j^^7^)j ^4^3«j 

p,»; ^^ ^ 1(4,62) (4,3»*) 
'»7-«) ^ %,18) (4,3") 

f(16 61) ( 3«0^ ^^*'*^> ^*'^"^ 

f(16,61) 03")J _ , -«,1(4,26) (4,3«) 

((8,26) C3-)}(4,i22)(4^«j 

.ri6.42W^r ^^»(*'"W,3- 
^(16,42) 03^ j ^^ ,.5^ ^^ 3„ 

((8,79) 03")j(4^) (4^35* 



1< Riehel»tf de rtiohaioiu a^eiraiea ««giMfJonit'X^'sBi. 



• 



8 c c u n d a# 












Pcriod. (>,> 




R» 


diees. 


Parftrf; A) 


(2,1 > 


!2o08|X 


(2,3^ 


(1) 


(256) 


(2,16) 2oMl6|i 


(2,64) 


2oo864|ui 


(2,3«) 


(64> 


(193) 


(2,4) 2om4/k 


(2,8) 


2oo»8f« 


(2,3") 


(8) 


(249) 


(2,128) 2oMl28fft 


C2,2) 


2o(w2f( 


(2,3«) 


(2) 


(255) 


(2,32) 2oo«32ft 


ät21) 


2om121|U( 


(2^ 


(121) 


(136) 


(2,120) 2oMl20|K 


(2^) 


2oo834|[ft 


(2,3«) 


(34) 


(223) 


(2,30) 2oM30f( 


(2,60) 


2om60|k 


(2,3'») 


(60) 


(197) 


(2,68) 2om68|X 


(2,15) 


2om15|K 


(2,3") 


(15) 


(242) 


(2,17) 2oMl7|K 


(2,81) 


2oM81ft 


(2,3«) 


(81) 


(176) 


(2,11) 2oMllf( 


(2*44) 


2o(m44|ui 


(2,3») 


(44) 


(213) 


(2,67) 2oo»67j» 


(2,123) 


2oMl23f« 


(2,3«'> 


(123) 


(434) 


(2,88) 2oo888j» 


(2,95) 


2oM95ft 


(2,3«) 


(95) 


(162) 


(2,22) 2oo822f» 


(?i»5) 


2oM35ffc 


(2,3") 


(35) 


(222) 


(2,46) 2oM46fc 


(2,73) 


2ooB73ft 


(2,3-) 


(73) 


(18*) 


(2,117) 2ooill7j» 


(2,23) 


2om23jk 


(2,3«) 


(23) 


(234) 


(2,111) 2oo8lllM 


(2^70) 


2«Mw70jR 


(2,3«) 


C70) 


(187) 


(2,92) 2om92|K 


(2.9) 


2«Mw9fi 


(2,3') 


(») 


(248) 


(2,113) 2ooell3/» 


(2,62) 


2oM62ft 


(2,3-) 


(62) 


(195) 


(2,36) 2 008 36 ft 


(V2) 


2«w72fi 


(2,3") 


(72) 


(185) 


(2,124) 2oo8l24|t( 


(2,18) 


2oMl8fc 


(2,3") 


(18) 


(239) 


(2,31) 200831 fft 


(2,61) 


2Mt61ft 


(2,3") 


(61) 


(1%) 


(2,52) 2 008521» 


C2^) 


2om49|Ui 


(2,3«) 


(49) 


(208) 


(2,13) 2008 13 fi 


(2iasi 


2«w26(ii 


(2,3-) 


(26) 


(231) 


(2,98) 2oot98ft 


(2,m; 


2oosl22ft 


(2,3") 


(122) 


(135) 


(2,104) 2oo8l04|K 


(2,429 


3«m42^ 


(2,3^ 


(42) 


(215) 


(2,99) 2«0899fi 


(2418) 


2ooell8fi 


(2,3") 


(118) 


(139) 


(2,89) 2«0889fi 


(2,79) 


2oM79fi 


(2,3«) 


(79) 


(178) 


(2,21) 200821 (« 


(2,84) 


2om84|K 


(2,3«*) 


(84) 


(t73) 


(2,59) 2oo859ft 


(2,58) 


2oM58ft 


(2,3") 


(58) 


X199) 


(2,100) 2co8l00fi 


(2,114) 


2«Mll4f( 


(2,3") 


(114) 


(143) 


(2,25) 2oo825ft 


(2/iO) 


24M»50f( 


(2,3") 


(50) 


(207) 


(2,29) 2 008 29 fc 


(2,11« 


2«o»116f( 


(2,3^) 


(U6) 


(141) 


(2,57) 2008 57fc 




GnW, iMMl d. M. Bd.IX. Hft.1. 







(2,3") 


(16) 


(241 > 


(2,3-) 


(4) 


(253) 


(2,3-) 


(128) 


(129) 


W"^ 


(32) 


(225) 


(2,3»)* 


(120) 


(137) 


(2,3-^ 


(30) 


(227> 


(2,3-1 


(68) 


<189) 


(2,3*-) 


(17) 


(24t)) 


(2,3-) 


(11) 


(246) 


(2,3"^ 


(67) 


(190) 


(2,3-) 


(88) 


(169) 


(2,3*") 


(22) 


(235) 


(2,3") 


(46) 


(211) 


(2,3«) 


(117) 


(140) 


(2,3-) 


(111) 


(146) 


(2,3*«) 


(92) 


(165) 


(2,3-) 


(1*3) 


(144) 


(2,3-) 


(36) 


(221) 


(2,3-) 


(124) 


(133) 


(2,3***) 


(31) 


(226) 


(2,3'«) 


(52) 


(2o:,) 


(2,3««) 


(13) 


(244) 


(2,3«') 


(98) 


(159) 


(2,3*«) 


(104) 


(153) 


(2,3") 


(99) 


(15Ö) 


(2,3**") 


(89) 


(168) 


(2,3") 


(21) 


(236) 


(2,3*«») 


(59) 


(198) 


(2,3») 


(100) 


(157) 


(2,3*'") 


(25) 


(232) 


(2,3-) 


(29) 


(228) 


(2,3*«) 


(57) 


(200) 


3 
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mlg t i r m k m. 0i fmH c ui» 



PaM.(^) P«ioa.CU8,) P<rio4.(«4J 



PmM. ^) 



Ttbnlk 

PMlqd. (16,) PciM. C^ Period. (4,) 

((8,5) C3«){[tf^ ^♦'^'^ 



i(16,3) C3*)< 



(32,3) C3*> 



,65) (V») 
^^(4,24) (4^«) 
W) 



(♦,3-) 



'(16,106)03^) { 



(8,108)03^ 



'(64,3) C3') 






i(16,14) 03») 



(4,14) (4,3*) 
125X4,3») 



(32,14) 03*) 



\u,i05XA") 



K 



(128,3X,3*: 



.(16,27) 030 < 



((M4) 03«) j^^; 

L 112Y 3Un((V12X4,3'») 

l(8,105Xr3 )j(4^) (4^34sj 

((8,69) (^(4,47) (4,3«) 
(f8J?n (jy) ^*^ ^*'^'> 



(32,27) 030' 



H 



f(16^74) 03") 



1(8,74) C3")|(4,iiox4,3«) 



(64;nX3') 



^i[: 



,(16,126X^0 { 



l(8,126X,3V ((4,97) (4^») 



(32,126X,3') 



i 



'(16,831) 03*0 



[(8,107X,3 ^(4>91) (^«) 



!• Riühttotß de reiobiiUmt olgthrmca mequaUonk X'^ssl. 
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tecunda« 




















Period. (2,) - 




Railieet. 




Period. (a,) 




ItadhM. 


(2,3) 


2om3ju 


(2,3») 


(3) 


(254) 


(2,48) 


2oos48f« 


(2,3«) 


(48) 


(209) 


(2,65) 


2oo865fc 


(2,3») 


(65) 


(192) 


(2,12) 


2008l2jK 


(2,3") 


(12) 


(245) 


(2,24) 


2oos24ft 


(2,3«*) 


(24) 


(233) 


(2,127) 


2co8l27ft 


(2,3«) 


(127) 


(130) 


(2,6) 


2t)M6|K 


(2,3*) 


(6) 


(251) 


(2,96) 


2co896fc 


(2,3»») 


(96) 


(161) 


(2,106) 


2cMl06fc 


(2,3^ 


(106) 


(151) 


(2,103) 


2cob103|» 


(2,3«) 


(103) 


(154) 


(2,102) 


2owl02ft 


(2,3«) 


(102) 


(155) 


(2,90) 


2C0890|K 


(2,3«-) 


(90) 


(167) 


(2,77) 


2oo877f( 


(2,3«) 


(77) 


(180) 


(2,53) 


2cos53fA 


(2,3") 


(53) 


(204) 


(2,45) 


2ooB45f( 


(2,3*') 


(45) 


(212) 


(2,5t) 


2cos51tf 


(2,3*") 


(51) 


(206) 


(2,14) 


2cosl4f( 


(2,3») 


(14) 


(243) 


(2,33) 


2co833|» 


(2,3") 


(33) 


(224) 


(2,125) 


2«;o8l25|U 


(2,3") 


(125) 


(132) 


(2,56) 


2oo856|u 


(2,3*"») 


(56) 


(201) 


(2,112) 


2G08ll2f« 


(2,3") 


(112) 


(145) 


(2,7) 


2cos7(x 


(2,3«) 


(7) 


(250) 


(2,28) 


2go»28|[& 


(2,3») 


(28) 


(229) 


(2,66) 


2go866{X' 


(2,3»") 


(66) 


(191) 


(2,105) 


2oosl05|K 


(2,3") 


^105) 


(152) 


(2,119) 


2oo8ll9iui 


(2,3") 


(119) 


(138) 


(2,38) 


2co838|» 


(2,3«) 


(38) 


(219) 


(2,94) 


2cos94|ui 


(2,3»") 


(94) 


(163) 


(2,69) 


2oo869|U 


(2,3«) 


(69) 


(188) 


(2,76) 


2oos76f« 


(2,3") 


(76) 


(181) 


9,47) 


2go847|x 


(2,3«) 


(47) 


(210) 


(2,19) 


2oo8l9fft 


(2,3»«) 


(19) 


(238) 


(2,27) 


2oos27(i 


(2,3») 


(27) 


(230) 


(2,82) 


2oos82fA 


(2,3«) 


(82) 


(175) 


(2,71) 


2G0871f( 


(2,3») 


(71) 


(186) 


(2,108) 


2oosl08|ic 


(2,3") 


(108) 


(149) 


(2,41) 


200841 fi 


(2,3»^ 


(41) 


(216) 


(2,115) 2oosll5|x 


(2,3«) 


(115) 


(142) 


(2,54) 


^oos54pi 


(2.3") 


(54) 


(203) 


(2,93) 


200893 fft 


(2,3»»») 


(93) 


(164) 


(2,74) 


2oo874|u 


(2,3") 


(74) 


(183) 


(2,101) 2oo8l01jx 


(2,3») 


(101) 


(156) 


(2,110) 


2oob110|k 


(2,3«) 


(110) 


(147) 


(2,39) 


2 CO« 39m 


(2,3»") 


(39) 


(218) 


(2,78) 


2oos78fi 


(2,3«) 


(78) 


(179) 


(2,37) 


2oos37|ui 


(2,3«) 


(37) 


(220) 


(2,109) 


2oo6l09f« 


(2,3") 


(109) 


(148) 


(2,55) 


2oos55fx 


(2,3»«) 


(55) 


(202) 


(2,126) 


2cosl26ft 


(2,3^ 


(126) 


(131) 


(2,40) 


2oos40fA 


(2,3") 


(40) 


(217) 


(2,97) 

• 


2oos97|ui . 


(2,3») 


(97) 


(160) 


(2,10) 


2oo8l0f& 


(2,3»«) 


(10) 


(247) 


(2,20) 


2oos20|ui 


(2,3«) 


(20) 


(237) 


(2,63) 


2cos63f« 


(2,3^ 


(63) 


(194) 


(2,5) 


2oo85fc 


(2,3») 


(5) 


(252) 


(2,80) 


200880 jE( 


(2,3»»») 


(80) 


(177) 


(2,83) 


2oos83f< 


(2,3») 


(83) 


(174) 


(2,43) 


2oos43ft 


(2,3«) 


(43) 


(214) 


(2,85) 


200885 fi 


(2,3") 


(85) 


(172) 


(2,75) 


2cos75ft 


(2,3»»») 


(75) 


(182) 


(2,107) 


2008107 ft 


(2,3") 


(107) 


(150) 


(2,87) 


2 cos 87 f« 


(2,3«) . 


(87) 


(170) 


(2,91) 


2oos91|K 


(2,3«) 


(91) 


(160) 


(2,86) 


2co886f« 


(2,3»") 


i.m 


(171) 



'/ tt 



12 1* Riehtlotf d* ntcJuNone algtirmicm mtquatidtds X^ sii» 

TV. 

Totf probleniatis solutio eo duota est^ ut ad valores 

(2,l)(2,2)ete..... (2,t28) 
de6m«ndos, primum «equationem quadratioani, cuius radioes rint a^gt^jata 
(128, i; et (128, 3), quarum summa = (256, 1) =s — 1 iam nota ert, ipaa 
invemamus, quibos ad|ati aequationes duas, quanim radioes nnt (64,1) (64,9) 
et (64,3) (64,27) proponamus, oeterasque periodos aequatiombas dusdem 
ordinia exprimamus; in qua yia progrean ad valores ipsos (2,1) (2,2) ete. 
perveniamus neoesse «t. 

Pmrum. aequatioBum ambae priores a priori inTenmntnr üla 
X*+X—MtaO (Lefendre ihSorie des nombres (^a Wo/; «fe 1830) (509)) 

hae 

r + (I— i /^57) r— 16 + 16 v^257 — C ^2b7 « et 

^ + ''4 + i ^^57) r— 16 — 16 1^257 + C /257 = (ibidem 521), 
ita ut 

Ca ^2^ + *±« ait; ubi 257 rsa' + 16 b\ jom oonditiom una sola 

rati<Mie satisfieri poteat, nimirum a as 1, Ä ss 16; fit igitur: 

Cs= 16, 
imde eveniunt dnae aeqoatioiies desideratae: 

r»+ (i — 4 ,r257) r— 16 = o, 

^H (I + 1 /^ '>7) y — 16 = 0. 
Haud ineptum esse credo, d alium utriusque a eq ua tioB i i uittMliinjii- 
dae fontem afieram, ex dieoria reriduorum biquadralioofimi emanantertu As 
oomBMiitatiomun CtoettiBfansiam reoeatiotum valuniiae asada ianraui 
mcntatioiie: „tfieoria residaonmi biqnadratioonim anatora Ganfa" 
quatoor ebnes residuomm miiiimoram A^ B, C, D 

Boatro exenipk» 

^ = (1)(3«).... (3«) = (64,1)^ 

B = (3)(3«).... (3«) = (64, 3), 

C7=(3')(3«).... (3««) = (64, 9), 

i> = (3»)(3').... (3»») = (64^ 27). 

Pisr / J ea ota to lesidno Moimo polnslBtii 3^(*^ 

Im 257 • tabula / invaDilv = 3^ (257) = 241. 

lad» a e quÜM r haa a iitiai— ^ingeandi, ad quam 

dM» A per 257 vom dhWhgs tafiaeadus sit» partiaebil adfcal k 
(GM) (64^9) (64,27) ptout polealM Ü" aaoMMl« mnifcili 3S7 




1. ltiehel0t^ d* rMobakmt «tgtbrmUM atfmdmil» X^'^salU 13 

mimero 1, 241, — 1, rcl — 241 ooognoi evadit. Art 15 ÜHdem inwiltttoJino 
nameronim e oomplexn {^4^1% quo« immedtate Mqultiir mimeras e oonmleocu 
(64^ 1) (64, 3) (64, 9) (64, 27) respeofiv« deaigiiate per (00) (Ol) (02) (03V 
similitei- In oompl«xu (64,3) illa maltitudme designateper (10) (11) (12) (13) 
in complextt (64, 9) ♦.....♦,.,, (20) (21) (22) (23) 

in oomplexu (64, 27) • • . (30) (äl) (32) (^3), 

lisque ad art. 18 evioCae sunt fonmdae bae: (ai pro /• aubatiitttatar 257) 

16(20) =»257 + 20—3, 

16(21) =257 — 20, 

16 (22) = 257 + 2a— 3, 

16(23). -=257-20 + 1, . 
nbi numerus a talk impar «st, ut 

257 =s «» + b\ 
qood unioo fantnin modo fieri poose oonstat, wbaaStfam ff «b t, i as 1$. 

Bino erenit: 

(20) mt 16, 

(21) » 16, 

(22) «nie, 
' (2a) sa 16. 

latt Ttto Mqoationeii qaadratloao duMi, qoamm nidk»t luiit (64,1) et 
(64, 3), (64,3) et (64,27) iiant: 

r-(r64, 1) + (64, 9)) T+ (64,1) (64, 9) -. 0, 

r-ft64, 3) + (64, 27)) r + (64, 3) (64, 27) - % 

(64, 1) + (64^ 9) = (128, 1)> 

(64, 3) + (64,27) == (128, 3). 

•Ver |^e6epta-i»Qtioi& septimae -&<f. oonstat esao 

(64|1)(64»9) = (64,3»+l)+(64,3Hl)+(64,3'»+I>+ efis. +(64,3«H^1), 

» (20X64,l)+(21X64,3)+(22X64,^)-F(23X64,27)aa +16(256,1) 

(64,3X64,27)=16(256,3)aB— 16. 

Inde fluunt aequatk»es eaedem ao ante«. 

r»— (128,1) r— 16 s»0^ 

T«— (128, 3) r— 16 = 0. 
Utra)|iiO «eqmliöiio oottfonoCa, effidtur haeo ^nrti «tdinii ae^uatio: 

y« + n— 96 r»-vl6 r + 256 OB 0, 
«unN 'MqttatiMdi coeffioieatea rea|peotiro oOqgriNirfai csve ooeffiiäenlibus 



14 1« fliehe! of, dt mohdUme algfbraiea aeqmUonb X^smL 

expreflflIoiiiB evolutae (7 — -^)> Mcundum mpdaliim 257 ^ notan ett. 

m 

Haec aequatio qiwrti ordio» etiam «k generali f onoa q^us darivari poCeat^ 
qaae pro numaro («ima 8fi -f* ^ ^^ ^ ^^^ haec: 

ubi C et II haeo a^gnifioant: 

Cetera» vero aequatiönes quadraticaa^ qmbus pamdi sequentea de» 
terminantar haud a priori propositas^ adiuroento tabulae secimdae inveou 
Hac ratione aequatio, enius radices rant (32, 1) et (32, 81), ext 

X*~(64, 1) X + (32, 1) (32, 81) = 0. 
Est Tero ex notissiino tfaeoreniate disqiiisitionüBi arithmeticanim : 
(32,l)(32,81)=(32,3*+l) + (32,y'+l) + (32,3«*+l)etc +(32,3^«+l) 
aire pothis e tabula aecmida : 

(32, 81 +1) (32,176+1) (32, 11 +1) (32,246+1) 
(32, 44+1) (32,213+1) (32, 67+1) (32,190+1) 
(32,123+1) (32,134+1) (32, 88+1) (32,169+1) 

r^9iw^9«t^ - <^^^' ^^+*> (32,162+1) (32, 22+1) (32,235+1) 
^ ^'^^ ' i; — \^32^ 35+1) (32,222+1) (32, 46+1) (32,211 +1) 

(32, 73+1) (32,184+1) (32,117+1) (32,140+1) 
(32, 23+1) (32,234+1) (32,111 +1) (32,146+1) 
(32, 70+1) (32,187+1) (32, 92+1) (32,165+1) 
Quae aggregata, per'tebolam aecqndaiD, ad quam periodinn formae (32,) 
aingula pertineant, freile diiudioari poteat; pimirum radioea aiaguhe illae 
ad (32,81) pertineiites, numaro 1 anetae, inter omnea .radioea inveatijgen- 
tiur, periodua formae (32,) ubi aii^ula inveniatur ta|b rndn^ d&mtttittf jUm 
ut, quot iBter omnes perlodoa 

(32,3^+ 1) (32,3"+ 1) etc. (32,3* + t) 
ad nngniam octo periodorum formae (32,) adnumerentur, definiatur ; onda fiat 

(32,1)(32,81) = ^(32,l) + B(32,Sl) +C(32,9) + D(32,42)+*(3V) 

+ F(32,14)+ G(32+27) + »(3^126), 
ubi jfy £, C, Z>, £, Ff 6, H integres aigntfeant numeros. 

Quia vero (32,1) (32,81) functio invariaMKs quautitatum (32,1) et 
(32,*^1) omnium igiter aggr^atorum ad (64,1) p at t i u e jitium ea^ etian eaa 
pc^iodos (32, ) in isto producto quae sub eadem periodo (64, * cootentae 
i^Hfit coefficteDtes eoadem babituras esae aeq a itu r (^fiKf. mMu 3i9^ 



1. nicheloty dt rtsoluiioHe algtbraiea OHpMUaiü X^'ttl. 15 

Hano ob rem fit 

A^B, C^D, E=:F^ G^H, - 
adeoqua 

(32,1) (32,81) = ^(64,1) + C(64,9) + «(64,3) + G(64,27). . 

Quam cum ita smt, tabulae seoundae adiumento productum (32,1) (32,ftl), 

aeo non igitur oterque ooe£Boieti8 aequationis quadratioae, cidus radices 

(32,1) et (32,81) sunt, per penodos formae (64,) quae iam antea deter* 

mliiatae iuerunt expresros est« Simili structura adiumentoque eodein ta«* 

bidae seoimdae in produotia fx>nstFuendis his, 

(16,1). (16,121), 

(8,1). (8,8), 

(4,1).(4,64), 

(2,1). (2,16), , 
. . (1) • (?56), 

lOTCDltlir 

HfilUlfil^n-^^^» 34+l) + C16,223+l)+(16, 30+l)+(16;i27+l)l 
^^^^ ' •'"'K16, 60+1) +(16,197+1) +(16, ti8+l)+(16»189+l)j' 

1(16, 15+1) +(16,242+1) +(16, 14+1)+C16,240+1)/ 

^Ä.1^ /oo^^l(8»«+l) + (8,2*9+l)+ (8, 32+1)+ (8,129+1)1^ 
[p,ij. [p,o) j (g^ 2 + 1) + (8, 255+1)+ (8,128+1)+ (8,225+1)1 

(4,1).(4,64) «. { (4,64+1)+ (4, 193+1)+ (4, 4+1) + (4,253+1)}. 

(2,1).(V6) « { (2,16+1) + (2, 241+1)}. 

(1) . (256) « { (257) 1 « 1. 

Uade emei^uiit tabula aecunda adhibha, neo ood his aequationibu» introductis: 
—1 =(256»1)=:(128,1)+(128,3), 
(128,l)=(64,l)+(64,9), (128,3)=(64.3)+(64,27), 
(64vl>=<32,l)+(32,81), <64,9)te(32,9)+(32,42), (64,3)=s(32,3)+(32,14), 

(64,27)=(32,27)+(32,126), 
6to. 

bw «a g iiat ion a t quadratfoBe: 
X"* + X'— 64sO oni» radioes (128,1) et(128,3), 

X«'— (128,1) X''— 16 =sO , - - (64,1) et (64,9), 

X'«*— (64,1) X'"+ 5 + 3(64,1) +(64,9) teO - - (32,1) €t (32,81), 

X"* -(32,1) X«» +((128,l)+(3a,l)+(32,9)+2(32,l4))=0 - - (16,t) «t (16,121), 
X*» -(16,1) X' + (.16,1)+(16»9)+(16,3)+ (16,14) «0 - - (8,1) et (8,8), 



1^ t. Richelof, de resoluiim^ algthrmiea meqtiatUmU X^^ssl. 

A^'' —(8,1) X-' + (S,3) + (8,20) « cuiiis radicw (4,1) et (4,64), 

j( rn^ _ (4,1) X- + (4,15) = . . (V) et (2,16), 

X-" — (V) -^^""+1=0 • . (1) et (256). 

V. 

. Cum per (128,1), (64,1), (32,1), (16,1), (8,1), (4,1), (2,1), Tl) utra-. 
cnmque radix ttngalM aequatioms hoc pertioentis deogoari possit, semper 
fuifipouerf; licet, ne ambigiiitas oriatur, maiorem positivum yalotem looa 
valorum (64,1) (32,1) (16,1) etc« rebpectKc^). 

Ceterae quidem periodi omnes aut proi^iis atmili ratiooe aeqtiatkmi« 
Lus quadraticiB determiBari, aut lationaliter ex Ulis prioribus, secundum 
praescripäi art« 346 disquishioiiiiiii arkhmeticarum , deduci posaunt« IlUo 
vero tttra earum amgularnni aeqnationum raclb singiflorimi valorain looo 
aupponenda ait, cum iam periodu (64,1) '32,1) etc. 8upt>ositis, non am- 
plius arbitrio d&uJBcari pomtt, ui ttovas labimur disqinsitiones hac oontor«. 
tissimo illigamur calodo» Hanc ob rem ad aliud confugieiidum est artifi« 
aum, Dunc accuratlua dedaraudum. . 

Primimi aggregatii (64,1) (64,9) determinatiB, iode (64,3) (64^27) 
invenieoda not: haue ob rem produotum hoc evotratur: 

{(64^1) -(64,9)} {(64,3)~(64,27)} 

== (64,l)(64,3)~(64,3)(64,9)+(64,9)(64,27)-(B4;i7)(64;i). 
Sit vero: 

(64,1)(64,3) e #(64,1) + ß(64,9) + /(64,3) + j(64,27). . 
Iam mde secundum praeacripta art. (335, IV#) dkq. aritfu derintar: 
(64,X)(64,3X) = «(64^X) + 0(64,9X)+y(64,3A) + *(64,27A>; 
hanc ob rem habemoa 

(64,9) (64,27) = «(64,9) + ß(64,l) +y(64,27) +*(64>3), 
lüde 

(64,l)(64,3)+(6♦,9X64;K)=(«+j8X(6»,l)+<6«»9)HK7^^(6M)^KW»27^ 

(«+ßX128,l) +(7+i)(128,3X 



ioppotilioiia ÜMla. tandem ad (24) s 2€0 



thiBoreibatis demooatiatio Tera in atuneio diffidllimarnai poMn&a Tidatar; tdUgm 
ie hmc f9 hie adSdatur, nisi qnod, ai pro t^^# l) aiaJoiatt ppailiTaaB raJiraia 

aamiia, iotar *~ Talovaa ad y^^^ 1) ptrtiBaolaa atiaaa: ctfa-*^i:aiai— r aaaipar 
iaranirij a cL jGaaCa datnaamatam atsa. 



1. Riehttoi^ dt rtsoIuHane algAraic^ aequaücnis X^^asl. 17 

qu Fe steimdmii Mdem pnescrqpta 

— (64,3)(ß4>9)-(64»27)(64,l) « —(«+0) (1^8^)- (7+^(128,1)^ 
unde 

((64,l)-(64,9)) ((64^)— (64,27)) sa {« + ß-y-^} {(«8,1) -(128,3)} 
Hmc emaiiat fonnida: 

(64,3) - (64,27) = ((« + ß)_(y + ^) «|^«~^>); 

iam notum est 

(64,3) -f- (64,27) = 128,3, 

unde deteraunanhir (64,3) et (64,27), per quantltates idm determmatas 
(128,1), (128,3), (64,1), (64,9). 

E tabula seounda invenitur praesoripta ratioDe «ss20, ßss'^ 
738:13, 1=5 10, unde 

(« + 7) — (ß+^ = 8- 
Aggregatis (32,1) et (32,81) suppesitis ceterarum periodannn vaktres se- 
quenti via eliduntur. 

Primum rero propositn» haec demonstreitir: 
Pirodttctum ((32,1)— (32,81))((32,m)— (32,»)), ri (32,«) e( (32,«) 
ad unam ptf^^tineant periodum fonnae (64,) semper per sola« periodos for> 
mae (64,) itaque per iam notas quantttateH exprimi posse. 

Demonstratio: Sit (32,in)=s(32,3^), iam e oondititnie proposita fit 
(32,/i)=s(32,3^;81)ss32.3^^; unde Ohid produotum evolntnm fit 

(32,1)(32,3'') + (32,3*)(32,3H^)— (32,3*)(32,3')— (32,1)(32,3^, 
Sit 

(32,1)(32,3-) = 

•(32,1) +ß(32,81)+y(32,9)+a(32,42)+ . (32,3) +<t32,14)+ •K32,27)+5(32,126), 

inde 

(3^3^(32,3^ = 

«(32,81)+^2,l)+y(32,42)+*(32,9)+ <32,14)+^(32,3) +i<32,126>+3(3V7). 
Ooae si ooniungantur, emergit 

— (32,1) (32,3^ ) + (32,3«) (32,3^ 

-:(«+ß)(64,l)+(y+|)C64,9) + («+^(64,3) + (H.5)(64,27). 
Eadem ratione sit 

-(32,3«)(32,3^}-*.— •i'(32,l)-ß'(32,81)— /(32,9)~^(3a,42)-*'(32,3) 

— C'(32,14)—i|' (32,27) —y (32,12^, 
inde emereit 

~(32^1)(32,3^ — (32,3«)(32,3^) 

— - (•'4■ß')(M»n-(y+^)(64,9)--(f'+^0(64i3)— (,'+^(64,27). 

CceUe'f Jovnal d. M. Bd. OL Hft. L 3^ 



18 !• BicktUt, 4» rtatbMom dj^ctrafM mt^Mad» JP^maU 

Ita «t hiljwitwi 

«S2,l)-p!^»((3^m)-(a,«)) « («+0_(«>+|lO)(»M) 

+ (y+*~(Y'+*0)(6*,9) 
+(»+C-(*'+f))(64,3) 
+(«+^~('»'+^)6»,27 
q« 0» «1» 
Si medatiu «st n*as2't 

fit: 

— (32^0(32^ 
= *-(32^'5(32^^ »-,-«(32, 9)— ß(32, 42) — 7(32» jt)~ 9(32,81) 

^ •(32,27)~^(32,126)-.w(32,3)— ^(32,14% 
imdet , 

»'«y, 0'«*, y»«, y«:0, »'«,, ^WÄ, «'«Bf, ^«^ wamm», 

haiM ob rem 

((32,1)— (32^1)) (32, w— 32, ») 

«((«+ß)-('y+*))(W,l-64,9)+<(»+Ö-(n+^))((64,3)-(6»,27)), 

in hoo speoaU casu per fomtilates non maius lam detenaiiMtn (64,1 — 64,9) 

(64,3— > 64,27) determmart posMot. 

Bm qddem tm per opem tdiidae teeandae iinreirfB« 

4fV^^ tVfirWm^ 2(<«4,t)-(6M)) 
<(a2,3). (32,14)) -B (l|^'i)_(te,«i) » 

(03,9)^(32,42)) - ^^^^'^>'-(^gJ:tgf^'^^^> , 
unde iim «pooft« Mquituri 

Quanihadbus 

(32,3) + (32,14) » (64^3), 

. (32,9) + (32,42) » (64,9), 
(32,27)+ (32,126)-. (64>27), 
iam deienDkwf«, ijpn ralorea ag|regatonim ^2,3), (32,14), (32,9), (32,42) 
(32,27), (32,126) fiMilliue es iptonm suittMi et ^flcrentfa emergait. Fror- 
sus flimiB ratfeae onmea periodi eKdaufor 16 temjaoram, ibidein eadon 
valmto propodliooe, ut «i 16^«n et 16»n ad eaadon pettineant periodum 
32 te r miu on—, prodofllian« 

(16,1 ~ 16,35) (16,m-.- i6,n), 

per solas periodoa 32 tanubonuB, ftaque ian anAea deteraÜD^omm , ex- 
prind pomC Qoae proposido eoden modo dcmoarttaada ac a a t ea casum 
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((32,l)-.(32,»l)), ((32,9)-(32,42)) Ate. 
oqNnmi pottt^* 

Ifane .^ib fem • tabala aeoimda cM^put aa dae «mt htm qui rf M or ipiaB- 

titateia 

1. ((I6,l)-(16,121))((16,9)-.(16,61)) 

= 3(64,1)4- (128,3) — 2 (32y*2) — 6 (32,3), 

2. ((16, 1 — 16, 121)) ((16,3 — 16,106)) 

= 4(32,t)+ (32,8I)^(64»9)— 2(32,3) + (32,14)—3(32,27) + (32,t26), 

3. ((16,1 — 16, 121)) ((16,27— 16^74)) 
= (128,1)— (32,1)— (64,3)^2(32,27) +(32,126), 

4. ((16,1 — 16,121)) ((16,81— 16,35)) 
« ((32,3)-(32,14))— 3((32,27)-(32,126))j 

ex 4 sponte. fluunt, si potestatMH radici» primitivae 3 adMrqttarum ra« 
tionem foc^unns seotmdam praescripta artid« 345, IV« cKiq. ttritiu 

5. ((16,9) -(16,61)) ((16,42) —(16,58)) -((32,;i7)-(32,126))-3((32,!4)-(32,3)), 

6. ((16,3) — (16,106)X(16,14) — (16,105))=((32,9) —(32,42)) — 3((32,8I)-(32,1)), 

7. ((16,27)— (16,74)) ((16,126)— (16,83)) =((32,81)— (32,1)) — 3((32,42)-(32,9)) j 
cum deiude quaotitatea 

(16,9) +(16,61) = (32,9) 

(16,3) + (16,106) •« (32,3) 

(16,27)+ (16,74) r= (32,27) 

(16,81)+ (16,35) a=s (32,81) 
iam detemuDatae sunt, faide ai aequatioiiibus 1, 2, 3, 4 oonkm^ntur, emer« 
gunt ralorea (16,9), (16,61), (16,3), (16,106), (16,27), (16,74), (16,81), 
(16,35), es suppositis prkMriboa (16,1) et (16,121), 

(^ Talores rimas solwtimfi in aequatioDiliaB 5, 6, 7, adhiMtisque 
fribtn aeqoatioottHtt Vk 

(16,42) +(16,58) =■ (32,42), 

(16,14) +(16,105) sä (32,14), 

(16,126) +(16,83) « (32,126), 
ad determiiiaiida aggregala (16,42)» (16,5^)» (16,14), (16,105), (16,126), 
(16,83), viam Btemmit» 

Pronus simiU rationei, duabi» periodis (8,1) et (8,8) per aeqaatiQaeni 
qnadratioaBi antea inveiitb, atque ne'ambiguhaa ociativ periodi (8,1) li>oo 

3» 



20 1. Rich^lßi, dt resobitione algeiraioa ütqjfatimtU JX^^ssl. 

inaiore irtnui aequationb radioe pontiv« suppositai' octo similes qiiantitetes 
ac antea 1, 2, 3, 4 ex tabula Mounda oomputantur^ oeteraeqiie iMsptom 
inde derivantur« 

Hac in via progrcssi sensim seosiinque omnes Tatorea periodoruin 
tringiota duorum^ aedeaim^ ooto| quatüor, duonim tenniiionim mTenfte 
possunius, ita ut problema nostnim; onuiea Talores periodonim formae (2|) 
invenire, Bolutmn videatui:« 

VI. 

Si oiflnes perlodi formae (2^) determinatae esaent, nihil iusi cuinam 

O M ^ • 

quantitativ formfie 2 oos -^^ aequalis sit nngula illarum asaignare reliquiim 
remaneret, quod nimirum ita abaolvi poaae^ ut^ qnae omnium periodonim 
(2^) aummum haberet valorem pMäivurn, ei attribuatinr quantitas Scos^xf* 

^amqiiam yero haec directa tui sine ulb ambi^tntate ad preUema 
aoiveBdmn ätrata esse yidetur; af tarnen oum ibideni in oomputationibuB 
diffidlünitf iniplicaremur^ nee non unam tantum. omnium periodonmi (2,) 
determinare opus si^ unde ceterae omnes &dl6 ^terivari possint, iammnlto 
brevior problematis sölntioi una cum oomputationihus huc pertinentibas 
atatim hie pxoponatur« 

Prima aequatio X''+X'=64hos suppeditat valores ntt^^^ 
~ '^^ quorum p^orum statuemus ac (128,1)^ unde emergunt hi valo^ 

res numerioii 

"—«n»» (128,1) = 7,51560979 

(1 28,3) = — 8,51560979. 
Secttnd« aequatio tains radices (64,1) et (649), haeo eat: 

X"*— (128,l).X"ssl6j 

o»h» «uUce. «mt /^^*^+^^^^^^ et (^0 -r((m.f)'+ 60. ^ 

aus hie nunoreot poMtlvuin valorem ponimus = (64,1)19 iA qued^ ia .omiiä- 
bus sequentibus a«qiiatioDibus obsenrabitiir* 
Uode emergunt M. valores: . 

(64,1) s5 . 9,2460740 

£64,9) «=—1,7304642. . 

Pocfo ItabenoK 

(64,3) 4 (64,27) = (1 28,3), 

(64,3) - (64,27) = 8 i^^E^» 



I. Ri9h*tot, iU rMolutitm algikraioa ae^uaiäonk X»'«st. 2% 

imde oonpiitantar : 

(64, 3) aa 1,5841898 

(64,27) =—10,09979960. 
Tertia «equa^io est X"'»— (64,1) X>''=: 5, +3.(64,1) +(64,9), 
qoanim radiees fiunt; 

(32, 1) M (6*4) + V(C64.t)« + 4 (5 + 3 (64,t) + (64.9))) 

(32,81) ^ - (6*.<) - yX(ft*.t)' + 4 (6 + 8(64,1) + (64.9))) ^ 

nve: 

(32, 1) =»• 11,8604556 

(32,81) *B— 2,6143817» 
Porro babemus: 

(32,9) + (32,42) = (64,9), 

n!> Q'i n9 49'» — 4((64.1) -(64,9) + (64,3) -. (64,27)) 
C32,9)--(32,42) _____ , . 

«( quibuB aeqnatioiMhqg deriTantort 

(32, 9) s= 2,2657914 

(32,42) Ä— 3,9962556. 
Demde «eqnatioiiea 

(32,3) +(32,14) = (64,14), 

(32,3)^(32,14) = -'^'^,-_& , 

hos n^peditanf valores: 

(32, 3) = 0,2627706 

(32,14) t=— 1,3214192. 
86^pi6Btes ddnkpie uequatioims 

(32,27) + (32,126) = (64,27)^ 

f-VUin ~ «2.1 1K\ a 4 - (gjl) + (64,9) + (64,3) >- (6 4.27) 
«2,27) -.(32,126) = 4 (32,3) -.(82,14) ^» 

dant Talovea hoat 

(32,27) BS ^ 6,3864173 

(32,126) «s — 3,7133823. 
Quarta aequatio est: 
JC- - (32,1) X*' « -<(128,1) + (32,1) + (32,9) + 2. (32,14)); 
ande detemdnauturt' 

..fi .N _ (32,1) +y(32,l)*-- 4(128;t) + (32.1) + (32,9) +2 (32, 14) 
^XD,i; — r j- — ; , 

(16 121) B (32;l)-y(32>t)'-4(128,l)+(32,l)+(32,t)+2(32,14) , 



22 1* Riehttot, dt reiotutiotit tägebndem mtquatimilt X***aftl. 

onde eniergunt la valores numeridt 

(16,1) « 9,229153 

(16,121) =a 2,631303, 
Porro habemus: 

(16,81) + (16,35) = (32,81), 

M A fn\ fif. %'^\ — ((32.3) ^(32.14))~3 ((82^7) ~ (32.126)) 
(16,81) - (16,35) = (i6.1)~ (16.121) 

•*<!"** (16,81) wm —0,779712- 

(16,35) «s — 1,834670. 
Deinde habemui: 

(16,9) + (16,81) «B (32,9), 

Mfi QN /ifi fin — 2 . (ft4,l) + (t28,3)~ 2 (32.42) -6(32«3) . 

(16,9) — (16,61) - (16,1)-.(|6,121) ' 

iade tequitur: 

(16,9) = 2,37515t 

(16,61) = —0,109359, 
Es aequationilNW his^ 

(16,42) + (16,58) OS (32,42), 

fil^.i.9^^fi(LVn » ((32>27)~ (32.126)) - 3((32.14)~ (32,3)) 
(16,42)— (16,58) » (16,9) -(16,64) » 

oomputautur ralore»: 

(16,42) e« — 3,175217 

(16,58) SS — 0^821039. 
AequatioDw: 

(16,3)+(16,1<»)'^(32,3), 

/.A ^N_/lfi . ^N — 4(32,l)-H32.81)-(64,&)-2f 82,3)-K32, 14)-3(32.27)+(a2,t26) 
(16,3)— (16,106)«= -i^ ___^_^-^ , 

suppeditaiit TOlor«» ^^^ 3^ _ 4,890486 

(16,106) SS —4,627715. 
Deinde hdieliiaftt 

(16,14) + (16,105) » (32,14), 

MtLia.^ 4. Mfi lOS^ . ((32,9, - (32,42)) - 3 ((32,8i) - (32,1)) 
(16,14) + (16,105) » (IM) -(16,106) ♦ 

und« wqiraiitur T«lorat: 

(16,14) =s 3,270792 

(16,1Q5) SS — 1,949372. 
Jun «X « üq iMi tioMbdBt 

(16,27) *+ (16,74) SS (32,27), 

MK 27^ riß 74) «s a28.l)>-(32.1)-(6 U)-2Q2,27)+(32.126) 

(16,20— (*6,' 4) «s (16,1J~(16,121) * 



f. Mipkttot, 4t rttolulkm o(rciraioa mtfuatieiiis SP» ml, 23 

CBMBMBI VWONiS 

(16;27) tB ~ 3,955979 

(1 V4) n — 8,430*39. 
Habemot deniqnei 

(16,126) -f- (16,83) SS (32,126), 

(i6,i26)~(i6,83) = <^^'"'^--^%y>r^y-(^^), 

«ade flount hi vatoret: 

(16,126) sa 2,686687 

(16,83) SS — 6,400069. 
Qniata ae^uatio quadratioa haao «ti 

X'*— (16,1)X* = r^(16,l) — (16,9) — (16,3)— (16,14), 

unde oompntantar ralona: 

(8,1) S5 5,950596 

(8,8) = 3,378156. 

Oterarum ponodorum tantum eae oomputatae sunt, quae ad sequeotes 

aequationes ooostrtiendas adlubeautar neoesse est. 

Est: 

(8,lll)+(8,60)« (16,121), 

/«^•>i^ /o^/^^ — ~2((t6,l)-(16,t2<))-((i6,8t)-(tg^))-((t6,42V-(t6.58)) 
(»,12i;— (Ö,b0; SS -r-J (8,l)-(8,8) ' 

unde taSti 

(8,60) = 3,721079. 
Habemus: 

(8^1) + (8,123) a. (16,81), 

(8,81) +. (8,123) ^ 

(t<;t2t) - (16,35)— (82,9)- 2(i6.42H-f3^3H-( W,14)— (tMQSH- (1^27)+ (16,t2ft) 

(8,l)-(8^) ' 



(8,81) == 1,947629. 
Mode babemus: 

(8,9) + (8,72) « (16,9), 

(8,9) — (8,72) = • 

-2(16.12l)-(16.8i)-KI6,61)+(l6,58)-(16105)— (i6;27)-K16,74).|.2(16,12e) 

(8,1) -(8,8) 
inde fit: 

(8,9) s=r 1,477726 

(8,72) « 0,897425. 
Ex aequatipiiibus : 

(8,61) + (8,26) « (16,61), 



24 1. Biehetmtj de'ret»hiHmie mt8finiemmttintield$-7r''*^iaBi. 

(8,61) s 2,377160. 
Hjaniffr ex sequaHonilHi« 

(M2) + (8,79) = (16^2). 
(8,42) - (8,79) = 

— (U.12t) +(16^)-f (I6.l06)+ri6.105)+(16^— (t6.74)-2(<6.126)— (1633) 
^^ (8.t)-(8,8) ' 

'S,79) = 0,363844. 
^ aeqattiooibuB : 

(8,3)+(8,24) = (16,3), 

/ft ^^ /« OAA ~ fl6.1) - (t6,3t)+(t6.61)4-(16.58)+(t6.105>-3(IM») 

(8,3) = 4,64632/. 
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(8,14)+(8,112) = (16,t4), 

/« 4 üx /o * • a\ 2fl6,121)-<32.81)4<t6.61)-2(16.3)-(16>g7>f(16, 



compufatur: 

(8,112) = 1,595182 

(8, 14) = 1,675610. 
^uä6tBt ex. MqmtioDe: 

(8,105) + (8,69) = (16,105), 

(8,105) - (8,69) ■ (8,14)^(8,112) ^—* 

(8,69) = 1,808360. 
Tandem «eqoaiioM»: 

(8,126) + (8,20) = (16,126), 

(8,126) + (8,20) - 

-2(1C,1) -2(16.43) -f (16.61) +(i^) -f (16.14) + (16;Z7) + (M>74)- (tft.«»)^ 

(t,.l)-(8.8) » 

suppeditant : 

(8,20) SB 3,060599: 

Sexta aequatie quadratica baec eil: 

JC--.(8,l)Jt- «--(8,3)-(8,20)i 

ex tpia coo^tttatur: 

(4, 1) = 3,848329 

(4,64) «BS 2,002668. 



1., Richelot, de resotutione algebraiea attpiatioHia X^''ssi, 25 

Ad 'sequentem ae^tioaem quadratioam «xnistniendun ^dhao den« 
deratur valor (4,15) quem ex bis aequationibus oolnputamul^ 

(4,60) + (4,15) = (8,60), 

Q*,ou> — ^*,15; — (4,1)— (4,64) '■ » 

ninunaii 

(4,15) = 3,696748. 

&eptima aequatio qaadratioa liae« «st: 

X^»— (4,1)X™ a=--(4,15), 

unde oömputatur: 

(2,1) = 1,9994024. 

Ootava aequatio quadratioa, denique haeo est: 

X""* — (2, 1 ) X'"' = — 1, 

unde inTeiumus: 

(I) =a 0,999701 + «0,024446. 

Cum rero quantites ( 1 ) ss —s^j — h ' ""957^ ^9 9^ '^^^^^ unaginana 



quaeBbet aequatioiiis X^^sszi ita sigi^ficata est^ iam Moepimus has positioneB: 

0,999701 = ^^f^> 

0,024446 = ?^; 
unde tabulis unmm et ooeinuum adhibitisi inTeiutur » = 1, quippe quia 

ooB ^ = 008 1^ 24' 2",8 =5 0,9997012, 

am — es am l'' 24' 2'',8 = 0,0244457, 
ifltio invenitur; itaque oburum est radioem illam aeqpiatioiiis X^^ = l, r, 

Off Ofm 

ab initio dwquisitioiiis suppositam ss (1) fore = 00s ^± ^*^ 2fi7* 
Iam inde aequitur ease: 

(2,1) « 2 00a ^, (2,2) = 2 00a 2 ^ etoa (2,m) = 2 00a m g^. 

Quae oum ita nit^ «i^ulo ^ per a aignifioato^ tota in anteoedentibua 

aolotio data per ooaa. muUiplorum anguli a perdud poteat, quum primum 
in ooto illtt aequationibua ubique loco periodorum mngularum aubmteUU 
gantmr aggregata ooainuum anguli a talia, quae ex tabula aeounda loco an« 
gidi ju, angulo a auppoaito aequuntur« Inda exempK gratia deeumitur: 

Crill0'« lonnal d. M . Bd. QC. Hft. I* 4 
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(4» 1) m 3€M« +24Ml6a^ 
(4^) w 2€M6ftii4*2€M4ii, 

(M)-(M) + (4tW), 

Hl 2mii«iHh3ooi4«-|-2oo§16« + 2oo§64«««,« 

eto. 

lau lüde fiMÜa iotelUgitur) aotaliaMBi iDmii «k. tteom awBeroran de- 

iHlhiltttiBi 6ttet aid Tora kte agp r cgato üfwmmmi, quormn 

%ilQNa pMCMripta rationo aeMun aenaimque ex km detanniiiatii demari 

lioaftiHl» wreuiaiMla atque Meradioaiida» unde rttffioea ^aae aequalioiiii 

JC^aal arquaiihirt oao wmi danique, nU smimD aakido 

e €M«bibua ipak lr%oiawD6ttiQii lomuilia 

man quadratkaram antewdMtmm elici possa» 



% • 




2. CrtlUt taite 4e$ rmina pHrnHivts fic. 27 

2. 

Table des racines primitives etc* pour lea nombres 

Premiers depais 3 jusqu^i 101, precedee d'une 

note sur le caicul de cette table. 

(Tar rediteuc.) 



vj'est k roooasion de quelques reoherches dans la th^rie des nombres, 
que j ai ealcul^ one table des radnes primitrr es pour lies nombres premiers 
depuis 3 [iisqii'd 10 1, laquelle ainsi fait suite ä ceOe J'Euler quf eontient 
les racineB primitives depuis 3^ jusqu^^ 37« €oftime le ealeul, que fai fait, 
donna en m6me tems^ et comme par lui meme, les restea des puissanoes 
des nombres naturds dlvii^ par les divers nombres premiers, et en sus 
tes nombres donf les pui^nees mofndres que eelles des racines primitives, 
divisees par les nombres premiers, laissent 1 pour restes, et lesquels Ton 
pourrak nonmier racines secondaires ou racines primitives subordonn^es : 
ces derüiers Qombres et les restes des puissanoes dont les exposans sont 
diviseurs du nombre premier donn^ diminu^ d'une unft^, ont ^e introduits 
^galemisot dans |a fabfe. 

Je Vftis pr^henter Id oette table pois^pie, une fois oafoul^, eile pour- 
redt dfre utile k eeox qui s'oocupent de 1a th^rie des nombres et de ses 
appKoatlons dans Tttialyse« 

Quant au oaibml que fai empfoy^ poinr oonstruire la table, il ne 
r^ose qiie sur des th^remes assez eonnus; iliaGi comme hippfication de 
ees Aeordmes a foumi un lA^nnisme de caicul remwquable par sa simpü« 
cittf et par la fadlit^ et sAret^ aveo lesquelles il a donnt^, comme d'us 
seul jet, non seulement les raetnes primitives oberch^s, mais enoo!*e les 
autres nombres remarquables, je ferai pr^eMer b table d'une expli%^ation 
de ee m^canisme du caIcuU 

Note sur le caicul de la table d-jointe. 

Je commenoerai par ^noncer en peu de mots les prindpes qui ont 
servi db base au caicul. Les personnes bien YMm6m dans la tb^oric des 
nombres poufront passer oet 



28 2. Grelle, table des rmoinea primiHvee etc. 

L * Soit p UQ nombre premier qndoonque donn^^ on sait qu'en 
vertu du th^ordme de Fermat, toutes les valeurs 1, 2, 3, 4 •••• y~-l 
de a satisfont ä r^qaatkm 

1. V-fi«iV> + l, 

OD TV signifie un nombre euÜQr; Quelques uoes de oes valeurs de a, ^le- 
vin suooeMiTenieiit ä toutes les puisaanoeB '2, 3, 4^ 5""** etc., et oes puuH 
sanoes diyis^ ensuite par Pf lausent pour restes des nombres difiiSrents 
de 1| et ae pr&tentent pas oe demier reste avant la puissanoe p — 1"^, de 
Sorte quo daos l'^uation 

2. a* = Np + 1, 

la moindre relour de x eat p — 1« Ges valeurs de a sont Celles qu'on 
nomme racines primitives. 

II« Mais, si r exprime las divers diviseui:^ premiers de p — 1, de 

Sorte quo p« ex» 

3« tX =5 /> — 1: 

il y a toujours et pour diaque r des valeurs de a parmi odUes 1, 2, 3, ^ • • 

• •• p-^l qui satisfont d6)i ä l'^quation 

4. ä't^Np + U 

sous conditicm quo r est le moindre ooqKisaiit de la pmssanoe de ß^ iaquelle^ 

divis^ par p, laisse 1 pour reste« des valeurs de a s<»it edles qi^on pour« 
rait Dommer racines secondaires, ou racines primitives eübordonnies. 

m. Seit 

5. a* = Np + r^ 

oü X est &cteur de p — 1 (3.)f il existe tcid|ours X valeurs WkSateoiM de 
a qui donnent le mSme regte r. Comme p^^t est ua nombre pair pour 
tout nombre premier unpair, il est toujours divirible par X s=3 2« Oono 3 
existe toujours des couples de valeurs de a pour öhaqne reste yuadratU 
qüe r. Si p — 1 est divisible par Xt=7 3, il existe des sroqpes de 3 nn 
leurs de a pour ohaque reste cubiyue r eto* 

IV« L'^quation (5«) donne 

a'^ = ii^»(3) =» Np + 1 (1) =: {Np +r)^ (5) = iV/t + ;^, 

ou bien 

6. r" = iV>+l# 

Cela &it voir quo les restes guadratifueSf cubiyu^s eto» sont toujbuhi des 
racines secondaires et |ama&B des racines primitives, ptroeqoe d^ la pinsc 
sanoe rKip-^U divisee par p$ donne 1 pour reste« 



2. Cretltp UAk des rmoineß,prmifive$ ete. 20 

V, Toutes les 'pt^Biaifoai 4es rertes qnaAmtiques, mdiiqiies etc« 
domieiit de noureau des. restes du mAme geiwe» Car puisque l'equation 
(5,) • Um pour toutes ks yaleim 1^ 2, 3^ # ••«/m^I de tf , et qiie o^» a^, 
ct^y • • • «9 en en retrandiaiit aii moltiple co0¥QoabIe de /^^ raotrant toujours 
dm» eei mteies v^lems^ im pimsanoes mooeflshres de r rentreront ^gßte» 
ment dai» le eadre de oet reitam 

TI« Si^ comme dans le cas aptuel^ oii dberdbe non ane ladoe prn 
mithre isoUe, inais /oe//^^ oes raomea en mdme tenis^ on pomnrait d^ tirer 
de la remarque (IV«) nne m^ode assez exp^tive paar le caloid de ce» 
ncmes« Gar fl ne s'agirait que de caloider les rertes quadraliques^ les 
restes cnbiquea^ s'O y eu a d'egaux^ c'est-A-dire si p — 1 est dirisible per 
3, eto. , et g^^ralement les restes des puissanoes dont Texposant est divi- 
aeür de p — 1. Comme tous ces restes ne peiivent etre des raoiiies pri- 
mitives^ oeDes-ei se trouveroient siir le ohamp^ en effii9ant dans la s^rie 
1, 2, 3^ 4, • • • • p — 1 les restes ealoul^i. Et d'aiUeurs le caloul de oes 
restes serait assez faoile, en profitant de la remarque (V.)^ Gar U n'y au- 
roit qa'& prendre les pimsanoes diversea d'ün reste qudioanqiie^ dont on 
oonnnit toujiMirs Tun ou l'autre^ per ex» des nombres 4^ 9^ 16^ • • • • q« 
sont restes qoadratiques; des nombres 8^ 27^ 64^ • • • • qm sont restes on* 
biqoes eto. Co seroit mtoie une m^thode directe de oaleid, dans le oas 
on Pott ddsire en memo tems les restes des puissanoes, dont il s'agit, par» 
oequ'il n'y auroit pas de tfttonnement« 

TIL Mais oette m^ode a rinoonv&iient que les puusanoes d'un 
seol reste quadratique^ oubique, bien qu'elles ne donnent autre düose que 
des restes du mdme genre, n'en donnent pourtant pas tous les restes qu'on 
cherdiey pdsque diS^k r^ = Np^tf^zszNp + 1, de sorte qu'on ne troure 
pas tous les p — 1 restes, mab seulement r restes. Pour avoir les autres, 
3 ftnt oalouler de nomreau lei^ pulnanoes de qttetq[ues aufarts restes. 

» 

TIDU Par cette ranon on « ipt4i6ei une autre m^thöde, que 
Texemple sinvant ^ohirdra sufiBsamment« Get exemple est diohi parmt 
oeux qui ofl&ent plus de difficnlt^ que les autres, et 3 sufiSra de fidre Toir 
las rd^es du oalcuL 

DL Seit propos^Ie Aombre Premier /i =3 41« 



a. 



30 3. CrelU, UMe des roeime$ frimitive$ He. 

Toilik le tebhM du «alnri: 

1. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 f 1 t2 t3 14 15 16 17 18 19 20 

2, 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 
3l a 4 8 la 32 23 4 10 20 4^ 39 37 33 25 9 18 36 31 31 1 
4. 3 6 9 12 15 Ift 21 34 27 30 33 36 39 1 4 7 10 13 1& 19 
5 3 9 27 40 38 32 14 1 

6*. 6 12 18 24 30 36 1 7 13 19 25 31 37 2 8 14 20 26 32 38 

7. 6 36 11 2S 27 39 39 10 19 32 28 4 24 21 3 18 26 33 34 40 

6 36 11 25 27 39 29 10 19 32 

35 5 30 .16 14 2 12 31 22 _9 

6 36 11 25 

19 32 2« 4 

fk ( 26 33 34 40 

14 2 12 3t 
17 20 38 23 

1. 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 M) 

1, 13 5 7 9 11« 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 

3. 

4. 22 25 28 31 34 37 40 2 5 8 11 14 17 20 23 26 29 32 35 38 

5. 

6. 3 9 15 21 27 33 39 4 10 16 22 28 34 40 5 11 17 33 29 35 

7. 35 5 30 16 14 2 12 31 22 9 13 37 17 20 38 23 15 8 7 t 
28 4 24 21 3 18 26 33 34 40 
13 37 17 2a 38 23 15 8 7 _1 

27 39 29 10 

24 21 3 18 

9. / 35 5 30 16 

22 9 i3 37 

15 8 7 1 

Tdci amd fes rdgies. 

1. Borives sur une pcmnidre figae les nombret natoreb 1, 2» 3, . . . 40. 

2. Eorives deasow, sur ane seoonde I^ne, le« miil^>lea de 2, «b 
ayant attention d'en reinndier /» =s 41 , aussät qne iea multiples de 2 
surpessent 41. Cela se faak sans un cAloul ptt^rement dit» 

3. BfMntenant les nombres de la seoonde ligne vons donneront d^ 
sans noureau oalcul les diverses puissanees de 2« Gar an dessous du 
Bombre 2 de la proni^ ligne vons trouves dans la seoonde fijgne 4 sss 2^; 
au dessous de 4 de la premiere ligne vous trouves dans la seoonde %ne 
8 =: 2^, au dessous de 8 vous trouvec 16 =r 2% sous 16 vons trouves 
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3. Cr^llw^ laue d^ racintf pnmiiii)cs <fc. 31 

32 CK Tf tous 32 TOw tromrez 23 «s Q^—Np eCe. Dono 3 »y • (|n'\ 
cfiy»«r leB nombrM de fa Hgae pr^oddente et ä ^rr/re Ja troUieme l^pe, 
qai pr^iMitera Ics diverses puissaiices de 2^ ou pkit6t ies restos que JakH 
Mot.oes piiiaanoeii si oa las divise par p. 

4« Si auouii de oes restes, autre que le demier ^ iiifjü ^s 1^ i^ 
DQinbre 2 teroit ueoessairamant une racuie primitim« Meis dant le «m 
aotiiel on trouve que deyA 2^s=s 7V/>-j*^* Doac 2 n'est. pas laie ramio 
primidTe« 

5« Essajez dono le tuivant Qombre premier 3. Ecrivez «ur uoe 
fiiafrieme ligne les multiples de 3, pr^cis^ent de la meme manidre que 
tmis ares employ^e pour le aombn^ 2 {2«) et puis extrayejs de ces mut 
t^ea les diverses puissauoes de 3 d'aj^rds la moin^ ro^e^ «uivje en (3.) 
paur le nombre 2. Eorivez les sur une oiaquiSme i^ue. 

0. Yous trouvere2s que daus le oas aotuel 3 n'est pas non plus 
uoe raoine primitive » paroeqiron a d6]h yzszNp-^-i. 

7. Maintenaat, au lieu d'essayer le ikombre premier suivaut 5, voos 
powrres d^ dtre sur que 2 • 3 s? 6 est effeoti vement une racine primitive* 
Car si ee oombre ue l'^toit pas^ on ne pourroit avoir qua <)% ou 6% ou 
6% 00 ^, mi 6% ou G^^JVp+ii 2, 4^ 5, 8, 10, 20 ^tant les seuls fao^ 
teora de /t*-t =s40» Mais siiivant le ealciil d^jA fait ob a 

2^ « ^/> + 4, 2* « ;V^ + 32=i Np-^% 
siV/i+9^ 3* « ir/i+38 s» ;V^~3. 
dono 
8. (2*3y»6*«iy/>+36«iV/F— 5, (2.3)*»6*«i?^+27»i<>— 14 



12^ 
|3^ 



et de tö 



M Np + 25 9m Ifp^tby 6"^ ^ JVp^32^ Np^9, 
3iV/i + 10t 6*' = A> + 4a 

8. Cala ^tant trouv^^ ^Sorfirea sur une idsidme l%ne les muUiplea 

da 6 amvanft la rdgle de <2. et &•)> ^ pus extrayez en les puissanoea d&» 

vecaei de 6 d'aprds la rdgle de (3* et 5.). 

« 

0« Id finit d^jA tout le calcul^ si d'aWeurs onrMreut nommer enU 
eul la dmple &ariture daa multiples dfun nombre peu oonsid&rablei oomme 
2» 3» 6 ato. Dda id vous trouverea tous les r&MÜtats^ par la^ simple ca/M# 
de oombrea d^ caloul^ ea les mettant k leurs plaoes^ et puis en ordrew 

10^ En effi^ le raste 36 (ligue 1.) de la 2"* puissanoe de 6 ^Aant 
le rtiU fuadratifM de oe nombre, eelui 25 (ligne 7.} de la 4"* pufasanea 



32 2. C teilt, fahle des raänes primitives eie. 

cle 6 sera ^alement teste yuadratijue de G^assSG^ oeloi 39 (figoe 7«) de 
la 6^'' puissaiioe de 6 sera reste fuadratifue de 6* ss ßfp -}* 11 ; IQ seva 
reste jundrati^ue de 6*s=:r j?V/>4-,25 etc. Donc fl ny a.^i'^ ^crire Im 
nombres de la 7'"^ ligne au dessous (teux mimes^ en lidBaant toujoani itü« 
ternativement une colonne vide. Etant arrjv^ de oette manidr^ au demier 
reste 1, auquel r^pond lenombre 40^ im continiie eD coinnieiifaiit de<» 
rechef. Les nombres 6,35 ; 36,5, 11,30 ....^ plac& de oette sorte ao^deswiM 
de ceux de la T"* ligne, seront ceux (S.)» dont les nombres de la 7^ 
tigne, qiü se trouvent au^-dessusy sont les restes ^uadratiyues. 

On voit par les memes raisons que si Ton ^orit les nombres de la 
7"" iigne ^galement au • dessous deux m6mes,,mais en laissant toujours 4 ooIoih 
nes Tides, comme. dans (0«), ces nombres (0.) seront ceux dont les nenn 
bres 27, 32, 3 etc. de la 7*** Ugne qui se trouvent au-dessus, sont /e» 
regstes de leurs 5"^' puissances. Et ainsi de toiites les autres puissanoes. 

12. Mais p — 1 SS 40 n'ayant pas d'autres diviseurs premiers qua 
2 et 5 , tons les nombres de la 1^ ligne qui ne sont ni restes quadrati* 
ques fii restes de puissances .dncpiicmes, serpnt n^oessairement dßB raeüwe 
primitives. Donc les nombres 6, 11, 29, 19, 28 etc., an« dessous des- 
quels ou ne rencontre ni racines 2^ ni raotkies 5**^, sont les racinee pri- 
mitives cherchäes* 

13. Vous avez trouve jusquict les restes des V^ et i'^ etc. puik 
sances de nombres 1, 2, 3..«« p — 1, aTOC les racines qui corra^^ondent 
a un m^me reste^ et de pite. les racines primitiTes du nombre premier 
donne. Pour trouver encore les racines secondaires^ flfaut premidrenieilit 
mettre en ordre les r^ltats trouv^ jusquld« Cela ce fidt comme sult« ^ 

14. Copi<9z les restes quadratiques 36, 25, 39 etc. dans Fordre^ oa 
ik sont, mais en ks pla^ant en oolonnes par dixaines, de la daamdre 
suivante: 



6. 



4 


10 


25 


36 


5 


18 


21 


39 


2 


16 


20 


32 


9 




23 


33 


8 




• 


31 



40 
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D'apres ce petit tableau rous pourrez les ranger dans leur ordre natnrel 
par le seul cou]^ d'oeil, et cela vom donnern la prämiere ligne r ss 1, 2, 4^ 
5^ « • • • de la table Ik construire Yyot» ass41 dalis cette table nius bas). 



2. Cr^lte^ talbte dh raoinei primhiv€§i 33 

CMä faü^ tnettez les radnes 6^33 (KgD6 8 tableau de oalml IX«) au« 
detsoui du raste quadratique 36 (table page44^ ;»sa41), les rMines 36^ 
au-destoous du reste^ quadratique 25^ les racinea 11 $30 au-dessoua du raste 
^adratique 39 etc. Cela vous donnera les valeun de de la taUe pout 

.15» Faites pr^Is^ment les memes Operations aTeö les iN^stes des 
5"*^ puissanoes du tableau (IX*) et aveo leurs meines, et vous auraai les 
valeurs de r et. a dans a^ =s» Np -f r pour la table A constmire etc. 

16. Des ici vous n'avez plus besoin du tableau (JX.% mais tous poufw 
. re2 tirer de la table commenc^e eile mSme, les resultats dont il s'agit encore. 

Supposez pour cela x successiyement ^gal ä tout les iacteurs de 
yi^^l —40, savoir ar=i40, 20, 10, 8, 5, 4, 2, 1. 

17« Commenccz par le plus petit facteur 1« H est clair que si 
6"^ = JV/>+l» >1 ^y ^ dautre valour de a que 1, car la premiere piii»* 
sance d'aucun aufre nombre que 1, divisee par />, ne laisse 1 pour reste* 

18. Maintenant la partie de la table qui se rapporte & l'eqjjation 
o^ssNp'^-r fait voir, que pour rs=sl il n'y a d'aotre valeur de a que 
1 et 40. Donc si Ion veut que dans a'':=s]Vp+l, x seit ==2, a ne peut 
dtre que 1 ou 40^ et 1 ajant 4t4.d6jä nSswv^ pour orss 1, on m tf ss40 
p€|ur X =5 2. 

10» Tient dp = 4. Cherchez la valeur 40 de a pour jr=2;parmi 
les valeurs de r dans ä^ = IV p -f- r ; vous trouverez qu'il n'7 a que les deux 
nombres 9 et 32 dont la 2"^ puissance, divis^ par />, laisse 40 pour reste, 
et 40^ ^tant =s Np + t^ on voit que la 4"** puissance de 9 et 32 donne 
Np + 1 , et que oela n'a lieu pour aucune puissance moins ^ev^ Donc 
si Ton veut que dans a^ = Np + i^ x seit =4, il xlj a d'autm valeurs 
de a que 9 et 32. 

20. Pour avoir a dans ^ t=s, Npy\-\^ fl ny a qu'd dieroher la va« 
kur 1 de r dans o^ s= Np 4- r. Oü troitve que^ 1 except^, il n'j ff d'au« 
Ires valeurs de a pour o* = iV/i-|- 1 qua 10, 16, 18, 37. 

20« Seit orssS dans a'^s^Np^U H ny a qu'ä chercfaer les 
valeurs 9 et 32 de o dans o^=7\^/>4-l pärmi celles der dans a^s=5iV/i-|-r. 
Cela «ait voir que 3% 38»=iV/i + 9 et 14% 27^ = iV/i + 32, Dono 
3% 8^ = (2\r;i + 9)* = 2^/>+l et 14% 22»«(jy/>+32)*=: Np^X. Donc 
les valeurs de a pour a*^=s Np'\-\ sont 3, 14, 27, 38, et il n'7 en a 
pas d'autres. 

Gr«Qa*9 lonnial d. II* Bd. OL Hft. 1. S 



21« Pour troaror lei Tdeun de m pour a^ssNp^i^ on eher« 
diertla ▼al6iir40dea pour a^ =s i^T/» h|-1 parmitesNttaftT de e^ssJVjp-f • 
Ob trotiFe qae les eombret 4, 23^ 25^ 31^ 40 oooiiemieot ji oe reste^ st 
en eflb^nt oelui 40 , fid est 4j^ r^serT^ lü ^ ss 2 , ^ Toit quHl n*j *^ 
pas d'autres valeurs de a pour o^^s=iV/>4*l cpie 4, 23^ 25^ 31* 

22« Pour trouver les valeurs de a fova^ ^^ssNp^l^ on eher* 
fSiera ks T&leurs 9 et 32 de a peur 4i^ = Np -f- 1 parmi les restcb r de 
ö*=sJV/> + r. Onlrouve que les nombres 5, 8, 9, 21, 39, 2, 20, 32, 33 
et 36 eonrieniieiit ä ces restes, et en supprimant les noeibres 9 et 32, d^ju 
employ^, on a 2, 5, 8, 20, 2t, 33, 36, 39 pour les valeurs de a daiis 
a^^Np + U 

23. Enfin on pourroit trouver les valeurs de a pour a^ss Np'\^i^ 
e'est-d-dire ies racines primitives alles mSmes, parle memeproced^, sa* 
voir, en ahercbant les valeurs de a pour ä^ s= Np -|-1 parmi Celles des r 
dans d^ = Np-^-r ou les valeurs de a pour c^ = N/? + 1 panm oeHes de 
r dans a^ = Kp -f- r. Mais les racines primitives ayant iti Ai\k mises en 
^videnee dans le tableau de caicul (IX.), comme il a ^e remarqu^ (12*)^ 
il n'y a qu'a les oopier. 

24. Voilä aohev^ la table pour le nombre premier donne 41 • 
On procedera de la memo maniere pour tout autre nombre premier« 

Nous dirons eno^re deux mots sur la certitude et la fadlit^ da caU 
cul emploj^. 

25. La certitude en est favoris^ premi^rement par b aunpliciA^ 
extreme des proc^d^, qui pour la plupart se r^uisent A copier desnoai« 
bres. Et plus un caicul s'^^te pour ainsi dire mäcani^uement^ plus il 
est sür et A Tabri des erreurs« 

En second Ijeu les rdsultats du caicul sont garantn continttellemeDt 
par des preuves nombreuses. Par exemple; les sommes des nombres 
dont les 2"*' les 5"*^ puissances etc. divis^ par p donnent le mime reste, 
sont toujours divisible par />• 

Les restes des puissances, multqili^ par r«m ^eloonque d!entre eux^ 
doivent toujours se reproduire eux mSmes. 

Les racines primitives 'et les racines secoiidaires, prises ensembl^ doi- 
vent toujours parcourir tous les nombreis 1, 2, 3..«.. /i — 1 sans touober 
a aueun plus d'une fois. 



2. CtelU^ tAh de9 racm§§ frimUivei eic. 35 

Lm vadiiM peiBiiliTM et les. nmam sefioodaireft dsHmit toa|Mini 
se preMnter ennoadire pair^ %t lenr aombra doit dtre ^yd A eehn 4« 
BonbpM qm a'ent pas de? diriseur eommiu aTee VeaspernDtf et qu'on 
tMinre fiMÜieraeBt pap mie fonmile c^osue» 

Le», ratineft prinutii^ea soat taujoim das iMmibrea coterMpondantSp 
c^Mt«a-*dire^ qua Icun pradaite^ prfa par ooupleS) doi¥eiil 6tn sait)r-|^l ;: ala#. 

Toutes oes aonditiom peurent seryir da pveavaa da callMd^. et leur 
in^icatfoii 8'offire oooune d^cUe meme daw. soa eamu 

26. La /aci/if^ du caleidvieot ^galemeiit de aa.8&ii^^ Liexemple 
que oous avona choisi pour serrir d'^cläirasseifieiit , est plus embams- 
saot (|ue les autres, parcecpie deuJii essais^ sans efiSt, ^oient a^oessairea 
pour trouver une premiere racine primitiFe« SouTeut 2^ ou an mofais 3, 
est une raoioe primitive , dono alors to prexnier^ ou au moius le seoond 
essai r^ussit d^jA^ et rop^ration se simplifie encore consid^blemeDt« La 
iMifft^ du oaloul est telle^ cpie pour fanre Ta prämiere partiel du ealeuF d^ 
erit ei-dessus (1 jusque 12 molusivement ) pour les 25 uoinbres premfers 
3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 4t, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 
73, 79, 83, 89, 97 et 101, fl n'a firilu que 8 heures de tems, et enyiron 
autant pour Textraction des r&ultats et paur rarrangement de la table« 

n seroit peut dtre il d^irer que^ qualqu'un qui aurait le loisir et 
Tenvie de contiQuer encore plus loin eetto table^ le fit. C'est surtout par 
oette raison que f espere qu'on rae pardtonnera le detaH minutieux dans 
lequel je me suis peryais d'entrer, en iailMHife le rapport du ealoui emplo^r^. 



Additions. 

L La table 4 iUsrite ci - dessus, pour Stre complete, devoit non seu- 
lement pr^nter les restes das puissances dont Texposant est diviseur* de 
p — 1, mais encore les restes de touies les autres puissances depuis la prenn^ra 
jusqu'd la p — 1"^« Pour donner un exemple d'un teile table complete^ 
f ai calcul^ encore ces autres restes pour les nombres premiers depuis 3 
jusqu'ä 29, ou je me suis arrdte, pour ne pes trop grossir la ta^le« Le 
reste de la table, pour les nombres premiers depuis 31 jusquA 101 , est 
rest^ tel qu'il ^toit originairement. Je laisse u qui le voudra le soin de 
eontiuuer le ealcul sup^üänentaire, qui d'aiUenrs. n'a pas la moindre dif« 
ficult^, puisqu'il n'7 & qu'Ä ecrire les restes des diTerses puissances dune 

5« 



3« 



2 Crtllr, tMedes raosnc» jnimMiiet «fft^ 



raciii* primitire qneleottque an-dosous d'eux ondnim^ en Idnant mcoes» 
shfemeDt 1, 2^ 3^ 4*i«^9 cohmnes alternatiTeiiieiit Tides. 

IL Pour servir d'exemple ab probldme: äe tfwiverles divers nom^ 
bres Premiers dont un nombre donni est raeine primitive^ fia eactrait d» 
la table d-dessus un täbleau de« radnes primitives des divers nombres 
priNiiiers depms 3 jusqu'A 101^ qa'on trouva A la sidta de b table d«» jointa» 
Ce* tableau hSt voir par ex* : 
que 2 est racine primitive de 3, 5^ tl, 13^ 19^ 29^ 37, 53^ 59^ 61^ 67, 83» 101, 
^e 3 est radne primitive de 5,7, 17, 199 29,31,43,53,79^89^101, 

ete. 



Table 

des restes que laissent les poissances des iaombre3 naturels» 
81 on I » divise par les. nombres premiers depnis 3 jusqu i 
101, et des racines primitires et aecondaires pour les m^mes 

nombres premiers« 





\P. 


»3 




e 


r i 

4 s 


Np^r 

s 1 




2, « = 
1, « = 


3 2 (rao. 
a 1 


prw) 




1" 


== 5 








e* : 

r ssa 

r = 

4, 4 
2, 4 



3 iry» + r 
1, 2, 3, 4 

I 9 t 4 

1, 4 



3y 3 (rao. pr.) 

4 

1 
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Np-j^r 





r ea 


'*» 


2,3,4, 


5, 6 




Ä« c= » 


« » S 


S 6 




r = 


= n 


2, 4 


• 




Or. = 


! «,• 


«,« t,s 






«♦ = 


! l.« 


«,• j.» 






r 5= 


> 1 


, 6 






c, S= 


! t, «, • S, $, • 






^xCbu«. 


) = 


Np+i 




X : 


= 6, 


« = 


= 3,5 


(nie. pr.) 


J? 9 


«3, 


« S 


= 2,4 




ar i 


= 3, 


a s 


= & 




X 1 


« 1, 


« s 


= 1 





11 



r 

«» 

«» 
«• 

r 



1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 



1, 

1|]0 

li 10 



3, 



4, 



5, 

3,i 



9 

4>T 



X 
X 
X 



= 1/ 

S 1,1, ^»,9 

10, « 
5, c 
2, a 

1, « 



10 

S, «, 7, 8, 10 



> s= Np + 1 

2, 6, 7, 8 (rac. pr.) 

3, 4, 5, 9 
10 

1 
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3. €r*U0f faMf ie$ rudHet pHrnÜiVM «i«. 




«:=.iV/,+ r 



r 

«T 
0|| 



1» 2, 3, 4, 

1 • • 



5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 

S t fll • f 4 7 1« 



Id 



It 



U 



1« 



«10 Ä 



rii 



r 

r 



1, 3, 4^ 9, 10, 12, 

1, 12 4|0 9,U 3^10 «|7 «,'• 

1, 5, 8, 12, 

1, S, 9 7, 8» 11 S, S, 6 4, 10, 12 
1, 3, 9 !• 8» t 7. •, 11 «k 10, 13 

1, 3, 9 

1, S,%17 2,S,M»11 4^0, 7, 
1, S, a^ U 4» t, 7^ 9 S, 3, 10, 11 

1, 12 

1, 3, 4» 0, 10, It 7t 5, 6, 7. 9, 11 



X 

X 
X 

X 



12, ff s» 2, 6, ly 11 

6, o es 4, 10 

4, ff ae 5, 8 

3, ff SSI 3, 9 

2, ff 8=12 

1^ ff SS 1 



(no. pr.) 
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r 

«7 

r 

«Kl 



= 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 1% 13, 14, 15^ 16 



1 • ? 13 11 • 1« 

1 IS 12 4 f 10 6 

1 9 

1 3 A4 4 

1 8 lü f) 

1 U 4 4 U 7 

1 • 6 13 7 S 



II U 19 14 13 U 

n 11 10 

C If 3 



1, 

1, la 
1,1« 

1, 16 



1^ 16 



2, 4, 8, 

6| 11 )• 15 6, 13 

S, 13 8» 6, II 

7, 10 2, 14 3y 14 

3, 14 8, f 7, 10 



s 

3,14 
7, 10 
4,12 



9 H 

• 
3 

• 

3 U 

• 

16 8 

13, 

8, .9 

2, 15 
8, 9 
2,15 



3 
11 

4 

1 
14 

6 
13 

15, 

7, U> 
6,11 



6,13 



13 

7 
S 

• 

6 
10 
14 

16 

4, 13 
4^19 
4, U 
8*U 



6 
U 

7 
a 

11 

9 

99 



4 
U 

4 
13 

4 
13 

4 



ib 

-9 
6 
9 
1 



II 



9 16 

9 m 

4 16 
14 

9 16 

3 16 

9 • 



16 



r = 1, 4, 13, 16 

O4 CS 1, 4> 13, 16 6, 7^ lU^ II 3, S, 12, 14 2, 8, % U 
i7j2 = 1> 9» 13, 16 3^ 6, 12, 14 6, 7, 10, U. 2, 8. 9, 16 



1, 2, 4, 8, 9, 13. 



15, 16 



16 

3, 5, 6, 7. 10^ 11, 12, 



14 







ßxc-ri».) = ;yy9 ^ 1 


X =16, 


a : 


= 3, 5, 6, 7, 10 11, 12, 14 


jp = «, 


a 


= 2, 8, 9j 15 


ar = 4, 


a 


= 4, 13 


X = 2, 


a 


= 16 


JP SX ly 
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ssz 1 



(rac. pr.) 



40 



2. CrMt, tähte de» reuinea pHmttfvM «ic. 



p«10 



< si If/t-^r 



r 
«11 



U % 3, 4, 5, 

1 IS 10 10 6 

1 S U 9 27 

i 13 IS 17 9 

11« 2 • 16 

1 IQ ir f • 



6, 7, 8, 9, 

17 11 tt ft 

4 7 »9 

5 U 12 15 

9 7,9 4 

18 11 n n 



10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 

14 79 2U194lft 
U 11 11 tt t Itf S 16 19 
17*914192 4 6 1& 

15 11 12 10 ^ U 17 S 19 
2 7 9 9 IS 14 6 9 19 



«4 

«9 

«1» 

«14 

«19 

r 

«IS 

r- 

012 

r 

«9 



1, 

1,19 

1, 19 
1^ 19 
1,» 

1*19 
1,1» 



2,17 
9,19 
«, M 

4, U 

5, 19 



5, 

% 10 
9» 19 
4,19 
9,14 

9^11 

2,17 



6, 

6,14 
9» 10 
9,19 

«,t7 
4,16 



7,U 
9,11 
»»« 
%^ 

ni2 



«9 

3yl6 

4,16 

2,17 
9, 10 
8,14 

• 



11, 

7,12 

9,U 
7,12 
9,11 
7,12 
9,11 



16, 

2,17 

9,13 

8,19 
f^ 10 
5,14 



17 

«^ 11 

S, 14 
9^ 10 



2,17 



4,18 

3,' 16 



1, 7, 8, 11, 12, 18 

1» 7» 11 ^ 9^ 9 2, 8, 14 9, 16, 17 10, 18, IS 9, 12, 19 

1^ 7, 11 6, 16^ 17 80^ U» U 4» 9, t 2. 8, 14 9, 12, 19 

1, 7, 11 

l,7,9^11«l^a 2.8,8,14,19,19 9, % 9. 10, 13, 18 

1, 7» 9» U, 12, U 4, 9, 9, 10, 18, 16 2^ 8, S, 14^ 16 17 

1, 18 

2^ 8, ib «V tt» 18, 14, 18, 19 I. 4,^, 6, 7. 9, U. 16, 17 



X 



18, 

9, 
6, 
3, 

2, 

1, 



a 
a 
a 
a 
a 
a 



s 2, 3,. 10, 13, 14, 15 (rao. pr.) 
5 4, 5, 6, 9, 16, 17 
= 8, 12 
= 7, 11 
s 18 

s 1 
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r SS 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 13^16, 17, 18, 19, 20, 21, 22 



«IS 
«17 



tO 13 3 19 • M 9 • 
a IS 11 11 M IS « a 30 M 
> ft t 7 U 11 4 U 31 1» 
9U1330S17 1S« 



19 » 

U 16 3 15 U 10 U S 17 1« 

■ 

9 4 18 10 21 • 16 U 20 

« . 9 IC ^21 U 20 1« 12 U 17 

13 '^ ^ t? 3 S 12 4 14 7 

7 



a«|=i=: 1 12 S 6 14 4 10 3 18 

r = U 2, 3, 4, 

a, == 1, 22 5, 18 7, 16 \ 21 

04 SS t, 22 8, IS 4» 19 5, » 

a^ =S 1> n «> 19 9f M 7, 16 

O3 = 1> 22 10^ U 2, 21 8» 15 

aio= 1.« «>i2 «»^ »»" 

C|2 = 1, 22 2, 21 3, 20 4, 19 

Uj^ = 1, 22 4, 19 II, 12 3, 20 

Ct8 = 1. « 3f «> •» *^ ^ *♦ 



21 



6, 

11» 12 
^14 
10,13 
3« 20 
4, 19 
6, 17 
8. IS 



7, 10 



ft, 18 
2, 21 



8» 

10^ U 

6, 17 
5,18 

11, 12 
\ 20 

8, 15 
2, 21 

9, 14 
4, 19 

7, 16 



1, 



I& 14 17 20 

3 



10 U 18 17 21 15 4 20 11 7 

4 U 21 14 • 7 12 10 8 17 

8 a ao 10 13 • 

18 4 15 7 6 31 

6 20 10 4 tt 

3 13 7 17 3 14 U S kJ 15 

6 8 11 6 3 10 3 I 14 10 

IG 13 U 18 20 8 

2 10 8 20 U 19 



«41 5=5 1. 2, S, 4, 6, 8S, 9, 12, U, 18, 18 



9». 

3,20 
7, 10 

11, 12 
4^19 
5,18 
9,14 
6» 17 
2, 21 

10, 13 
8» 15 

22, 



123 

8,14 

6,17 
7,10 
2, 21 
11, 13 
?0, 13 
4,19 
8, 15 
5,18 



13, 

«,17 

11,12 

«,15 

9,14 

7, 16 
10, 13 
5, 18 
3,20 
3,31 
4>1« 



4,19 
3,21 
3,20 
5,18 

10,U 
7,16 
9,14 
8, 15 

11, 13 
6.17 



18 

•b» 

10^ 13 

3,31 
•iH 
9,14 
5,18 
4,19 
U, 12 
7, 16 
3, 20 



3t 

38 
32 



U 10 14 33 
31 7 8 23 



U 11 10 32 
17 15 11 22 



5, 7, 10, 11, 14^ 15« 17, 19, 20, 21, 22 



* =22, 


a 


X =11, 


a 


x= 2, 


a 


*= 1, 


a 



5, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21 (rac. pr.) 
2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18 
22 
1 
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S. Cr*«*, 



r 
■» 



r 



r 



1» 3, 3» 4^ 5, 6, 7, 8, 9, 10^ 11, 12 

tBS4S79f9V Stt 
l9ta»SlttSS« «11 



1, 3» 4» 9, 10^ 12, 

1, 5, 8^ 12, 
t.i,t i;%u «,«,• «,M.u 

1. 3» 9 

1, 12 



12, 

2, 



"-^=JV^ + 1 

«2, 6, MI 
s 4^ 10 
s 5, 8 
S.3, 9 
»12 



(tM.pr.) 
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r 

«13 
«1» 

r 

«lO 
«M 



= 1, 2, 3, 4, 5^ 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15^ 16 



1 8 ? 13 U • 1« 9 H 
lUi2 4flOe«8 



1 
1 
I 
1 
1 



11 u 19 14 la u 

3 A4 4 13 II 10 • 



8 lü 1) C 
U 4 4 U 

8 6 13 7 



1, 

1,16 
1, 16 



l, 16 



19 



8 
8 



7 8 8 
3 S 16 8 



*?, 4, «, % 

6| 11 )• 15 6, 13 3, 14 

$, 13 8, 8 A 11 7, IM 

7, 18 2, 14 3y 14 5, 12 

3, 14 8, 8 7, 10 G^ U 



13, 



8, .9 



2, 15 
8, 8 
2,15 



S 
11 

4 

1 
14 

8 
12 

15, 

7, 11) 

^, ^ 
6, U 



6,13 



13 6 

7 U 



S 

8 

6 
10 
14 

16 

4, 13 
4^13 
4, U 
8*U 



7 
ä 

11 

8 

10 



4 
U 

4 
13 

4 
13 



10 

-8 

8 

3 

1 

18 
H 



8 

9 

8 

14 

t 
3 



18 
18 

^ 

18 

18 



r = 1, 4, 13, 16 

^4 CS 1> 4> 13, 16 6, 7^ imi 3, 5, 12, 14 2, 8, 1, U 
fljj = 1, 4^ 13, 16 3^ 6, 12, U 6, 7, lü, U. 2, 8 9, 16 



■ = 1, 16 

r^ = 1» 2, 4> 8, 9, 13. 15, 16 3, 5, 6, 7. 10^ 11, £2, 14 







ö*(«ri».) = ;yy9 ^ 1 


X = 16, 


O : 


= 3, 5, 6, 7, 10 11, 12, 14 


JP c= «, 





= 2, 8, 9, 15 


ar = 4, 


a 


= 4, 13 


jp = 2, 


a 


= 16 


JP sx 1, 


Q 


mSZ 1 



(rac. pr.) 



40 



2. CtM*, ItaMr <bt rmobie» frtudBm» Me. 






r 

«7 
«IT 



1, 2, 3, 4, 5, 6^ 7, 8, 9, 

ISIOIO ilTUtt s 
SlttJY47»« 

utsfT • cuuas 
m n $ 6tfitttn 



10^ 11, 13, 13, 14, IS, 



M 7 

U 11 

u u 

S 7 



tt 



M 



«14 
Qu 

r 

«u 

r 

•% 
«it 

r 



1, 

t.13 
1,18 

1,1» 



4, 

7,17 
S,16 



5, 

% 10 
4^11 



6, 7, 



5,14 

a»io 

4.14 






3yl6 

• 



117 

7, tt 

7,11 
«,il 
7,12 
•^11 



16, 



5,14 



17 

4^n 

4,14 

% 10 

Vi» 



1, 7, 8, 11, 12, 18 

1,7,U 4»a^0 7,9,M I» 1^ 17 M^ n» U 4, 17, 14 

t^7,U K%t7 4a^U»tt 4»0,t ti9»M 4,17,14 

1, 7, 11 

l,7,4^11«1^14 2,3, $,14,14,19 4^ 4b 0. 10» 13, U 

1,7,4,11,12,14 4,4, 4, lll,13»14 Ib'»*»!^»!^ 

1, 18 

2b 3» % «V 12, U, 14, IS, 14 I« 4,^ «^ 7, 4^ 11, 18, 17 







c*«-^» ars A;» + 1 


18, 


a : 


» 2, 3,. 10, 13, 14, 15 


9, 


a : 


= 4, 5, 6, 9, 16, 17 


6, 


a : 


= 8, 12 


3, 


a : 


= 7,11 


2, 


a : 


=s 18 


1, 


a : 


s 1 



(rao. pr«) 



2. CrelU, table des racbin primitiv«» ttc. 



41 




r 
«» 

«7 
«9 
«IJ 
«IS 

a„ 



1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 13^16, 17, 18, 19, 20, 21, 22 



1 la 12 S 19 8 14 2 6 



10 



6 a 1) 11 16 IS 9 9 20 19 

J 6 t 7 16 tt 4 U 31 16 

SSf 9UniO{ll7 166 19 6 

= 1 tu 16 2 15 n 19 U 3 17 14 



1 
1 
I 
1 

1 

1 



U 16 17 21 
4 U 21 14 



6 4 18 10 9 21 6 16 U 

« . 9 IC ,21 U 20 1« 12 U 

13 i ^ l? 3 $ 1?. 4 



a^^ZSZ t n 8 6 14 4 10 3 18 



^ — 

«6 = 
ÖS = 

«10 = 

«14 = 

«16 = 
Ö18 = 
•►20 — • 



1,22 
t, 22 

1. « 
1,21 

!•« 

1,22 

1, n 

1,22 
1,22 
1.« 



2. 

5,18 

8, IS 

4,19 

10^ ts 

llf 12 

2, 21 
4,19 
6, 17 

3, 20 
!V14 



3, 

7, 16 
4,19 

9, 14 
2,21 

8, IS 
3, 20 

11, 12 
6. 18 

6,17 

10, 13 



2,21 

5, 16 
7,16 
8» 15 
6,17 
4,19 
3,20 
10, 13 
^14 



U, 12 



1, 



14 



20 
17 
7 
21 



18 
9 

3 

6 

IG 



6, 

11» 12 
^14 
10,13 

3, 20 

4, 19 

6, 17 
8. 15 

7, 10 
6, 18 
2, 21 



8» 

10, U 

6, 17 
5,16 

11, 12 

1, 20 

8, 15 

2, 21 

9, 14 
4, 19 

7, 16 



9 IS 4 
6 7 12 



Cn SS U 7. »» 4, 6» 9» 9, 12. 13, 16, 18 



16 I 

9». 

3,20 
7, 16 

11, 12 
4^19 
5,18 
9,14 
6,17 
2, 21 

10, U 
8» IS 

22, 



20 U 



128 

9,14 

6,17 
7,16 
2, 21 
11, 12 
10, 13 
4,19 
8, 15 
5,16 



13, 
6,17 

11,12 

8^ IS 

9,M 

7, 16 



10, 13 



5, 18 
3,20 

«•« 

4,19 



20 11 
10 6 



7 



2 10 19 13 S 

4 16 7 6 21 3 11 

6 20 10 6 tt 6 21 

12 7 17 2 14 U 6 

8 11 6 6 10 2 I 

9 19 U 18 20 6 



16 14 17 20 



4,19 
2,21 
3^20 
5,18 
10,U 
7,16 
9,14 
8, 15 



11, 19 



«^M 



18 

1% u 

3,21 
M7 
9,14 
S, 18 
4,19 
U, 12 
7, 16 
3,20 



2t 

28 
22 



10 14 22 

7 6 22 

ki 15 32 

14 19 22 

U 11 10 22 



17 15 11 22 



5, 7, 10, 11, 14^ 15, 17, 19, 20, 21, 22 



* =22, 


a 


X =11, 


a 


*= 2, 


a 


*= 1, 


a 



5, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21 (rac.pr.) 
2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18 
22 
1 



CteiV« loonal d. U. Bd.IX. Hft. 1. 
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2. 9r0lU, toUe 4t» r mt i nm pimUivit H»- 




r 
«s 

Qu 

«IS 
«17 
«J» 

«a 

«K 



■» • 
«6' 
«1»' 
«18' 

•m' 

««' 

r i 

«4« 
«»' 

««' 
«16' 

«a> 

«24' 

r 

«7 

«« 

r 

«14 



= l,2,3y4,5,6,7,8,9,tO,lt,12,13,t4,15,t6,17,18,19^,21,22,23,24,25^6,27^8 



i2fiiaoex4i6 2sai i» « e lo |9 ss u m • 

llI3a913M10«lS S 12 IS It M 7 17 « U 

tlI14Sl]92|»3S2T19U «U «St 17 10 1 

110813«2230U«U»t7 t« SMtZ 2tt 

J 

114 19 22652S181S2621U t 19790 17 8 3 
1 27 20 4 ft 6 7 91 9 19 18 17 13 15 14 16 12 U 10 
1 3 a 29 4 16 27 i 8 14 19 6 19 10 93 17 15 91 
1 8 2/ 6 ^ U 2f 19 f 14 26 17 ^ 18 U 7 19 3 15 
lJ8U51392332a910 17 4 82125 12 19 97 
11921U4 22 2015 618 9 12 8 3 96 94 17 97 11 

115 1022652SUU3 8 17 097 920 199196 



94 

ts 

7 



90 
84 
95 
7 
93 
16 



27 
19 

9 

15 
U 

8 

9 

«10 

96 

16 

18 



U 

8 
6 
9 

4 
99 
13 

5 
6 
9 
4 



96 9 99 
16 90 98 
90 16 94 



7 

94 
93 

95 
16 
90 
7 
94 



9 



It 
9> 
15 
91 



8 
8 



96 
7 
90 
18 
95 
93 



93 
94 



19 
16 U 

8 9 

96 

9 91 
14 U 

8 



10 



4, 5, 6, 

2^97 Ut 18 8y 21 
3» 26 14> 15 2, 27 



4>25 



1, 

1,98 

1,96 

1,86 8»91 3, ft6 10»l9 13,16 

1,68 11,1« 10» |9 3,96 9,90 

1, ^ 10^ 19 9, 97 14, 15 



1,98 14^15 

1, 12, 17, 98 
1, 12, 17, 28 
1, 12, 17, 98 
1, U»17, 28 
1, 12, r, 28 
1, 12. 17, 28 

1, 7, 16, 20, 23, 24| 25 
I, T, 16, 20, 23, 24^ 25 



8,91 11»18 

8, 9,20,91 

5, 7, 22, 26 
2, 5, H, 97 

6, 14> 15, 93 
4, 10^ 19^95 

11, 13, 16, 18 



9, 

3,26 
11, 18 

2, 27 

14>1^ 
7,99 8,91 
6^94 10,19 

16, 

9, 5,94^97 
11, 13, 16, 18 

3, r, 92,26 

4, 10, 19, 25 
8, 9, 20, 21 
6, 14^15, 23 

12, 

9, 3, 11, 14, 17, 19^ 21 
8, 10, 12, 15, 18, 28, 27 



13, 

10, 19 
8,21 

14^ 15 
9,27 

11,16 



20, 

7,22 



16, 

4,25 
9, 20 13, 16 
6,23 5,24 
5,94 
13,16 



6,93 



7,99 



22, 

14, 55 

16^19 
U» 18 

3,96 
9.97 



23, 24, 

9,90 13,16 



20, 

6^ 14> 15, 93 
6, 9, 30, 21 
4> 10, 19, 25 
3, 7, 22, 26 
11, 13, 16, 18 
2, 5,24,27 



1, 



9,90 

23, 

3, 7,22,98 
6, 14, 15, 23 
If, 13, 16, 18 
8, %.\\H 
2, 5,24^97 
5,10^19^95 

17, 

8, 10 12, 15, 18, 96^ 97 
?, 3, 11, 14, 17, 19, 21 

28 



23, 

5,94 

7, 92 

%m 

1\16 

4|96 

6^23 



4,95 7,^ 

7,99 4^25 

8,93 6,96 

13,18 9,90 

24 

4,10,19,96 
9, 6,94,97 
% %20,9| 

ll,i3,ik,o 

^14^15,98 
3, 7,99,96 

28 
4^5,6,9,1^29,98 
4, 5, 6, 9, 13^ 99, 98 



28 

t9,n 

12,19 

i2,n 

1^17 
19,0 



1, <» 5, •» 7, «t 13, 16, 90, 22, 23, 24, 25, 98 2, 3, 8, 10, 11, 12. 14, 15, 17, 18, l9, 91, 96, 97 



X 

a: 

X 
X 
X 



28, 

2, 
1, 



« 
a 
a 
a 



2, 3, 8, 10, 11, 14, 15, 18, 19,21, 26,27 (racpr.) 
4, 5, 6, 9, 13, 22 

7, 16, 20, 23, 24, 25 

12, 17 
28 

1 



S. Ortil^^ »ttU ib» ttmbUt prirnüivis ftt. 



43 




r 



U 2» 4, 5^ 7^ ^f % 10| 14^ 16, i&y 19 20^ 35 28 

ttM ^a %9 t^U A31 15^1(1 3|28 14)17 13,10 «» it 7« M t» » It, 19 5, 2tf 11,90 



f 



1^ 2, 4^ 8, 15, 16, 23> 27, 29, 30 

t^^fS ^7,90 lfl^li,2t 1^10^19 17,22^3S 8,9,14 1^21,» s',19»lS U«M,77 «, 25, M 



ii*aaf iV/i + r 



r 



1, 5, 

1,2,4,8,1« 7,14,19,25, 



25, 26, 

&,9,l6,l^2Ö 3,6,12,1^,24' 



X 
X 
X 
X 
X 
X 



30, 
15, 
10, 

3, 

2. 



a 
a 

n 
a 
a 

a 
o 



6, 

3, 11, 12, 13, 17, 21, 22, 2* (rac. pr.) 

7, 9, 10^ 14, 18, 19, 20, 28 
15, 23, 27, 29 

6, 26 

2, 4, 8, 16 

5, 25 
30 

1 



30 

tS, 1), i7, «, }0 



r 
a 



7;«37i 



I, 3, 4, 7, 9, 10, 11, 12, 16, 21, 25, 26, 27, 28, 30, 33, 34, 36 



{l6 M SS 28 34 H 



14 

2* 



1 



13 5 

24 32 



10 
27 



8 
29 



18 

19 



17 
29 



12 

25 



16 
21 



8 
Sl 



o* Ä iV/i. + r 



X 



X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 



1, 6, 8, 10, 11, 14, 23, 26, 27, 29, 31, 36 

1,10,26 H,29,31 2,15,20 7,33,34 21,25,2d 5,13,19 18,24,32 9,12,16 3,4,30 17,22,35 6^8,23 11,27,36 

36, c=: 2, 5, 13, 15, 17, tS, 19, 20, 22, 24, 32, 35 (rac. pr.) 

tg, 08 3, 4, 21, 25, 28, 30 

12, c=sr 8,14^ 23, 29 

9, a= 7, 9, 12, 16, 33, Mt 

6, fl=ll,i7 

4, ar=s 6,31 

3, at=10,26 

2, a = 36 
1, a= 1 



m 



44 



X €r9lU^ iahle dn rarinei jfrimiiivtM Hc. 




r 
a 



U 2, 4^ 5, 8, 9 / 10, 16, 18, 20, 21, 23, 25, 31, 32, 33, 36, 37, 39, 40 

{.t n 2 n 7 s M « 10 ift n • s » i4 ift 6 w ii 
40 



n 

24 



2 n 7 

» tt M 



S7 



10 

u 






2» 



9S 



99 ft 



14 

97 



6 18 



t 
3t 



r 



{ 



u 



t. in^ to 

18, 37 









14, 27, 



^ 1«> H 

11^ 3§ 



32, 



38, 

39^30 



40 

«»23,2» 
11, «I 



Xi 

X: 
X- 
X- 
X- 
X-' 
X'' 



40, « 

20, tt 

10, a 

: 8, «r 

: 5, a 

= 4, « 

. 2, a 



6, 7,11,12,13, 15,17,19,22,24,26,28,29,30,34,35 (racpr.) 

2, 5, 8,20,21,33,36,39 

4,23,25,31 

3,14,27,38 
10, 16, 18,37 

9,32 
40 

1 



P^^ 



r 
a 



a* =i Np + r 
= 1, 4, 6, 9, 10, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 21, 23, 24, 25, 31, 35, 36, 38, 40, 41 



{ 



12 7 3 
42 41 36 4U 



15 21 2(^ 10 12 4 19 8 18 14 
28222333 91S924362S29 



4 17 11 8 t 13 18 

18 28 33 37 34 3U 27 



r 
a 



1, 2, 



4, 8, 11, 16, 21, 22, 27, 32, 35, 39, 

13. SS 2, 12 10^ 18 21» 24 .^^ tSL 28 3, 18 2iU27 1^ 31 Sw8 



41, 42, 



r 
a 



= 1 






I, 4, 11, 16 
ix, 36/41 



M?; 



23, 24 
1/38^ 40 



7 

7, 18L 26, 28 
29/8V34 



IVp + r 
36 

9, 13, 14, 14 

17,25^ 38 



37 

3. S, 1219 
«1^31,31 



42 



39.43 



X 
X 
X 
X 
X 
X 
X 
X 



42, 
21, 

7, 
6, 
3, 
2» 
1» 



o 
a 
a 
a 

a 
a 
a 

a 



3, 5, 12, 18, 19, 20, 26, 28, 29, 30, 33, 34 (rae^pr.) 

9. 10, 13, 14, 15, 17, 23, 24, 25, 31, 38, 40 
2, 8, 22, 27, 32, 39 

4.11, 16, 21, 35, 41 
7,37 

6,36 



3. Cr0li«, t^lk tba raobut pimUhm *t». 



45 



P=47] 






a^^Np + t 
1^2,3,4,6,7,8,9,12,14,16,17,18,21,24,25,27,28,32,34,36,37,42 



117 1)210 17 14 3 11 tt 4 

{l8 4U3ft4$373U)344KI 3S 43 



8211A30 ftU UIO 9t IS IS 
l»26S12y42J6 349t9«413S2t 



r 
o 






1 46 

iU 2, 3. .^ «> 7. «. 9, 12. 1^ 1^ 17 S. 19. 11, 13. 15. t% 20, 22, 23. 26» 29. 30 

(li, 21, 24, 25, 2r, 3, it, 34» 36| S?, 4t ll, is,l5, »fSOi «Pb «7«M«» »T« 

46 , a SS 5, 10, 11» 13, 15, 19 ,20, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 33, 35, 38, 39, 

40,41,43,44,45 (fac pr.) 

23, «=s2, 3, 4, 6, 7, 8, 9,12,14,16,17,18,21,24,25,27,28, 

32, 34, 36, 37, 42 
2, a = 46 

1, ass 1 



\ I 




r 

Q 



a^ =: Np + r 
I,4,6,7,9,t0,ll,l3,15,16,17;24,25,28,29,16,37,38,40,42,43,44,46,47,49,52 

C 1 2 18 22 3 13 8 15 11 4 21 17 5 9 2a 6 14 12 26 25 19 16 
\&2 Sl 35 31 So 4(1 4S 38 «3 40 32 30 48 44 33 47 30 41 27 28 34 37 



9 2a 6 14 12 26 25 19 16 24 10 7 23 
_ _ .. - ._ - 10 43 «e 30 



r 
a 



-i 






23, 



30, 



8, 12, 14, 18, 21, 22 
' 27/33, 'sV**! W 



= 5*.% = 



2, 3, 19L 20, 26» 30, 31 
32/35, 39. 41, 45'48 



52 

4, V 7, 9, II, 17, 25 
20, l7. 38/ 40, 43; 53 



X 
X 



26, 
13, 

2, 
1, 



a 
a 
a 
a 
a 



2, 3, 5, 8, Iti, 14, 18, 19, 20, 21, 22, 2&, 27, 31, 32, 33, 34, 35, 

39,41,45,48,50,51 (rao. pr.) 
4, 6, 7, 9,11,1':,25,29, 37^38,40,43 
10, 13, 1 5, 16, -n, 28, 36, 42, U, 46, 47, 49 
?3,30 
>2 



10, 

:23, 

!52 
I 1 



4% 2* CrelU, foHr d^ r^cimes piimUiv e M He. 



\EI 



59 



r= 1, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 22, 25, 

«*— '(S8 48 57M4860f7 90 88 81 48 88 » »88 

r= 26, 27, 28, 29, 35, 36, 41, 45, 4^ 48, 49, 51^ 53^ 57 

^..^ril 16 31 18 2S 8 » 38 38 18 7 U 17-3t 

w— *(47 13 S8 U S4 S3 40 38 38 88 9348 88 SB 

a^ zuTfp + r 
r= 1 58 

o*<^> SS Np + i 
X = 58, a = 2, 6, 8,10,1 1,13,14,18, 23, 24, SOj, 31,32,33,34,37,38ß9^l<Vl2, 

43,44,47,50,5234,55,56 (iM.pr.) 
jr=r29, o= 3,4,5, 7, 9,12,15,16,l7,19,20,21,22,25,26,27,28,2V5ß6> 

41,45,46,48,49,51,53,57 
x= 2, 6=58 
«SS 1, a= 1 




r=: 1, 3, 4, 5, 9, 12, 13, 14, 15, 16, 19, 20, 22, 25, 27 

^__tfat»3IB H il M 4 IS » a • M 

•< (a>US»]»i«4S 47 40 M S7 «S U 4> H V 

r= 34, 36, 39, 41, 42, 45, 46, 47, 48, 49, 52, 56, 57, 58L 60 

. __ fW B1ÜUIS1T30U« 7MI990U 

a^(u SSS(aiW4«U4i»S4SS4a«MW 

r= 1, 3, 8, 9, 11, 20, 23, 24^ 27, 28 

a^l.U,47 4,*,« *,K,U te,V>,tS 1^40^10 1^IS,9« 31,37,(4 «^Mk«*. S»«W »y«^» 

rss 33, 34, 37, 38, 41, 50^ 52, 53, 58, 60^ 

ft^Ctt.» «,«.» n.u,s> 7,:m»» »,«%« !!,«>» 31^«.« %i^« Vitsr *MM> 

r^ 1, 11, 13, 14, 21, 29, 32, 40, 47, 48, 50^ 60 

a^{^^ ^5 ^n?" ^4« Ti? W ^« ^^ "^ ^5» "i^ff ^tf 

x = 60, 0=2,6,7,10,17,18,26,30,31,35,43,44,51,54,55,59 («M.pr.) 

x=30, a=: 4, 5,19,36,39,45)46,49 

, = 20, « = 8,23*24,28,33,37,38,53 

jT = 13, « =12,15,16,22,25,42,56,57 

, = li, a =21,29,32,40 

^=10, a= 3,27,41,52 



= b, « = 

= 5, a = 9,20,34>58 

= 4, «=11,50 

= 3, a =13,47 

= 2, «=60 

= 1, «= 1 



2. Crfljf, loUf dm rmoinf prämtiltf- 43 





3, 


5, 


V 


V 


!•= 40, 


«, 


M, 


'={"U" 


V 


T 



?7, 


24, 


2;>, 


2/ 


«,» 


V 


„,« 


V 


,W, 


«2, 


M, 


«6 


V 


V 


V 


V 



«• = i»/> + r 
r = 1, 4, 6, 9, 10^ 14, 15, t6, 17, 19, »1, 22, 23, 24, 25, 25 

- _» I 4 i M S « tu • M » IT M »1 I» ■ « 

«^ fWatUHHHWaMUWUMK«« 

r = 29, 33, 35, 36, 37, 39, 40, 47, *9, 54, 55, 56, 59, 60, 62, 64, 65 

(3U 10 U 6 30 n M U 7 11 JO 18 « » W ■ » 

•* — 1 17 n M ei » «1 41 w au SS u «9 «ü M n » 47 
€• = Ttp+r 

R, 9, 14, 13, 
V "V V V 

45, 52, 53, 58, 
•W "4." "ii" V 
«"= ,Y;> + r 
r= 1, 29, 30, 37, 3«, 66, 

<i=w.'»S'ä v,yf«i?iS u'yw.ä;'5' vi^u»? ^i»w,j*.s.M;a'ÄS 

o'l"' = W/> + 1 
j=rf6, 0= 2, 7,11,12,13,18,20,28,31,32,34,41,44,46,48,50,31,57,61,63 (racm.) 
*=33, «= 4, 6,10,16,17,19,21,23,26,33,35,36,39,47,49,54,55,56,60,65 
«=22, «= 3, 5, 8,37,42,43,45,52,53,58 
jfcrll, o= 9,14,24,25,40,59,62,04 
s= 6, 0=15,32,30,38 
j= 3, 0=29,37 
x= 2, o=66 

"° ' i^^ 

«•= .'V^ + r 
r = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 16, 18, 19, 20, 24, 25, 27 

„ _„ t 1 II » 7 17 19 74 3 IS 31 4 38 37 84 33 8 11 

•'™»17D89«<»8883 47 68 87 86 8» 67 38 4* 37 38 CO 88 

r= 29, 30, 32, 36, 37, 38, 40, 43, 45, 48, 49, 50, 54, 57, 58, 60, 64 

- flu 17 13 8 78 11 18 16 lU Xt 7 11 14 78 73 33 • 

V \61 36 46 61 41 46 81 SS Sl 41 M 6U 87 W 46 47 61 

a' = Np + r 
r= 1, 20, 23, 26, 30, 32, 34, 37, 39, 41, 45, 48, 51, 70 

«={!ifg 'iiX W Xä' S!;ä W Ifi«' 13 Xff- ^X Xff W 's;S XV 

o' ^ Np + r 
r= 1, 5, 14, 17, 25, 46, 54, 57, 66, 70 

•=!'iW:ä' Si^ '&!,£ 'S?».« 5?*? %.>" &Ki5 ^äf T&' ijS*" 

o"™' rs r/p+t 
x=-iO,(K= 7,ll,13,21,22,28,31,j3,35,42,44,47,52,53,55,56,59,61,62,63,65,67,68,69 

(rac pr.) 
1=35, a— 2, 3, 4, 6, 8, 9,10,12,15,16,18,19^24,27,29,36,38,40,43,49,50,58,60,64 
x=il4, 0=33,26,34,39,41,51 
1=10, 0=14,17,46,66 

1= 7, 0=20,30,32,37,45,48 x= 2, 0=70 

it=s 5, 0= 5,25,54,57' x=: 1, 0= 1 
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2. Cnlte, tahU du raeüUi prlrnUwa He. 




a 
r 
r 
a 

r 
a 

r 



=[ 



1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18, 19, 23, 24, 25, 27, 32, 35, 36, 37, 38, 41, 46, 48,49 



f S% 2t 2 IS 9 3 31 4 23 26 13 311 5 10 IS 9Ü 

72 41 52 71 68 6t TU 42 69 60 47 60 43 68 63 SS »| 

;>0, 54, 55, 57, 61, 64, 65, 67, 69, 70, 71, 72 

f 14 38 36 35 34 8 24 33 19 17 12 27 

159 45 37 38 3965 49 40 54S6 61 46 



6 
67 



16 
57 



29 
44 



25 



22 



II 



43, 



3, 



25, 64 
67 . 



= 43, 46, 



27, 49 
7Ü 



7, 

V 
49, 



13, 29 
31 



8, 

2, 16 

51, 52, 



% 

S6. 41 



a^ = iV/i 4" '^ 



17, 



7, 10 
66 



5, 28 
40 



»V 



21, 22 
30 



21, 

33, 46 



22, 

17,63 



10, 

43, 61 

56, 63, 64, 65, 



24, 27, 



4, 32 

37 



V 



66, 



70, 



30 
72 



X 
X 
X 
X 
X 
X 
X 



_ .V;) + 1 
:72, c== 5,11,13,14,15,20,26,28,29,31,33,34,39,40,42,44,45,47,53,58,59,60,62, 

:36, «= 6,12,19,23,25,35,38,48,50,54,61,67 ^ ^"'*'* P"^'^ 

:24, a= 7,17,21,30,43,52,56,66 

:18, «=18,36,41,57,69,71 

rl2, a= 3,24,49,70 

: 9, o= 2, 4,16,32,37,55 
8, a=10,22,51,63 «=3, «=8,64 

6, o=s 9,65 ar=2, «=72 

4, «=27,46 «=1, «=1 







- 1, 

— IliS»lO,18,21,22,38 

— (46,52,62/6«,65,67 



23, 

4,5.9,11,10,23,26 
11,32,40,50,72,73 



56, 

7,29,39,47,48,53 
- 60,68,7Ü,74;75 



78 

12,14.15,17227,3^41 
57,5^61,*;$^ 



24, 55, 

3,24.28,30,34,35,37 2,13,16,20.25,36,42 
S, M, to, 63,66,77 44^45, 49, 51, 55,76 

78^0= 3, 6, 7,28,29,30,34,35,37,39,43,47,48,53,54.59,60,63,66,68,70,74,75,77 

(rac. pr.) 

39, c=: 2, 4, 5, 9,1 143,1 6,19,2a,25,26,31,32,36,40,42,44,45,49,50, 51,72,73,76 

26, 0=42,14,15,17,27,33,41,57,58,61,69,71 

13, at= 8,10,18,21,22,38,46,52,62,64,65,67 
6, a=24,56 x=2, a=78 

3, fl=23,55 x=Äl, a=l 



2. Cr € lief table des racines primitives eic* 
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a^ ^ JVp + r 
F= 1, 3, 4, 7, 9^ tO, 11, 12, 16, 17, 21, 23, 25, 26, 27, 28, 29, 30^ 31, 33, 36 






16 
«7 



3 

8U 



33 
MI 



64 



26 
67 



4 
7» 



10 
73 



41 
42 



40 
43 



6 

7» 






39 
41 



33 

51 



19 
64 



U 

69 



23 

60 



38 
46 



6 
7» 



r 



{ 



37, 38, 40, 41, 44, 48, 49, 51, 59, 61, 63, 64, 65, 68, 69, 70, 75, 77, 78, 81 

'28 11 17 37 25 31 7 36 1$ 12 35 8 27 20 22 30 18 34 94 ^ 
65 72 66 40 68 52 76 47 68 71 M 76. 56 63 61 63 66 40 68 94 



ä 



41 



Np + r 



r 
a 



82 



X 

X 
X 



1 .• 82 

n,3,4,7,9,ia,!lJ2,ir,t7,21j23,25,20,27,28,29,30,3I,33,36,37 2, 5.0,8, n.l4,15,18,10,20,22.24Ä34,35,39,42,43w4Sa4&A7, 

\38, 4U, 41, 41, 4«, 49, 61, 59,61, 63, 6l,C5,Ü8,e9,7l),75,77, 78,81 52. <3, 54, 5 j, 56. 57, 58,60, 62,66, 67,71,72,73i74i76?9jSü, ] 

QX{mln.) _. JVp^ 1 

8:>, a = 2, 5, 6, 8,13,l4,15,18;i9,20,22,24.,3?,34,35,39,42,43,45,46,47, 50,52, 53, 

54,55,56,57,58,()(),62,66,67,7l,72,73,74,76,79,80 (rao. pr.) 

41, 0=3,4,7,9,10,11,12,16,17,21,23,25,26,27,28,29,30,31,33,36,37,38,40,41, 

44,48,49>51,59,61,63,64,65,68,69,70,75,77,78,81 



2, o=82 



= 1, 05=1 



\p = 89\ 



JVp + r 



r = 1,2, 4, 5, 8, 9, 10, 1 1, 16, 17, 18, 20, 21, 22, 25, 32, 34, 36, 39,40, 42, 44 

^ C 1 26 2 19 39 3 30 10 4 27 14 38 33 17 5 11 37 .22 29 24 r>n 

** *-^ { 88 64 87 70 60 66 59 . 79 85 Ö2 76 51 56 72 84 78 52 83 67 60 65 6>l 

r = 45, 47, 49, 50, 53,"55, 57, 64, 67, 68, 69, 71, 72, 73, 78, 79, 80, 81, 84, 85, 87, 88 

^ (32 16 7 36 26 12 18 8 44 35 43 31 ?S 42 16 41 13 23 21 40 34 

^ ( 57 74 83 63 63 77 71 81 45 64 40 58 61 47 73 48 70 60 66 68 49 sr« 



11 



12, 

10,27,29,37 
38,54.58,59 
63, 74, 70 



o 
34, 

9,18.21,36 

42,40,55,00 
72,79,84 



Np + r 
37, 52, 



3, 6, 7, 12 

14.23,24.28 
46,48,56 



55, 



33,41,43,61 

65,ti6,75,77 

82,83,86 



5, 10, 17, 2f» 

34^»,47,53 

68, 71, iai 



77, 



13,15,26,30 

31,35,51.52 

60,tt,70 



88, 

11,2?,25,44 

«0,57,73,81 

86, 87, & 



1, 

^l, 2, 4, 8 

.x=88, 0=3,6,7,13,14,15,19,23,24,26,27,28,29,30,31,33,35,38,41,43,46,48,51.54, 




.T=ll, a='>,4,8,16,32,39,45,64,67,78 
a.=5 8, o=12,37,r,2,77 
.r= 4, cssß-l-jöo 
a:= 2, az=^m 
arsrs 1, o=l 

Crelie'i Joannl d. M. Bd. IX. Hft. I. 
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2. Crtlft, tatk des racintM' primHivea tte. 



Ip^W] 



mm 



a^^Np + r 
1, 2, 3, 4, 6, 8, 9,11,12,16,18,22,24,25,27,31,32,33,35,36,43,44,47,4*. 

J 1 14 • lil 2 «3 2t 3 17 20 4 42 49 
t90 838^OSM699tOU77 «3 5d 64 



Jli 



6 30 IS 41 18 36 6 25 23 12 
92 67 82 56 79 61 91 72 74 85 



49,50,53,54,61 ,62,64,65,66, 70, 72,73, 75, 79, 81 , 85, 86, 88, 89, 91 , 93^ 94, 95, 96 

i 7 27 21 32 34 10 
\» TO 79 ts fa U 



8 29 



39 

S6 



9 13 
84 



48 47 4|t 9 45 38 

49 iO 51 88 iS 59 



34 94 44 26 17 22 
63 73 53 71 8üi 75 



r 

O: 

n 

0: 



1, 8, 12, 18, 19, 20, 



2^ 25 



18^ 31 44. 65 9L 34 55, 57 

48 45 57 fa 



\ 61 

50, 5V 52, 55, 63, 64, 

{ V %^ V V %'' *io*^ 



22, 

^16 
75 

67, 



= Np.+ r 

27, 28, 30, 33, ä4> 

V S." *%» "i/* v 

69, 70, 75, 77, 78, 



42, 45, 46, 47 
79, 85, 89, 9d 

>, M Ift SS U, 89 32, 81 1& 40 eOk 6S 12. 33 t!LW 17. 72 3L ( 



02 



dP=: 



32, öi 

16, a: 

12, 
8, (ft 
6, a 

4, fl 
3, a 
2, o 

1, 



5, 7,10,13,14,15,17,21,23,26,29,37,38,39,40,41,56,57,58,59,60,68,71 

74,76,80,82,83,84,87,90^92 (rac. pr.) 

2, 3,11,25,31,32,44,48,49,53,65,66,72,86,94,95 
19,20,28,30,34,42,45,46,51,52,55,63,67,69,77,78 

4, 9,24,43,54,73^88,93 

8,12,18,27,70,79,85,89 

6,16,81,91 
33,47,50,64 
36,62 
22,75 
35,61 
96 



= 1 



2. Cr alle, tabh des racinea primitive» etc. 
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»=100, «= 2, 3, 7, 8,ll,lV5,18,26,27,28,29»34,35,38,40,42,46,48,50,51,-53, 



Xi 



50, 
25, 
20, 
10, 
5, 

o 

1, 



o 

o 
a 
o 

a 



5d,59,61,«3,66,67,72,73,74,75,83,86,89,90,93,94,98,99 (nc. pr.) 
SB 4^ 9,13,20,21,2?,23,30,33,43,45,47/i9M70,76,77,82,85,96 
=c 5>16,19,24,25,31,37,52,54,56,58,68,71,78,79,80,81,88,92,97 
=:3?,39,41,44,57,60,62,69 
= 6,14,17,65 
=36,84,87,95 

=10,91 * 

=100 
= 1 
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2. Cr eilt, fabU des rcuMes prim^^vrn eic. 



Rac« pr« 2 
3 






II 

13 



17 



09 ?9 
. 31 



17 



43 



r.3 53 

59 . 
61 

t}7 . 



83 



79 

«9 



10» 101 



Tableau des racines primitives 
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 2S= 



, . 11 11 11 
. . 13 13 
. 17 17 17 



i\ : 23 

... 29 



. .\7 . 
. . 41 4t 
. 43 . • 



. . 59 . 59 
. . 61 61 . 
. 67 . 



• 



73 



. . 79 79 . 
. 83 l>3 .83 
. . 89 S9 . 
.-97 . 97 . 
.101 . 



• • 



. 13 . 

17 17 17 

19 . . 

23 23 . 

29 29 . 

. 31 31 



Nombres premiers aaxqueli appartimiml 



. 41 41 

. . 43 

47 47 . 

. 53 

59 59 . 

61 . . 

. 67 67 

. 73 . 



17 . 

19 19 19 

. 23 23 

.29 29 

31 . . 

37 . 37 

*1 . 41 



r 



47 . 47 
. 53 . 
59 59 . 

• • • 

67 . . 
73 73 73 



. . .83 83 83 

. . . 89 89 89 

97 . .97 97 97 

. 101 101 . . 101 



23 . 23 23 23 

. 29 29 . 29 

31 . . . 31 31 

37 37 ^7 37 , 37 

41 . 41 . .41 

. 43 4.5 43 . . 

. . 47 47 . 47 

• 53 53 53 53 53 

. oJ • • • 

61 61 . . . 
. 67- . 67 . 
73 



. 83 83 83 , 

97 . . .97 
.101 . . . 



83 



31 
37 
41 



47 



59 59 



• 



83 
89 89 
97 . 



Rac. pr. 

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 7S 

5.» • 

.>•••••••*•♦••••>• •••••• • * • 

. 59 • 59 5*> /)9 Hombres premiei-s auxqueb appartieoneot 

61 . • 61 61 . 61 . 6! ■ . . . 

67 07 . 67 ^ . . 

79 79 . . . 79 79 . . 79 . .79 . 79 . 79 . . . 79 79 

. 83 83 M3 83 aJ 83 83 . 83 . 83 . . 89 83 83 . . . 83 83 a3 83 . 4 
89 . . 69 . 69 . 89 89 89 89 89 89 . ,89 . . .• 89 . . . 89 «| 

101 .101 .101 . . .101 .«Ol .101 . .lOUOt . , .. 101 101 1011 OL- 



'^mm^ 



2t Greife, tabl» des mein fi primitive» ete. 5S 

nombres premiers depnis 3 jnsqu a 101. 

7 28 29 30 31 32 33 3« 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 .48 49 50 
icmn primitives ci-dessucu • « ••••♦«••« 






?9 



# « 



37 . .37 

. 41 41 41 ... 41 41 . . 

, 43 43 43 ♦ ♦ 43- »-J . , ♦ ♦ 

! . 47 47 47 . 47 . 47 . ! 47 17 47 17 ! 47 47 47 . , . ♦ .^ 

3 • • « 53 53 53 53 53 . * . o.'i .53 . . 53 * » 53 < Jw 

, , . 59 59 59 59 59 . • 59 59 50 59 . 59 59 5*> . . 59 • . 59 

• 61 öl . « . 61- • , . . . . , 61 61 . . • . • . 

.67 . , 67 67 . 67 ;' 67 . . 67 . 67 . 67 . 67 

. 73 73 . 73 . 73 73 ^. . . . 7:\ 7:\ . 73 . 7J 73 ,73 . . . 

. 79 79 79 , . . 79 79 . 79 .79 . , 79 . . . . 79 79 . . 

83 . 83 83 * . .83 , . 83 «3 , 83 83 83 . . -«3 

9 89 89' 89 89 . 89 . 89 . . f^9 . .89 • 89 . . 81» • 89 . . 

1 101 101 .. . . 101 lOJ . 101 . 101 .101 . , .101 . 101 , 101 



7 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 80 M 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 



'Bttom primitive^ ci-dessus< 



• # • • 
« • • • 

• • ♦ * • 



9 • 

. . . 97 , 97 97 97 . . 97 . . 97 . 97 

.101 . .101 . .101101 , . tOl 101 . . .101101 
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3. 

Memoire sur la iheoriei des nombres. 

(Far Hr. G. Ubri de Flotence.) 



Introduotion* 

JUes g^metres qui «e Mnt occiipes de Tanalyse ind^armuieo, soot par- 
yenus par leurs recherches plutdt ^ resoodre deA qoestions speciales, qu a 
fSedre arFancer l'ensemble de la soienoe«. Leur m^odes, toujours bomees 
au p^bleme qu'fls Toulaieiit traifer, oessäieot d etre utiles quand ob tudiait 
de les appliquer il^ des questioite plus etendoes: bleu plus, pour traiter uo 
probleme quelcooque il fallait que les quantites comiues fiosant donoees 
en Bombres; car sans cela, le maoque absolu de fonmdes gcn^les em- 
pecjiait de resoudre une ^quation indetermiace u crefBcieus' dtgebriqoeil, 
meme lorsqu'elle ^tait du premi^r degre. De sorte <{ae la di^wie des 
nombres presqu'immobfle au milieu des progres des aufres parties de Tana- 
\y^»j ^'elle avait vu nattre et s'^eyerlsuecessiTemen^ s'en teom-ait s q parfe 
et ue partageoit pas leur perfectioimemeiit comniDn« Get holanienty qoi 
forme la diffieulte prindpales de la theorie des nombres, d^pead de la 
m^tbode que l'oo a sui^ie jusqu'ici pour mettre ea equation les problemea 
d'analyse ind^termin^; car en exprimant seulement les relations qoi doi- 
Tent exister entre les valeurs des inconnucs, on a toujoivs n^glig^ de re- 
presenter par des signes alg^riques les conditions auxqiieViE» oes haoommm 
doivent satisfaire, afin qu'elles soient des nombres enticrs ou raficnmels« 
De sorte que ces conditions etant seulem^t sous-entendues, on ne peiit pias 
les soumettre aux regles ordindres de Talgebre, et il en resulte un t^m- 
Tcau genre d'auatjse, dont tout le suoces dopend de la sagjacit^ partic»* 
liere de chacun des geometres qui le cultivent, sans que les traraux des 
uns soient profitables aux recherches des autres« 7 a qu^lque tams 
que nous avons tache de faire disparaitre cette imperfection, et de|u noos 
avons montr^ aiUeiirs qu'en ^crivant en anaiyae toutes les condiKons dn 
probleme^ les questions que Ton appelle indetermin^^ deviennoit tontes 
plus que c]etera:iiiiees9 piusqne Ton obtient toujours un nombre d'^quatknis 
qui surpasse de Punitc celui des inconnues. Nous r^produisons d*abord id 
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Im formides que nous ayons donnees dam cette ocoasion, pour exprbier 
par des adries oonvergent^ le nombre qu la soinme des raciiies d'une 
equation ind^termin^e^ et nous y ajoutoüs de nouvelles expressions» Piu8 
nous reprenons ce proLleme ä priori dans toute sa geni^ralit^^ et nous 
montrons comment^ en partant des principes les plus ^l^mentaires de l'a- 
naljse^ on trouvc pour cbaque ihconnue nne ^rjuation alg^brique dont le 
degr^ est ^gal a la Umite que Ton attribue ä l'inconnuc, et qui exprime 
la Gondition que celle-ci doit etre un nombre entier: de sorte qu'ayant 
d^ cette maniere un nombre d*^quation& ^gal ä celui des inoonnues^ en le& 
Gombinant arec l'^qiiation qui exprime les relations qui doivent exister entre 
les ratours des variables^ on aura apres T^Umination une ^quaüon de eon- 
diticm qui ne contiendra que les coefficiens de T^iatioB propos^ , et les 
Ibnites qu'on aura attribu^es aux. inoonnues» D'ou il r^sulte que toute 
^quation ipd^terminee, est r^ellement plus que d^terminee. Ce r^ultat 
remarquable ayait ^bapp^ a Euler qui croyait que les ^quations ind^ 
terminal devenaient plus que d^ternun^^ seulemeut lorsque le nombre 
des* Ibraies que devaient prendre des fonotions donnees des variables^ sur- 
passaJt celui des inconnues* On explique par la^ la contradietion qui se 
manifesteit entre le nom d'^quations kideterminecs ^ et le fatt qui mon« 
trait que souvent elles n'admettaient pas de Solutions: ce qui aurait du 
(aire soup^onner qu'il existait une equation de «Kondition laquelle n'^tant 
pas satisfaitei le probleme ne pouvaif pas etre r^solu* Et d'aiUeurs en 
aartant' de la forme des racines des ^quations d^termin^^ et en obseryant 
que te iKMnbre des Solutions dans une ^piation ind^emun^e n'etait pas 
donn^ per la d^;r^ de T^uation, on aurait pu prevoir que cette Equation 
de condüien ^tait ima Ibnction des coofificiens de T^quation propos^e^ et 
de la iknile que Ton attribuait aux Tariables« 

Xes principes que nous exposons dans ce memoire sont suflBsans 
pour trouver^ directement et saus fStonnement^ toutes les Solutions d'une 
Equation ind^termin^, lorsque la limite que Ton attribue aux variables 
n'est jpes rinfini: mus conmie le degre de T^quation de coudition aug-» 
mottle avec les limites des inconniies; si l'on cherche toutes les solutioos 
possibles d'wie ^qui^on ind^termin^e, on trouvera une s^rie infinie dont il 
s'ana d'avoir la somme pour resoudre la question propos^e« Cette somme 
poorra s'exprimer par des integrales d^fiuies^ mais leur valeur num^rique 
sera en g^n^ral fort dtfBcSe a caiculer; pour'en fi^nliter la recberche il 
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Tauclrait recourir a des principes que nmi9 n'avons pas cni devpir exposer 
ilans ce m^moire^ qui a pour but seulement de montrer en g^n^ral Tei^rit 
«le Dotre m^thode« Cependant pour qu'on ne puisse pas croire que notre 
th^rie n'est pas susceptible d*^tre appliqiiee aux problemes particuliers^ 
et pour montrer de quelle maniere nos forraules peuvent se ftiin[>iifier dans 
le plus grand nombre des cas, nous considerons «pcScialement dans ee me-* 
moire les ^quations qui sont du premier degro par rapport a i'une des 
inconnues, et que M* Gaufs a appellecs congruences« 

£n donnant d'abord la theorie generale des congruences nous frvn» 
vons y que les relations existantes entre les coefiiciens des ^uatiops alg^ 
briques et leurs racines, s'eleüdent tditx oongruences dont toutes les racines 
8ont entieres: nous dc^montrons de cette maniere les tfa^remes de Fer* 
mat et de Wilson, et beaucoup d'untres prupositions nouvelles« Pub m 
appliquant aux congruences les principes qui renferment la th^rie. g^n^ 
rale des ^quations indetermiuees^ on trouve les congruences de conditioii 
uui doivent Stre satiafaites afin que le probleme soit r^oluble: et»ces 
conditions se simplifient beaucoup, ii l'aide du tbeqreme de Fermat lorv* 
que le module est un nombre premier« 

En effectuant Telimination entre les congruences, de la meme ma» 
niere que pour les ^quations, il devient faclle d^obtenir le r^ltat final; et 
on trouve ainsi les relations qui dcjivent exister entre les coefficiens d'une 
congruence et le module, afin qu'elle soit resoluble* Ces relations, qui 
sont des congruences de condition, renferment toutes les conditions con- 
nues jusqu'A präsent. Nous planus ioi une oourte digression sur les con» 
oruences A module variabie, dans laquelle nous fabons voir qu u l'aide de oes 
congruences on peut resoudre ime classe assez ^tendue d'eqiiations uule-* 
terniin^, dont les plus simples avalent ^t^ trait^es par Lagr^nge«' 

Pour ohercher les conditions qui doivent etre satis&ites afin qu'une 
congnience soit r^oluble^ au lieu de &ire Telimination & Tdide deb ooef^ 
fidens, on peut substituer les jracines des congr^iences ri^duites h I4 foftne 
d'^quations d^termin^: de cette maniere on introJ|it les fouctions eir- 
culaires dans la th^rie des congruences, et on trouve des formules qui 
la comprennent tonte entiere^ Mais ces expressions ne sont pas asses 
s&nples pour ^'oA puisse les a[;^quer arec faciUt^ aux cas partioutiers: 
par oons^quent now avons du repren^ w sujet d'une autre mani^; 
et en partant d'une propri^t^ fres» simple de l'equation biuome, nous arons 
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trouve Jes formules qui expritnent le nombre et la somme des diTtseurs 
d'im nombre quelconque^ et oous avcms form^ deux integrales aux di£Pe« 
rences fioies qui donnent le nombre et la somme des raoines d'une oon- 
gruenoe quelconque* Ces formules ^tant appliquees & la congruenoe du 
Premier degr^ y f oumissent Texpression g^n^rale de ses racines ^ qui sont 
line fonction trigonom^trique des eoefficiens et du module: et comme oette 
congruence equivaut A Tequation ind^termin^e du premier degre, ou trouve 
aiiisi les raoines de cette ^quation en fonctioii de ses coeffidettSj ce qui 
n'avait jamais ete fait. 

Nos formules genetales ^tant appliquees au congnienoes du seeond 
degre, deünent tous les theoremes connus sur les r^sidus quadratiquesl 
on en d^duit aussi la maniere de reoonnaitre d priori si un nombre queU 
Gonque est ou n'est pas p^sidu quadratique d'un nombre premier donn^; 
et il en resulte une proposition generale qui renfermt la theoreme fon« 
damental de M. Gauss. 

La formule qui sert de base h notre tb^orley et qui etabKt un rap^ 
port si singulier entre les Solutions des congruences et Ips fonctions circu«- 
laires^ fournit le mojen de r^soudre directement les ^quations a deux ter* 
mes» M. Gauss qui a d^couvert le preasier cette r^solution par une m^ 
thode particuliere, et Lagrange qui Ta ramen^e ensuite a sa theorie g^« 
n^rale des equations^ ontvSuppose la connaissance des racines primitives* 
La tlieorie que nous exposons dans ce memoire est indepeudante de cette 
recherche^ et d'ailleurs eile est beaucoup plus simple que les metliodes 
trouvees par ces deux grands g^ometres^ qui exigent de trcs-longs cal- 
culs pour etre appliquees. On trouvera dans la suite de ces memoires 
une methode generale et tres- simple pour traiter les cquations de cette 
classe, de memes que celles d'ou depend la division en parties - Egales da 
Varc de la Lemniscate, et beaucoup d'autres; et l'on verra qjors pourquoi 
la resolution de ces Cquations determinees se reduit toujours A ijn pro« 
bleme d'anaijse indeterminee* 

En appliquant notre principe gent^ral aux congruence du ^oisieme 
et du quatrieme degre^ nous avons trouv^ des r^lations fort remarquables 
entre le nombre des Solutions de certaines congruences y et les racines de 
i]uelques.equations indeterminees du seeond degre. Nous avons tir^ de 
In d( 8 considerations gen^rales sur les r^sidus cubiques et bicarr^ ^ sur 
lesquels on n'avait encore rien publie, en montrant comnient Ton devait 
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modißer üet fSormes des nombm premlers qui servent de modale ^ afio 
d'avoir des fb^remes g^n^raux« On fuit que pour arour tous les th^o-» 
remes conniis war les r&idin quadraticjues d'un nombre pretfu^? 31 anffit 
qoe la forme fiB&dre de ce nonfiire aoit doim^« Mab eela est insuffi- 
saut poor les r^sidus cubiques et bicarr^*, et 3 laut que to nombra q|ai 
gerC de modale seit alon d'uoe forme quadratique domi^* Nous parve^* 
mons de cette maniere A troaver la forme cabique des nonriires premiers 
qu'oo n'arait ^maais coond^r^ jusqu'ä präsent« On pourrait pousser plns 
loio l'exameii des fbrmes des degr&i sup^rieurst en obaerrant que poor 
cbaque d^r^ le nombrq des innocmnaes doit ^aler oa sur paa s e r Texpo^ 
sant. Le meme chose arriFe pour les oongruenoes, et 3 est digne de 
remarque que quaod on a determin^ le nombre des soluticms d'one eon» 
pruenoe^ laquelle a autant d'inconnues qu'il y a d'unit^ dans Texposant 
qui marque son d<^r^ on aura tont de suite le nombre des sokitions d'une 
autre congruence du memo degr^ qui aurait le meme modale, mais qui 
oontiendnat un ^us grand nombre d'incoiwues« Cest de eette oonsic^ra- 
tkm que nous d^utsons an di^oreme gen^ral sur les congruences de to» 
les degr^ qui renferme comiiie cas particuUer un tb^oreme de Lagrange 
sur les oongruenoes du seoond degr^ A deux inconniies. 

L'analjse succinte que nous venons de donner de notre m^ove 
sufiSt pour montrer la possibilite de dednire d^nn seul principe gen^ral 
toute la tb^rie des nombres# Noits n^avons traite id qu'une dasse d'^ 
quations ind^termin^ : mais nous montrerons dans la suite ctomment on 
en peut r^soudre un grand nombre d'autres, en ' appli<|üant le caicul d'ap-^ 
proximation aox &[uations ind^termin^, auxquelles il paraissait absohi« 
ment ina^Iiquable, mais qui cependant dans ce seul cas foumit des Solu- 
tions exactes« Et nous fiiirons roir dans un memoire particulier, com-* 
ment Ton peut dasser et dbcuter les trancendantes numÄiques^ telles que 
les nombres premiers, les diviseurs des nombres, etc. En liant la tb^erie des 
nombres aux autres parties de Tanalyse, 3 ^tait certain que comme edles «ci 
oontribueraient A son perfectxonnement, elles en recevraient des secours^ 
et c'est ce que nous montrerons dans la suite de ces redierdies a T^ard 
des integrales definies et fonctions drculaires, dont plusieurs propri^^ re- 
marquables et inconnues jusqu'u präsent, d^coaloit de Tanalyse ind^termin^« 
Enfin nous fairons Toir comment la consid^ration des dilförens ordres d^ir^ 
rationalit^ devient tres- utile dans la resolution des equations num&iques« 
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Analyse« 

Kous arons monire pour la premiece fois^ daiis le 28* Yolume de» 
Mämoires de VAcadeniie Rayale des Sciences de Turin ^ ^'^tant jmH 
pose de resoudre en nombres entiars requatioo 

(p {pß^yy «,•..* etc.) = 0, 
(qae noos indlquerons poiir abr^ger par <p = 0) pour exprimer que x^ y^ 
Zym0 eiCy doivent etre des nombres eutiers, on a les ^quatiois 

flia ^^ = 0; ÜByir=:0; sint;<]irs=:0; • • • • eto«; 
doi^ le nombre est egal ä'celoi des inconniies, et qui doiveDt exister ea 
meme tems q«e Ti^juatioB propos^e. Nous a^ons trou^e encore que le 
ooiid>re des Solutions ejitieres et positives , plus grandes que zero^ de Fe^ 
quation ^sbO^ est exprim^, a tres-peu pres par la formule 

■xssi yai «si 

S'il s'agissut d'exprimer le nombre des Solutions enti6res de requttioa ^ 
(p:=Oy en donnant ax^y^z^..»^ ete«^ toutes les yaleurs ]^2^3^..«»/2 — 1^ 
on aurait la fonnule 

X=3n V=n zxp% 

13. S S iS ^-io<*4r+»— +•««•)»» as 

xsBl y:!sx x^i 

^ y=» «» |l— 10(*+^+z.„.+ etc.)<P+i3(*+7+*...+etc)»^ 
S S üS #•••( 

On pourrait encore fiure usage de b fonnule 

•*=n y=»»' «=n 4 

2x;rS 5 rF(tOx)'(10y)M10*)' <P*' 

rt il serait fiadle de trouver plusieurs autres exprcsuons semUables^ pro* 
pres a repr^senter le nombre ou la somme des Solutions de requaiion 
propos^» 

Le seoond membre de l'^quation (13.) est une serie qui finira tou« 
jourt par deTonir convergente^ et dont chaque terme pourra etre calcule 
d Taide des formules de la page 9. Mais pour avoir une valeur appro- 
di^ du premier membve de Joquation (13*) il faut calculer, dans le se- 
oond membre. un nombre de termes qin augmente avec la limitenf^P 
Integration; de maniere que l'oa obtieut toujours une expressioB ^ de- 
gr^ ind^niy qui est Ibnction des ooefficieps de T^quation ^ s?? 0^ et de la 
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n. II fallt remarqiier surtout qiie les coeflidens des variables x^ y^ 
Xj m... etc. , dans le d^veloppement en serle de i'int^gralo qui forme lo 
proraicr membre de Teipiation (13.) , sont teb qn'en cdculant un certahi 
tiombre de termes^ U ne reste k peu pr^ que ee qu'fl faut |>oiir donoer 
le nombre des Solutions de i'ecpiation propos^ Cest de cette eonside« 
ration. et de Fexamea attentif de la natura de ees ooeffidens (qid s'ex« 
prlmeuc aussi par de« integrales definies) que Ton pourrait d^unre des oao« 
sid^rations qui jetteraient beaucoup de hungere sur la marche de la fono» 
tion rq[>r4(ent^ par la fbrmule (13*): inais ees recherchea ne sauraient 
trouTar place ic»^ et aous les expo^erons dans un travail particulier« 

Cet aper^u sulBrait d^\ pour montrer de quelle maniere on pois^ 
rait r^duire la th^rie des ncmibres a l'anatyse ordinaire : mais nous alkms 
reprendre maintenant eeftte question dans toute sa g^n^ralit^^. 

Etant proposee une ^lation d plusieurs inconnues a r^oudres en 
nombres radonnelS) fractionmaires ou entiers^ on pourra toujours la pt^ 
parer de maniere que tous les nombres oherches doivent etre entiers et 
positifs: puisqnen general, si Tequation proposee est de la forme 

9 {^jXj ^ • • • • ato.) =2 Oy 
et que Ton dierohe pour x^ y^ Zj •••• eto.^ des vafeurs 
en faLsant 
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on aura l'^quation 

dans laquelle il ne faudra ehercher pour 

^O ^a> /if y%y «15 ^> ^c., 

que des valeurs entieres: et d'ailleurs s'il 7 avait des solutionli negatives 
on les ^>tiendrsdt en changeant les signes des variables« Nous suppose* 
rons par cons^quent que ees r^uctions isoient toujours effectu^es dans las 
^quations dont nous chercherons IjS r^olution» 

Seit propose de r&oudre en nombres entiers et positifs P^qualion 

(p {xy y\^ ••• • ato.) = 
que nous representeroi^s comme auparavant par (p = 0. Avec les m^o» 
da conuues on s'arrete \äy et on tAdie de r^oudre cette <Squati<Ht en 
s'ttdant de la forme parlicttliere de S9S coefiBdens. Mais T^quatum f|ssQ^ 
exprime seulement les relations qui doivent exister entre les inconnues^ 
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et n'indique pas que ces inconnues se doiFent reoevoir que des videun 
entieres et positives: pour exprimer oette derniere oonditi<Ni Ton suppo» 
sera d'abord que I'oti veuiUe ttonvet taute» les Solutions qui s'^tieimeiit 
eil donnant a x des valeun moindres qu'une limite donn^ ^i ^ X des 
Taleurs plus petites que bs ik x des valeurs moindres que es eik aiasi de 
Suite: a^ bj c^ . ..• eto«^ etant des nombres entiers et positifs^ II est dair 
qu'a cet effet Ton devra donner ik Xy y^ %^ ••«• etc.^ teutes les valeun 
comprises dans les s^ries 

a? = 0, 1, 2, 3, « — 1 ; 

y = 0, 1-, 2, 3, 6 — 1 . 

X — • yjy ±y ^y öy ••••#• • C *— • X J 

• »••»••#^«. • etc«; 

et Ittire toutes les combinaisons possibles dans l'equation (p == 0. On ob» 

senrera que toutes ces yaleurs de jr se trouyeront panm les racines der 

r^quation 

X = x{x^l)(x—2)...,.(x—(a — l)) = 0; 

et que de memes les Taleurs de jr e\ de ;s serent comprises parmi les ra<^ 

eines des ^quations 

r«^(y-l)(^-2) (^_(Ä_l)) = 0; 

^=s «(«— 1)(« — 2).....(«— (c— 1)) =5 0; 

Les dquations pr^^dentes expriment les conditfons que x soit un 
nombre entier positif moindre que as que y soit un nombre eintief posi» 
tif moindre que bs et ainsi de suite# Ces ^uations dont le nombre est 
^gal a celui des inconnues, ^tant« combin^ ayec l'equation <P = 0^ Smu** 
nissent toutes les conditions du probl^me; de maniere qu'ayant un nombre 
total d^^quations qui surpasse de Punit^ le nombre des iacounues, le pro- 
bleme sera plus que d^termine} en ^liminant successirement toutes les 
mcounues entre ces equations, on aura une autre ^quation de condition 
Fs= 0^ qui comprendra les limites a, by c^ • • • • etc.^ assign^es aux varia* 
blesy et les coefficiens de T^quation propos^; et qui exprimera la rela«- 
tion qui doit exister entre ces quantit^ afin que le probleme soit r&(o- 
loble« Lorsque l'^uation de condition sera satisfaite, et que Ton sera 
Msiur^ que i'^quation propos^ pcut etre r^solue, on r^rendra l'ime des 
^quations a une seule inponnue qiie Ton a obtenues par reliminatipn avant 
de panrenir & l^quation F aO« Soit ^^ = 0^ cette ^quation en x seul; 
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ea dierobant le plm grand diraaur oomniini eiitre Xs^O, et X^ssO^ cn 
anra une ^quatioB de la forme X^=zO^ qui ne eontiendra que rinconniie 
X9 et dont le degr^ sara ^gal ao aombre des Taleiini de jt qoi satisfoiit ii 
l'^qüatioa propos^; ^ ea r^lyant P^fuatkm Xg = 0^ on aura fimles les 
iraleun de x qai satisfont ^ l'^qoatioii 4^= 0« (^ pourrait tromrer de 
meme lee valetan des autres iaeoaniies^ qui r^hrent t^quation propos^; 
et Ton yoit qne ce principe s'appBque enoore ä la recherdie directe des 
radnes rationnelles d^nne ^quation ä une seole inocMinue; esr oe pi 
aussi dopend de la tb^iurie des nombres. 

Avbc la metbode que nous yenons d'indfquer» on a seulem^it les 
radnes inegales ; nun s'fl y a des radnes ^gales^ eUes peuvent se troinrer 
avec fadlit^ . de la maniere suiirante» Neos supposerons d'abord^ pour sim» 
plifier la qüestiön^ qu'fl s'agisse d'une ^quation ä den: inecnuMies seole» 
^ent; puisqne la m^tfaode est absolument la m^e lorsque le MMnbredea 
yariables est plos grand. 

Maintenant seit propos^ de r^ndre en nonbres rationnels I 

et sopposons que Avaleurs rationnelles de jrt=sa^ eorreqpondent A 
seule valeur rationneUes de y :szbs {n ^ant mi aombre plus grand que 
Tunit^) en diffi^ntiant l'^quation preposee par rapport 4 jr, et dierdiant 
le plus grand oommun diviseur A, entre 

on aura AsF(jr,jr), et il y aura im reste MssJ(y) qui ne eontiendra 
plus Xy et qui par si^position dem se r^uve ik win. Si Tcm &it par 
coDs^uent f(y) =: 0, on cberdiera les radnes rationneUes y^ss^by y^s^b^y 
yzssb^y .... etc. y de cette ^quation^ lorsqu'il en existe, et en substituant 
successivemeut by b^p b^y .... etCy pour / dans Texpresdon de A on 
aura les ^quations 

F(x,6) = 0; F(xyb,}^0; F(r,ft^ÄO; • . • • etc. 
que Ton tacbera de reduire u la forme (x — a)'**^s=sO; et on trouvera <Ie 
cette maniere les valeurs multiples de x que Ton cberebeu 

Si Ton avait identiquement RsssOy ob tromrerait reqnation 

A = F(xyy) = (*-^^Or)r^ = 0, 

qui devrait exister en meme tems qne P^quation (Pi^JpfX) ^=0» et qui en 
nait un facteur: ron ne pourrait dono pas d^terminer de cette maniere 
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ia vaieur de ^ = bs mais en divisant le p^olynorae (^(jr^y) =±: par A, le 
qiiotient Q oontiendrait im seule des n racines Egales; et «n cheiohant le 
plus grand oommun diTiseiir entre A et C^ on auraft Tegiiation x — \/;(^)=:0» 
Nous avons suppos^ qu'il j ayait seulement n valeurs de x=^ay corres« 
pondantes a une valeur de ^ = 6: mais st outre Celles -Ia il j avait m 
Taleurs de x egales a c, et r valeurs egales a e, etc., il serait fecile d'ap- 
pliquer encore & ce oas Ia m^thode qiie nous venoos d'exposer« 
Seit propos^ par exemple l'equatiou 

x'-^2xy + 2f^A ^0, . 

^ms laquelle on veuille savoir si parmi las valeurs rationnelles de y qui 
Ia r&tolvent 3 7 en a une ^gale a 6, et teile qu'il loi corresponde n va- 
leurs de x^=^ ns n ^tant ua nombre plus grand que l'unit^. A cet effet 
on di£KSrentiera l'^quation pMpos^e par rapport ik Xj et Ton aura x—y^=^0\ 
puis en cherchant le plus grand commuu diviseur, entre ceS dcux equa* 
tions^ Ton trouvOTa x — y pour ce diyiseur et 2y^ — y^ — 1 = pour 
reste, et comme cette demiere iSquation est satisfisiite en faisant y= U si 
Ton substitue cette valeur dans l'^quation propos<^e, on aura' 

a:^— 2a: + 1 = (JF— 1)^= 1; 
et par cons^quent l'^quation 

x''—2xy + 2f—ls=:0, 
est (eile que deux valeurs de ars= 1, correspondent ik Ia racine j-^ rL. I. 

On voit, par ce qui precede, quelles Operations il &udrait faire 
dans tous les cas; car si req[uation propos^e contenait n inconnues, on Ia 
r^duirait toiijours u une autre qui en aurait n — 1 seulement. 

Maintenant il et clair que toute Ia theorie des nombres se ramene 
au Probleme de r^iminatlon ; puisqu'il sufilrait d'^liminer toutes les incon- 
nues entre les equations 

(p(xy y^ Zj .... etc.) = 0, X = 0, J = 0, Z = 0, .... etc., 
que nous avons Stabiles precedemment, pour trouver Tequation de condi^ 
tion F = 0, qui renferme Ia resolution de r^quation propos^e« L'climi-* 
nation generale entre ces ^quation.s ne saurait s'effectuer avec les m^thodes 
connues; il est vrai «que Ton pourrait substituer directement les valeurs 
des inconnu#>iH. onais il serait tres -* difficile de resouJre Ia qiiestiou par 
cett^ voie. Pour Ia traiter avec quelque succes il.faut recourir aux inte- 
grales definies, et specialement aux integrales dont Ia valeur est indcpen- 
dante des constantes qu'elles renferment« Mais nous nous reservons de 
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donncr oette tb^rie g^n^rale dans une autre oocarion^ et nous nom bor« 
nerons poQnr le moment h consid^rer les ^quatioQz; dant hwquelles l'une 
des incoDBues est elev^, aeülement aux premier degr^^ et (jae Bf« Gauss 
a iiomm^s congruenoes; et nous d^uirons d'uae seule formule tout oe 
qae Ton saväit sur ce geore d'^quations^ et beaucoup d'autres r^ultats 
nöiiveaiix. Gela nous foumira Tocoasion de montrer tia exemple des sim* 
plifications remarquables dont notre m^thode est smeeptiUe, lorsqu'on 
Tapplique aux cas particuliers^ et des artifices d'anal jse dOnt U faut faire 
usage pour resoudre eis genre de questions« 

Soit propos^ de resoudre requati<m 

14. (P(:x:yyyZy....eto.) — pu z9 0; 

dans laquelle (f> exprime une fonction rationneUe et eatiere quelconque 
des nombres entiers x^ y^ z^ ^ . .. etc*^ et u doit ölre vm nombre 
entier« H est olair que s'il existe des valeurs de x^y, z^.... etc« pb» 
grandes que p^ qui resolvent T^iation propos^e» il y en awaaussi d'au« 
tres qui seront oomprises entre z^ro et ps et oe seront ees demieres que 
nous oousidfSrerons toujours daas ce qui suit^ ^moins que nous m'indiquiöiis 
specialenient le contraire« A pr^ent Ton sait que l'^quation ( 14« ) ^qui« 
vaut^ d'aprcs la notation de M. Gauss^ Ä la oongruenoe 

(P(xy )^ Zy .... etc.) ^ (mod. />)• 

En supposant^ pour simplifier le probleme^ que cette ooMgru'enoe se^ r^ 
dutse • lä forme 

X as x^ + A^ai^'^+Jl^x^^*. . .. +-'j«-i^ + -''» ^ (mod. p% 
(les coefficiens A^^ A^y • • • • A^ etant toujours des nombres entiers et 
p ^tant un nombre enti^r) st eile a une raoine entidre x = a^^ on pourra 
toujours la mettre sous la forme (ar — a^ X^^O (mod./i), X^ etant un 
polynome enlier en jr du degr^ m — 1 ; il reiulte de la que la oongruence 
X^O (mod.p) ne peut aroir^ tout au plus^ qu'un nombre m de racines 
entidrea moindres que Py m etant le nombre qui exprime le degr^ du po- 
lynome X; et que si eile a les tti radnes entieres 

«*f ög, a^y,. . ^ . a^^ 
on pourra fair^ 

X Ä (jp— • a,) (x— c.) (:r— a,) • • . . {pc^aj = (mod. ^), 
ef oo aura les congruenoes 
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«»•«.#•««• •#^#««%*+ etc. I 

Daas eett» dermere oongruence 3 findra prendra ie signe 4^ «i m eM mi 
BomlNPe pair, et Ie signe — si m est im ttoin1>re impair« 

Poiir trouFer la 9M>infiie des piiisaaocM r"^ des racines de la con« 
grueooe X ^ (med« />), on aiira des formules semblables a Celles qtie l oti 
ofatient poup Ics ^quations algcbri^eat car eo appellant Pr ^ Pr^^ ^ P^, , 
etc., la somine des puissaiM^es r^'^ (^— t)""f (''— *2y*> «tc*> de ces 
eines on aora 

Od pevt de la m&oie maniere transibrmer les ooogruenees et ebMrif 
foBotiMis synm^triqiies, Eb gji^ral ^ut propos^ de trouver une föne 
tien synetriqiia doaa^ 9, des cadnes de la ooognieMe X^O (mod^p) 
qof a toates sas racines eatiefes, on dierchera la meme fbncticm nym^ 
triqiie dana r^quation X = 0, et en exprimant dans reqjiiatten lä videtr 
de eeCte fenetieo par 9 = 5^ en sera assur^ ({iie paar la oongrue^M 

BoH midnteBant propose de resoudre la congruence 

x'* — j? ^ (mod. p\ 
ias» laqudne p mt nn nombre prämier« Si Ton 'cherobe une traw^onnae 
tn y dont les racines sur[)assent de Tonit^ Ofllea-de b ptaposMw^Mi^ wra 
jr = JT + *i öt partant jpssjr — 1; d'ou l'on d^uira 

.(/— If— Or — 1)=0 (mod*/>) 
€t par Suite, eit n^gKgeant les multiples dq p^ 

yP—y = (mod.p). 
Mais comme cette derniere qongruenee est identiquc avec b propesee, il 
Ol resulte que celle-ci ayant la rarine a?= a, aiira demvmo ta rüciiie 
a == a + 1, et par consequi^t lautre x ;= « 4-2: et fueu general eile 

CreBe*t Journal 4. M. Bd. m. BiL U ^ - 



M dv O. Libt% mt'moiFe $ur /« Ihihrie in nrnnbra. 

sera r^olue par foutes les valeitrs-^e ocf de ta forme a '^ x; % {toesA an 
nombro entier positif quelconque: -«t puisque en fiiitant ar sa 0^ 6n sads« 
fait a la congruence propos^^ eUa aurn pour radnes tow ks nombres 
naturel&i Par consf^uent la oongnieoce 

aura pour racines tous let nombres Xy 2, 3^«»»ii p^^ti <te ipn forme le 
th(5oreme de Fermat. 

La congruence 

Ä^*^— 1 H= (mnÄ. ;>), 

ddns laquelle ^ est im nombre premier^ etaat eompare ^ Tautre 
qiie uou» avons dej«^ consid^ree^ dontie 

et par oons^qiient^ en substituant k^s valeurs des racines ^1^0%^ ^3«%*» 
««« flr^9 dans les congruences (15«), on aura 

1 + 2 + 3. •^••^^ /i~l — O(mod*;i), 

1.2 + K3..*^* + 1*0» — l)j 
+ 2^3 + 2^4*,i.^..^ + 2^(/i— 1;> -3 (mod*/>), 

• •#••••»%•!•••%«+ etc» ) 

««»••^••» «•••»•##«•••••••#••• eic« 

et onfio 

1.2.3.....(/> — 1) + 1 -- (mod./>), 

puisque ;> — 1 est un nombre pair ^). Cette demiere congmenoe ^rivaut 

au ih^reme de Wilson« 

Si Ton Toulait trouver un nombre z tel qu'en faisant le produSt de tous les 

nombres inf^rieurs «ü p {p ^taut un nombre premier) moins le facteur g^ on eiit 

1.2.3....(^— l)(^+l)..i..(/i — 1) + « = (mod.y?), 

Ott devrait chercher u d^terminer les coe£ßciens de la oongruence 

Ä^ + aj^ + ßjc'^.... + « = (mod./!), 

qui a pour racines tous les nombres entiers Införieitirs A py exoept^ le 

nombre g: a oet effet on divisera la oongruence 

opP^— 1^0 (mod. p) 

par » — gf et le dernier terme du quotient sera le nombre z. 

*) Si le sombra premier p ^tail ^gal a 2, p-r-i ae serait plus on nombre pair; 
maia alois oa aurait idantiquement 

1 + 1^0 (mocL 2) 
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Ell eSeotuant la dIvisoQt Ton trourera 
et piusque g^' — 1^0 (mod. p) > on obtiendra 

en partant 

En fidsant dans oette congrueoce ^==19 on retrouve le tiieoreme de Wil- 
son qui est un cas particulier de celui-ci. 

On pourrait d^^duire de la tous les theoremes qiie M« Gauss a in« 
s6res dans la troisieme section de ses Rechorcbos arlthmetlciues, et beau- 
coup d autres pro[\psitions nouvellcs« Si Ton prend^ par exomple^ la somme 
des piiissances' /z"*^' des racines de la cougraenoe 

:rP-* — 1 = (mod. p\ 
on tröuve que, p ^tant un nombre premicr^ on anra toiijoii^i 

. 1 4. on + S'' + {p—iy~0 (mod./?), 

lorsque n n'est pas dtvisible par p — 1 ; tandis ipie si n est an mnlti{de de 
/) — 1, on obtioudra 

1+2''+ 3" + (yji— 1)« = _ 1 (moihp). 

M« Poinsot a demontre qiie les racines de la Congnienoe 

^r"— 1=0 (mod. np 4- t), 
dans laquelle. np'\'l est un nombre premler, se dedoisent des racioes de 
1 cquation ar" — 1 = 0, en a joutant des multiples de ^/? + 1 sous l^s radi- 
caux coropris dan<* Texpression de ces racines: mais cette proposition n'est 
qu'un cas particulier d'un tbeoreme pkis guneral que nous allons d^mon- 
trer« En efTet la congmence 

a?" + ^, jp"~» •••••.+ ^^„^, X- + < - (mod. p\, 
dans laquelle p est un nombre quolconqiie ^ equivaut a Tequation a deux 

inconnues 

x^+^.x^^'^ + ^n^,T + i^,-py) = 0, 

dont les racines . sont exprim^es par uqe formul^ de la forme 

a? ?= <p{J^^A^y A^^^ , A^.^.py^^ 

qui se r^duit a Texpression des racines de 1 equation 

ap^ + >4,jr"-\.... + ^„^,ar+>^, ^ 0, 

lorsqu on > fait j = 0. Si donc vice- versa 1 on ajoute des multiples de 

p sous les radicaux compris dans lexpression des racines de cette equa- 

9* 
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tion (pn (verhaut i>arC0iii .<. — py^ au Eea d*^.), on anrm 1« w^dmm ^ 
h Mmffueoce proposee. 

Ed ^pliquant aux ooogmenoes ee qae non aroos A an jS a ^ra l 
^68 e qaat i o ns a pluaean moonnues es nonbrei aotien^ on troura <|iie 
taafes ka aolutions in^ales et moindres qua / ^ la oengnMaee 

^(^»y»^ etc)«B*=Q (ommLA 

aoHt WIM M ■ parmi les raciiies des congnienoaa 

X^ jrrjr—l)[jr—2) (x— (/i — 1)) = (aML^)» 

Z = z(5--l)(c— 2).^...(^— (/t— D) = (iMd. A 



€C qu^en efimioant toiifes les Tariables entre les oongnienoes 
^^O(mod.p)y X=0(moA.p)j r=0{mtAp)^ Z=0(nmAp\...^^i^9 
OB obtieodra une oongnienoe de oooditioB qti derra etre sa lhfaia aHn 
€|iie la congruenoe propos^' seit r^soliiUe: de maniere ^'an fieu d'anrmr 
reqiiatioa de coadition C =3(^ coonne pour les ecpHtions^ od aara la coii- 
grueooe de condition C ^0 (mod./»), et rexpresskni qai manu da ae nv 
dirire h zero dans le premier oas, derra dtre ilii iiiMe par p daas le 
coBd. Lors^ie /» est un nombre premier» la queslkm aa sin^lifie 
Qompf car par le theorcme de Format ob anra 

^(jf-^l)(x— 2) (Jp— (/»— t)) = x^^x = O imod.pX 

y(y— i)C^— 2) (y— (/»—«)) = y^—y = o (mod./^ 

ziz—t)(z—2) (z—ip — i))= 5f- 5=0 («OlL/i), 



et Tod devra äimioor les ioooBBues eatre las ooogmeBoas 

♦ =0(mod./i), x'— jr = 0(Biod./ih y^— y=0^aQAA 

sf — :s eeO (mod«/»)y «^%» olawy 
ffomt a^dir la oongmenoe de oooftioB. 
K daos la oongmeDoe 

(P ^ (med. p) 
€iB cjiercliait seulement les raciBOs diSereDtes de afro^ oa deiiaÜ 
las inooBBoes OBtre cette coBgn i euoe et les sahraatea 
-^1=0 (mod.p)y y^'—i=Oimod.p.\ 2r^—i=0{moa.p\.. 
et oonuDe les racioes ooBgnies a xero paufOBt se troover sepa 
arec fiMäKte, fMms siq^iposeroBS» dass ee cpa suit, quo Tob cherdie 
diies diSmates da sero; ee qui siBipfifiera 
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n est clair, ^'aprcs ce que immm avons d^montr^ sur les ibiiotions 
8}iikdtriqiie8 des congnieneeB, qu'^tant propos^ d'^liminer les inoonnaös 
entre les congnionces 

O =5 9 (Jpf Xf ^ « • • • • <^tcO TSB (mocl* p)y 

4. <^«=^t(^>r#^ ete.) = (mQA^\ 

•^♦•••^••••••t» etc., 

an pourra effeotuer reüiTynation entre Iw ^quations 

<& =» O, Ox =5 0, 0. = 0, etc., 

poorru quau liea de T^quation FssO, qqi r&ddtera de oette elimination, 
an Äjrive F = (mod. p). 

Pouf faire qudqaes tpplications de ce principe, tcSi propos^ de r4- 

iMMidre Ja coügruence 

j*jr+B~0 (mod./j); 

ii est Evident que si ^ et ^ ont im faoteur commun, qui ne divise poiot jR, 

eette congruence ne pOQrft paa se r^soiidre ; et comme lonque ee facteor 

conumm existe et divise £, on peut toujours l'oter, on pourra siqppoter 

«|ne A et p sont premiers entre eux; et en faisant jr = B s, on aiura 

B(^«+1) = (mod./»); 

et fl faudra resoudre la oongruence 

Uz^t TS (mod./i). 

BIttntenant si Von d^con^se p dana tooa tes faelettrs premiers, ^gaux 

ou in^gaux, de mani^re que l'on alt 

p am at&#c«.»«*/i, 

cm devra resoudre la congruence 

^js+l^O (mod. i^.&fCt««««/2^ 
qui se change dans la suivante 

jiy — 1^0 (med. o«i.c. .j.. . /i), 
en faisant t = — y. 

En considerant la congruence 

Ay — 1 HH (mod« a), 
il faudra ^liminer entre oelle«ci et la suivante y*~* — 1 ~ (mod. ö), qui 

equivaut ä Tautre 

jt^i yü^^ 1—0 (mod. c); 

puisque par supposition a est un nombre prämier qui no divise point A: 
alors en divisant A'^^ y^^^^i^ par Ay—l, on oMiendca on quotient 
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exaet; dod Toti d^iitM <\ne la congmenm 

jiy — 1 ^= (mod# p\ 
est reaolue en faisant 

en inclicpiant par s im nombre entier queloooqiie: on trouvera de meme 
que tout<^ les congrttences 

^y • t:!^ (inod. i), jiy — 1^=0 (mod.c), ••#►.. eto*^ 
ftcropi rt^oliies en faisant successiTenient 

y^A^^t^'=:r^; y = ^^-» li^» ±= J, ; etc. 

II rcMilto d(! la que la congruence 

(AY,— \)(AT^—.\)(^T,— l) = (niod.a.*.c /i), 

et |>ar siiite Taiitre 

T - / 4Y,— V^ (^n— 17 (AY^ — i? ..•*. = (mod. />), 
seront tonr^^irs satisiaitf s : mais la ralcur de Y 6tant oomposee d'uQ Bom« 
hret p'^ir fl(> facteurs, pourra se r^duire a la forme , 

Az + \ E^ (mod.;^)j 
et puis^|ii<^ oette' congruence est resoluble^ Tautre 

Ax-^^B ze: (mod. y>), 
le wra de mome, et on aufa 

pour une de ses raciiios; on o!>servant que 1 on peut prendre pour s, ty . .. 
• ••ti, des nonibres entvrs queleonques. En gee^rai toutes les Solutions 
possibles de la congruence propos^ sefont donnees par la fonmile 

dans laqu^lh- fi'est un nombre entier ^pielconque« 

Seit proposo uiaintenant de trsoitdre la congruence du il^cotod degr^ 

ar» -f-yx + r = {moä.2p+i)y 

Ip-^l etant un nombre premier; il est clair que si eile a mie racine 

jF = urf, il y en aura une autre a?=:Ä== — if — .4, et partant sI eile est 

rcsoluble il faudra quen dinsant ä^ — 1, par x* + ^jp-|-r, le reste seit 

divisible par 2/)-f*l. A prescnt oii doit remaFquer ^tie si "« et ß sont 

les deux racines de leciuation 

x^-^^x "\' r = 0, 
on aura 
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tffeotuant la ^viskniiy «i trouvera ^ön^ralement 



fes coeffioiens u^., ^,, •««• etc« ^&aDt ffoujourii des nombres entiers» H 
iandra) per cons^quent, qu'en r^uisant ies deux deroiera termes au meme 
d&iominateur, la quantit^ 

qin sera le reste de la dimioD, sott divisible par 2 p — 1, et partant 

d'oa I'on d^duira les deux eongruences de coudifiöil 

On Foit ici qq'apres avoir eflTeohi^ la division par ß— «9 les pre- 
mieni membres de ces deux eongruences pourront toujours a'exprimer a 
Taide des quantit^ f et r^ puisqu'ils ne renferment que des fonctions- sy«* 
m^triques des raones a et ß: et d'ailleurs il est dair que Ton pourra 
toujours substituer au iieu de «ei ß^ les quantit^s 

2 ' 2 

Si danJB la congruenoe 

jc* + ya? + r ^ (mod. 2p -f 1), 

on fiut y = 0, r=: — SS on devra dans les eongruences (16.) faire a+ß = ^5 
et partant a = — ß; inais 1 on a aussi ß = Z"^, ^ = — /^»^, ß— a = 2/"^, 
ß^^^ s; par oonsequent les deux congruendes (16.) se reduiront aux 

suivantes 

/^^-f =0 (mod.2^+1); -s/-s(^r2^^) + i~0 (mod. V + l); 

aont la premiere e«t toujours aatisfeite, et la seoonde se roduit i\ Tautre 

17. ^--1=0 (mod.2/j + l); 
qoi est la condition d^jä oonnue pour la resolution de la congruenoe 

«?• — * = (mod.2/>4-0« 



■ ■ 

Soit propose^ par exemplOf de tromrer h oonditioQ qfü doit <^ 
satklaite «fio qae In coogrneiioe j^+ 1^0 (mod* 2^ + 1)» daiis laqueÜe 
2/7+1 est un noBEdire prewcMitf nah r^sohiUe; on devra hke 4^=i — f, 
dan» Ia congruenoe de eondilion (17.) ^ et on auni 

(— 1/— 1 = (mod. 2/1 + 1); 
i;e qiü montrp que p doit etre un nombre paar. 

En eppliqiiant aiix congruences du aecond degro les memes priiM^i- 
pes Oont oous avons fait uai^e pour r^oudre eellea du premier degi^s 
on pourrait trouvor Ia resoluten generale de Ia oougruoaoe 

X* + ^ jr + r =E^ (mod. p), 
dans laquelia p est uu nöinbre qneloouque^ püwrru cpte Ion connüt toua 
h^ rucfoiirs Premiers de p^ 

Eq geniSral etant proposee une congruenoe d}m 4^r6 ^ubli^ouqui^ 
X =s JP^ + tf.jr^' + a.jr" ••••,. + /T^_,ar+#. = (nwd*/'), 
dans laquelle /» est un ugmbre premier, on divlsera je^^-— 1 per X {en 
faisant usago de Ia meme nethode dont noui nous eonunei serm pour 
les coi^ruenccs du seoond degrv} et^on ebtiendra «n teste de Ia forme 

X, » b^x-'-'-^b^j^-' + b^^x+b^. 

. Mainteuaut si Ia congruenoe proposee a n raomes enlMres, ob derra 
avoir les n con^-uenoe de conditioo 

b,^0 (moil.p}p Ag^O (mod.;»). *» ^ (mod. /»X 

et on sera asMiir^ cpie si eUes sont «ausfaites^ b congruenoe X^O (mod«/»X 
aura toutes ses raciuea* e**^!*^; OMs si cette congrueDCe n'afvdt qn'an 
nombre n^ m de i^^^uies entieres, alors <m devrait diercher de aouTeau 
le plus grand r^mmun cBriseur etreX et X^ , et on tronrenit enfin poor 
reste une c^ngfuence de Ia forme 

jr, « c.jT'^— * + c.x'-'--.....+e,^sO |mod./i), 
qiii donnerait les congruences de condition 

r, = {mod.p}y c^ = (mod./>), c,^mSO (mod./iX 

doiit le uombre sera toujours egal au nombre des racinea enlieres de b 
congruenoe proposee« On Toit par lu que b resolutSon d'une congnieoce 
du degr^ n, qoi n'a que n — m racines enticres, se eJAnra n fci r^nkn 
tion d'une coi^^ruenee du d^r^ n — m^ en chenbanl h fkm frand onm- 
mun divisenr entre X et x^"^ — 1, 

Soit propos^^ par exemple, de r^soudre b eonj^nience 

4r-— * = () (mod.e/^ + 1), 
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ima laqtietle üp'\-l est \tti neknbre premler^ on diYisera jr''^ — 1 par 
jr*-^&, et on trouyera tm quotient iV et le teste £^—1; d'on il resulte 
que n la oongruenoe 

la. AP — 1 = '(modaa/» + l) 
est r^Iuble, la congrüeiice propos^e aiira toutes ses racines entieres« 

Les deux coiigrueiicea Ae e6udiiSon{n.) et (18«) avaient, 4t6 trau* 
Tees par Fermat^ m^ ayeo sa m^thode ob ne pouväit pas troiiver les 
conditiöns qui devaieot etre sat«sfiaiites> lorsque les oongruences proposees 
n'^taient pas binomes: ce qu'on peut toujours elTeetue^ par les grincipes 
qiie iioiis venons d'exposer. 

La congruence de condition (18«) montre que la congrueuoe 

:r^ — 1 =0 (mod; 6 p + 1), 
a to\i|ours trois racines entieres lorsque 6 p -f* 1 est ün nombra premier; 
mais romrae il est evident qu'iine de ces raciDes est x=ly o».pourra 
«liviser par x-^i^ et on obtiendra la congruence du second degre 

jp^'+op+l^O (mod. 6/1+1), 
ipii aura ses deux racines entieres; il faudra par cons^quent que les deux 
congruences (16«) soient satisfaites quand on substitue pour u et ß hü 
deux racines de l'^iation j^+x+1 =0, et que Ton change 2/1 + 1 eii: 
6/9+ 1« Maintenant on a- 

ß = -|(l+V^(-3)); «=_»(l~/-(~3)); 

et partant, la congruence ^-^— ^^ehO (mod.G/'+l) deviendra lasoivaote: 

* • 

2^v{^3) ((1 +V^(-3))«^- (i - /•(--3))«P) = (mod.6/»+f), 
qui dönnera an develappant 

i i4.6py-(-3)^gfei).3-g£^)ge:^^ 

et par cons^quent 

Si loh substitue les valeum de a et ß dans la congruence 

CreUtfi Jourml 4- M. Bd. IX. Hft. 1. 10. 
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OD aura^ apre« avoir d^velopp^, la congnieDoe 

Les detK congruenoes (19.) et (20.), que cous venbos de trourer, et qiii 
doivent toujoura etre satisfidtes en nieme tems, lonque 6/i-|-l est iin 
Dombre premier, renferment un th^reme exdusif et asses curieiix, sur 
les uonibres premiers de la forme 6p -{-im 

A pr^nt 81 loti eflectiie r^limination de 6/9 , entre la ooDgmenoe 
6p(6p-l-;(6p^ 3 6p(6p-iy6p-2)(fip-3)f6p-4) 3. „^,^^^ ^ ^^ 
'^ 2.3 2.3.4.5 

et Tautre^ qiii est toujours resoluble: 

6p + l~0 (mod. 6/1+1) 
oa trourera, apres les reductions, 

~ * "*■ OTs* •* — 1T2.3T4.6 •** + ••••+ -^ 

Lorsquc p =z2ny cette dernicre congruence deviendra 

3^— 1 EEE (mod, 12/1+ l), 
et celle-ci sera toujours resoluble d'apres ce qui prccede: d'ou ü n^ulte^ par la 
congrueoce de condition (17»), cjue la congrueuce x^ — 3 ^0 (mod. 12/1+1) 
est toujours resoluble lorsque 1 2 /2 -f- 1 est un noml»« premier. On pour» 
rait appliquer les memes priocipes u des congrueuoes de d^res plus ele- 
ves, et on obtiendrait un graud nombre de theoremes nouveaux, du meme 
genre que ceux que nous i'enons d^^noncer; mab ces reeherches nous 
ecarteraient trop de notre but> et nou^ allons expos^r de pr^f^nce quel- 
ques applications de la thoorie des congruences ä la resolution d'une olasse 
d ecpiations indeterminees dont Lagrange a oonsid^re les plus simples. 

Soit propose de r^oudre en nombres entiers l'equatioa 

^^^ a+af-T+a^x* •4-a«.'r* X 

^ e + e, o: + ^a ^* • • • • • 4" ^m^ ^* 

on voll faeiioment que ce problc^^me se n^duit «1 la resolution de la congruence 
\ (mod. JV^); mais comme on a aussi identiquement A". 11- (mod. A\)y 
on poiirra eliminer x entre ces deux congruences et on trouvera^ apres 
rr^limination^ une congrueoce de condition «9 ^z (mod. A^,)^ dans laqueUe 
/.^ sora une fonction donn^e des coefiiciens 



et 9 fii|ldra qoe X^ dMm le nombre D. Bfaitttenant supposons que toin 
les diviseurs^ posidfii eu n^gatifiiy de D soient repr^nt^ par la s^rie des 
nombres 

^ devra faire sucoessirement 

et en chercbimt les ractnes entidres de ces ^quations, oit aura touton les 
valeurs de jp qui resolvent la congruenoe X^O (mod. X^)y et par suite 
r^uatiou 

— fl^ 4" ^r ^ 4* ^a ^* ' . . . . •^ - On a?" X 

Etant donn^e la meme fraction r^ , on peut troiiver aiissi toiis les no«i- 

brcs eutiers qui, pour iine mcme valeur de Xy divisent A la fois le nume- 
rateur et le d^iioniinateur« En effet si Ton represente eu geu^ral par ^ 
Tun de ces facteurs cbmmuns, oo aura^^fEO (mod.J'); X^z-eiO (mod.^); 
et en ^limiuant x entre ces deux coognieucey|i(oii ce (pii revient au mdme 
entre les deiix^qiiations X=0, X, = 0), on aura la congnience de con« 
dition D -:Jhi^O (mod*j$), et le nombre S devra se trouver parmi les di?i« 
setirs de D. II est clair que si X et A^/ aVaient urie racine commune 
A, il laudrait commencer par diviser ces deux polvnomes par x-^Uy au* 
tremeilt on aurait toujours Z> = 0« 

Etant donnees les deux fonctions u deux inconnues (Pix^y); F{xjy)i 
si elles ont un facteur commun j"» on aura toujours 

(p {xyy) ~ (mod. ^); F[xy y) (mod. J) ; 
et en ^liminant x ovL y entre ces deux congruenoe«;, on aura deux autres 
cMugruences de la forme 

* (x) = (mod. 5 ) ; ^, (y) ^. (mod. S). 
Seit pröpos^ maintenant de resoudre en nombres entiers les deux equa- 
tions simultandes 

que uous exprimerons pour abreger par (p = F.%//; Os=0; on pourra 
les reduire aux congnienoes 

<p 31 (mod. F>; * .^ (mod. F) ; F -- (mod. F) ; 
st en ^Uminant x et j entre ces trois congruences, on aura la congruence 

de ccMidition 

ü = (mod. F\ 

10* 
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d'oä Ton deduira toutes Im valeurs possibles 4e F: Vom inra äini trois 
equations et trois incoiuues^ et les deux ^quation» proftes^ teront r^- 
solues oomplotement* 

Etänt proposees les deus: ^qüaticNM aimultan^ 

<I>(Är,«) = <p(jr.«).F(jr^,«); <>i(jr,«) = (p(x,«).F,(j?,y,«); 
<fiie nous indiqueronsy poiir abr^ger^ par 

^les se tramformeront daas les eongruouoes 

<& E^ (mod, (p) ; <I>j ^ (mod# (p); <p ^ (mod. (p); 
d'ou l'on d^uira^ par r^limioation, la oongruence de conditioki£^0 (iiiod«^)^ 
qui fournira tontes les valeurs possibles de (p ; et Ton aura regeln comple- 
temcnt les deux ^quations prc^os^» On pourrait appliquer ces principes 
A des ^({uatioDs contenant un plits grand nombre d'inconuues; mais nous 
traiterons separement cette matiere daos un memoire partioulier sur les 
oongruences a module va^^le« 

En roprenant les Gongruences dd.eandition, que nous arons doiH 
n^ pi^c^demment, fl est clair qu^ l'on pourra Flimmer les incounies evtre 
1a eoagruenoe iü plusieurs inconnues * 

<p(xyyyZy.^.0ptc.) = (moi. p), 
(dans laquelle p est un nombre premier) que nous indiquerons [jpur aiir^ 
ger par <p ^eO (mod» p)^ et Im suivitntes 

xP-»— 1.30 (mod. /i); y^-*— l~0(mod.;?); xT-*— 1^0(mod./>); .»»ete.; 
de la memo maniere que s'il s'agissttt d'eliminer entra les ^qudkms 

(p = 0; «^*— 1=0; ^*~1 = 0; «?^— 1 =0; ^ • • • etc.; 
et 9ie le r^ultät sera de la mSme forme: A pr^ent pour ^liminef les 
inconnues entre ces ^quations^ on peut substituer dans la premiere toütes 
les valeurs de Xp y^ z^ • • « • » eto«^ deduites des autres ^quationa^ et 
comme Ton a 

x = l; jr = oos^^ + ir(— *)sm^; af=cos^^3j + /^(— l)sm^; 

p — 1 p— 1 



2(p — 2)« , -, ... 2(»— 2)« 



do* 



3« üm^LibYi'^ memoire 9ur la thiforie det nombre», JJ 

en sfibstituant l*ii^e apres' Tautre toutes ces valcHirs dana reqiiatiaii <P=(>> 
et faiftant 1^ produit dtf toutes les fonotioos semblables que l*ou obtiendra 
de oette maniere , on trouvera la congruence de öonditiou 

2 2 5 ...JoR<>^ooi — +r:--i)im— j, «OS — ^4y(~i)fm^, 0^ 

--=() (iliod./>) 
Cette congruence parait assez 8ingulier# u cause des fonctions circulairet 
qu'elle renfecine; oependant en elM(ervant le rapport qui existe entrie la coii* 

m^a-^^px (mod. /i), et Pi^quation cos — = icos ^"^"^^ , lorsque 

Of p et Xy sont des nombres entiers^ on pourrait se rendre compte aise- 
ment de la forme de cette expression. On pourrait d^duire de la plu«- 
sieurs theoremes conmis sur les congruences; mais cette route serait Ion- 
gue et penible^ et nous pr^£^rons de partir d'une autre ^quation fonda* 
mentale qui servira a retrouTer directement tout ce que Top savait sur la 
tluSorie des congruences, et u d^couvrir beaucoup de propositions nouvel- 
les* En observant que quoique par notre throne on me trouve que les 
meines inegales de la congruenc# (p =s , on obtiendra oependant les ra- 
eines Egales par la m^tbode dont nöuS avöns fait usage pour les ^quations 
ind^termin^es ; et meme on les trouyera directement en ^limtnant entre 
les oongruences 

(P = (mod.ph ^1 = imoa.p)i ^^0 (mod.p); ^ ^ . . etc. 

Etant donn^e l'^quation A une seule inconnue 

x'* — 1 = 0, 
li Ton repr^nte par P», Pn-mfPn-^tmp •••• ^^.^ les sommes des puis* 
sanoes /i"**, [(n — m)"**, (n — 2m)""^ ^ • • • etc. de ses radnes, on aura 

Pn =5 P«-m = Pn-^pn . ^ . — P^-rm = etC; 

de Sorte que si n est un multiple de m , on obtient P^=:m; et dans le 
cas contraire on trouve P„ = 0. En exprimant les racines de T^quation 
«^ — - 1 = 0, en fonctions circulaires , on aura 

-f ^cos— + ir(-^l) sm — j .... + ^cos-^ _. - + ir(-^l) sin \^ ) • 

8i Ton transforme le secpnd membrei au mojen de la relation oonnue 

(cosÄ+/^( — t)9inzy sas cos/2«-f- /"(— ^l)sin/2Ä, 
et qu'on neghge les imaginaires qui^dani le <ät8 äctuel, doivent nöeessai« 



7# 3. 6« Libri^ memoire sur ia th/orie dn nombr§§* 

rement se d^titeire, eti obtiendra 

2K P„ = ÖOS 1-008 hCOB ..t. + OO»— ^•••. + 0OS-^ 



f^i^2{n-^n + um 



nn 



— , Qunn \ 2 m/ •^ m 

= 2 COS Ä -— ; 

m 

et Ia valeur de oette expression sera m ou z4rOf suirant que le nombre — 
tcra Olltier ou fractionnaire. 

11 resiilte de Ia que si Ton prend successivement Ia somme dm pnis* 
<«aiici's //""'" des ^qualions 

jr—i =0, JT* — 1 =0, jr'— 1=0, jt"*— 1 =0, 

Oll aiira Ia somme des diriseurs de i,^ compris daos Im nombres 1^ 2, 
[% .... m .; et oette somme pourra etre repr^ent^e par Ia (brmule 



=:mH 8«n2^« — — j^+8in— - 



S 2 cos ' — == S . 

A=i- >^o ^ s=i 2 sin ^^ 

On troiiTorait de memo quo le nombre des diviseiirs de Af oompr» 
daiis Ia Serie I, 2, 3, • • • • /Tt, est 'dona^ jg^ Texpression 

sin2 (i,-^);i + sin ^ 



*=^-*-' 5^*^ 1 2ny7t _^^--;^+» 



IS 2 — cos — = — SÄ 2 • 



X 

Si 1 ou voulait expriiner Ia somme et le nombre de tous les divi- 
»eiirs de //, en rq>resentdnt par j (n) Ia premiere de ces foncfioiiSt et par 
h{n) Ia seeonde, on aurait 



ß 



■»—"+> ys" 'in Vit 



.<•=« 7=30 ^ 



*/ X ''%'^' '4^ ^ 2/ivfr 



Oll sait quo lorsqiie n est ym oMnbre premier, od a 

\n) = ;2+l; Hn) = 2; -• 

lUNis aiirousdonc, en changeant les Ümites des . variables, les deun e4(iiations 



ß 



2 J^ cos — = — = 1 ; 2 2—008 ~^^— 



» I; 

4|ui wiirerment deu^ propriet^s speciales des nombres premiers. 



x.-rl )"=o ^ ^i.-rl ).=u ^ 
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Oü a vu qu>9 n et m ^tant denx nombres entiers^ la formule 

siii2 (n — TT — ) ft + sin — 

m 

a pour valenr m, si /i est divhible par m, et qu'elte se r^duit a z<h*o 
lorsque oette condition n'eit pas satisfaite* Nous avona demontre de pliift, 
<{ae p etant ud uombre premier, I'expr^^ssion 

1.2-3 (p n + 1 

ne peut devenir uo nombre entler que lorsqi>e p est un nombre premier ; 
eo faiaaiit donc 

Tnz=zpy et /i = t.2,3 {p — I) + 1, 

dauft la formule (21. ), eile se transformora <m) cclle-ci: 

.• o/'ioQ / 4\X4 1.2.3....(p~lH-l\^ , . (i 1 .3....{p^\)+i \_ 
sin2^1.2.3....(p-l)4-l xfr ^-^j'^+-ö«n^ ^ j« 

qui de\ieat /» lors<{ue p est un nombre f>remier, et qui se r^duit a zero 
dans le ras contraire. Ainsi oette formt i^^^ repr^sente exdusivement tou» 
les nombres premiers« Si Ton voulait exprimer analjtiquement la somme 
des nombres premiers compris dans la serie 

öf ß+U + 2, a + Ä — 1, 

<m aurait la formule 

,^, .in2(t.2.3....(a.-t)+l - l :gJbjg=i >-±J ) .+ sin (L13:::.fell2±i) . 

On peut g^neraliser beaucoup ees exptessions, et les appliquer aux 
series periodiques , 'aux fonctions discontioues et u d'autres recherches : 
mais ce que nous en venons de dire sufGt pour le momeot. 

Puisque la formule 

^ j(cos^^-+/-(-l)s.»~) + (cos ^H-/^(-1 «in- ) •••• 

( + ^cos — ^^-— i- + ir(— t ; sm — ^ — I 

a pour Tflteur Tuntfe ou zero, suivaat que -- est un nombre entier ou 

tractionnaire, il s*en suit que le nombre ^V des racines iDeg«jle8 de k tum- 
gruence a plusieurs iuconnues 



xzzb y-d zi=f 
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^(*^ ^y ^> • • • • •^t^O ^^* (mod. in), 
(qua Doiis exprimerons pour abr^gw par ^^O (mod.m)) dras laquello 
on considere poiir x^ jr^ z, « • • • etc. , les yaleurs enti^es 

j ?» c, c + 1, c + 2, d; 

z^e, f + 1, ^ + 2, /; 

terai dobn6 par l'^quation 

/+IC08— f--|-/(— l)sm— ^ .JJL^^y(—i)Hm-^ ^2.]! 

\ ^ 'r* tn / \ *|tt m / 

qiii peut servir daos plosieurs cas a trouver la valeur d^ Tinti^grale definie 

fs? co8^5i£'J'-*-i:J?!£df, 

comme nous le montiferoxis dans la suite« 

De meme la somrae des raoines de la congruence (p :£:- (mod. m)^ 
cotnprises entre les memes limites qiie oelles qui ont servi a determiner 
la^formüle (22*)9.8erä^dQnn^e par rint^grale 

W- ljS^;J....(x+y +*,...+ etc.) . ., o(,.,)y- ^^ ;, . 2(«.t).,«x| 

On pourrait trouyer une infinit^ de formules du mSme genre ; mais 
celles-d suffisent deja pour.notre objet; et meme elles sont trop g^o^ra- 
les, de maniere qu'il faut les particiblariser pMir les appliqueraTeeiacilite 
aux diverses questioBS que nous devrons resoudre. 

Nous observerons d'abord que^ d'apres ce que nous avons dit pre- 
o^emment, ilsuffira d'integrer entre les limites 

m ^=^'X ^s=z y ^=L z =5 • . •• •• • etc#, 
pour savoir si la* congruenpe proposee est ou u'est paa resoluble ; et qu'ensuite 
les imaginaires deyant se detruire entre eax, on pourra oonsid^rer Tintegrale 

24* — X S S..».n+cos~^- + cos--^«...H-cos---^*...+ cos-^ ^^^)* 

au lieu de cetle fournie par Tequation (22.) > et Tint^grale 



25. i TT 2*.... (*+r +*....+ etc.){l+ cg.^ + c« ^ ....+ c«^ 



''* — * ytr» : 



a la place de la formule (23.)« 

(La joite.daitt le cahisr procham.) 
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/. 


log, trof. /•. 


n. 


los:. ^!n. Ar. 


D. 


log. Sönff. Je.. 


D. 


:5,700 


1,31« 1240 70 


4Ji7 64 


i,3<lo :.G-iO 43 


4348 25 


9,909 40B0 73 


10 61 


3.roi 


1,306 swr 3« 


4W7 65 


1,306 «J28A 68 


4348 24 


9,999 4701 34 


10 58 


02 


(R> <»J25 ÜO 


4337 1^ 


00 463U 02 


4^)48 23 


471192 


10 57 


03 


07 AKAm 


4337 68 


06 »»85 15 


4348 22 


4722 40 


10 54 


04 


07 HtjllC 34 


4357 69 


W 3333 37 


4348 21 


4733 03 


10 53 


OS 


08 2938 ti2 


4337 70 


07 7681 58 


4348 20 


4743 56 


10 50 


3,706 


i,3nB 72::i 72 


4337 71 


1,308 2029 78 


4348 19 


9,999 4754 06 


10 48 


07 


09 1C>13 43 


4337 72 


08 6377 97 


4348 18 


4764 54 


10 46 


06 


OdSOSl 14 


4337 73 


09 0*2ü 14 


4348 17 


4775 00 


1)144 


09 


10 0388 87 


4337 74 


09 5074 31 


4348 16 


4785 44 


10 42 


10 


10 4826 61 


4337 75 


09 9422 47 


4348 15 


4795 80 


10 40 


3,711 


1,310 8964 36 


4337 76 


1,310 3770 62 


4348 14 


•,909 4806*26 


10 38 


12 


U 3302 12 


4337 77 


10 8118 75 


4348 13 


Vilii ()4 


10 3S 


13 


U 7639 80 


4337 78 


11 24(36 88 


4348 12 


4820 09 


10 34 


14 


12 1977 67 


4337 79 


11 6615 00 


4348 11 


^7 33 


10 32 


IS. 


U 63ir 46 


4337 80 


12 1163 10 


4348 10 

t 


4847 66 


10 29 


3.^16 


1,313 0653 28 


4337 81 


1,312 S5U 20 


4348 09 


9,909 4857 04 


10 27 


17 


13 499107 


4337 82 


. 12 0859 28 


4348 fX) 


4^(38 21 


10 25 


18 


13 93'i8 89 


4337 83 


13 42()7 36 


4348 fJ6 


4878 46 


10 23 


J9 


14 3(i66 73 


4337 84 


13 8555 42 


4348 0» 


4888 (i9 


10 21 


20 


14 8U(I4 57 


4337 85 


14 2(J03 47 


4348 «M 


4898 90 


10 20 


3.721 


4>316 2343 49 


4337 86 


1,314 7251 52 


4348.03 


9,999 4909 10 


10 17 


22' 


15 6681)28 


4337 87 


15 151KJ 55 


4348 02 


4019 27 


10 15 


23 


16 lOitl 16 


4S37 88 


15 5<»47 58 


4348 Ol 


4929 42 


10 13 


^ 24 


16 5356 04 


4337 89 


16 02f>5 59 


4348 00 


4939 5» 


10 11 


25 


16 9603 03 


4337 90 


16 4643 59 


4347 99 


4M0 66 


10 10 


3.T2f^ 


1,317 4031 83 


43J7 Ol 


1,M6 8901 59 


4347 98 


9,99^4967 78 


10 07 


27 


17 8369 74 


4337 02 


17 3339 57 


4347 97 


4909 83' 


10 06 


28 


18 2707 67 


4337 M 


17 7ti87 55 


4347 96 


4979 88 


10 03 


29 


,18 7045 611 


4.,..5 f»4 


18 2035 51 


4347 95 


4989 91 


10 01 


30 


19 1383 54 


4337 96 


18 6383 40 


4347 94 • 


409992 


999 


^ ^^! 


1,319 6721 49 


4337 06 

• 


1,319 0731 40 


*347 03 


9,999 6009 91 


997 


32 


20 0059 45 


4337 07 


19 5070 34 


4347 92 


5019 88 


995 


33 


20 4397 43 


4337 98 


19.9427 26 


4347 91 


5029 83 


993 


34 


ao 873S 41 


4337 <« 


20 3775 17 


4347 90 


5039 76 


992 


35 


21 1073 40 


433SflO 


20 8123 U8 


4347 89 


5049 68 


9 89 


3.736 


1,321 7411 40 


4338 01 


1,321 2470 07 


4347 88 


9,999 50&9 57 


986 


37 


22 1740 42 


43)8 02 


21 6818 85 


4347 87 


5069 43 


085 


38 


22 6(«7 44 


4338 03 


22 llOG 72 


4347 «1 


6079 28 


983 


39 


23 W2S 47 


4338 04 


22 5514 58 


434r85 


5009 11 


9 81 


40 


23 4763 51 


4338 06 


22U862 44 


434? 84 


5008 92 


979 


3,741 


1,323 0101 57 


4338 08 


1,323 4210 28 


^347 83 


9,999 5108 71 


9 77 


42 


24 3430 63 


4338 fr7' 


23 8558 11 


4347 82 


5118 46 


9 7« 


43 


24 1777 70 


1338 08 


24 2005 94 


4347 81 


5128 24 


9 73 


44 


25 2115 78 


4338 09 


24 72J)3 76 


4347 81 


5137 97 


9 72 


45 


25 6453 87 


4338 10 


26 IGOi 56 


4347 80 


5147 09 


969 


3,746 


1,326 0791 47 


4338 11 


1,325 5049 35 


4347 79 


9,<»9 !^to7 38 


968 


47 


.26 5130 08 


4338 12 


2PU29i 14 


4347 78 


Ö<b7 06 


965 


48 


26 9468 20 


4338 13 


26 4044 91 


4347 77 


C17G 71 


964 


49 


27 38U6 33 


4338 1« 


26 8092 68 


4347 76 


hm\ 35 


OCl 


60 


27 8144 47 




27 3340 43 




6195 96 
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.1,750 


M37 «141 47 


4338 15 


9,917 9940 4» 


€147 78 


9,099 5196 98 


999 


3,75i 


M»MB3 6> 


4338 14 


$^79mi» 


«347 78 


9^909 52115 99 


• 9r 


53 


»timn 


4338 IT 


28 21)35 92 


«347 79 


9215 99 


99ft 


53 


stiiseo« 


433818 


98 6383 68 


4M7 72 


6224 71 


954 


64 


«9 5497 12 


43J8 19 


99U73138 


«347 71 


«894 26 


939 


55 


»OBKSa 


4338 20 


99 1109 07 


4347 79 


6949 99 


OSO 


V5d 


1,390 4179 SO 


4338 21 


1,329 9496 77 


«347 «i 


%909 9259 97 


949 


57 


. 3U8SU 79 


4338 22 


30Sn4 40 


«347 69 


9999 76 


94» 


5S 


31 2849 92 


4338 22 


90 9122 14 


«347 67 


82n29 


«»49 


59 


31 Itm 14 


4338 23 


318469 «1 


4347 68 


629167 


49 


60 


92 1S26 3S 


4338 24 


31 0817 47 


4347 66 


929109 


9 4t 


3,761 


V2 5864 62 


4338 25 


1,332 1165*12 


4347 64 


. 9^530080 


9«» 


62 


«3(K»I2 87 


4338 26 


32 5512 77 


4347 63 


5909 90 


937 


63 


^4541 13 


4333 27 


32 9860 40 


4347 88 


5319 27 


935 


64 


33 «79 40 


4338 28 


33 4218 02 


«M7 61 


5329 62 


934 


65 


34 3^7 GS 


4338 29 


33 8555 64 


4347 6t 


5337 06 


9 3t 


3,766 


M34 7S&S9 


433J30 


1,334 29II3 U 


4347 60 


9^969 5347 27 


930 


67 


33 1894 27 


4338 31 


* 34 7290 84 


4347 50 


935GS7 


929 


68 


3S 62J2 S8 


4338 32 


35 1508 43 


4347 68 


6365^ 


996 


69 


96 0S70 9I 


4338 33 


35 umm 


4347 67 


9375 11 


928 


7t 


36 491/9 22 


«338 34 


36U293 57 


4347 89 


6394 35 


929 


3,771 


r,336 9247 M 


433135 


M36 464113 


4U7 54 


9^999 690157 


921 


72 


37 3SM9» 


4338 16 


98 86BP68 


43%7 94 


6402 79 


919 


73 


17 7924 26 


4338 J6 


S7 3336 22 


4347 53 


541199 


917 


74 


98 2262 62 


4338 37 


Y* 7683 75 


4347 52 


6421 13 


9 14 


75 


38WI100 


4338 38 


»2031 27 


«347 51 


8430 27 


9 13 


3,776 


1,339 0939 38 


4338 39 


1,3» 9378 7« 


4347 50 


9^989 5439 40 


9 12 


77 


30 52n 77 


4338 40 


39 0726 20 


4347 49 


5448 52 


909 


78 


39 9616 17 


4338 41 


39 6073 78 


4347 48 


6467 61 


907 


79 


40 3054 SB 


4338 42 


SPM21 26 


**"48 


5486 69 


909 


80 


40 829100 


4338 43 


49 31(16 74 


4347 47 


5475 74 


908 


3,781 


2,341 2631 43 


4838 44 


9,940 8116 20 


4347 46 


9^909 5494 77 


902 


83 


416960 97 


4338 45 


41 2463 66 


4347 45 


8403 79 


90t 


83 


42 13(J8U 


4338 46 


41 6811 11 


4H7 44 


8809 90 


999 


84 


42SU6r 


4338 46 


42 1158 55 


4347 43 


86U79 


997 


85 


42 998123 


4338 47 


42 5605 99 


4347 42 


6599 76 


994 


3,786 


1,343 4323 Ti 


4338 48 


1,342 9853 49 


4347 41 


9^989 6629 «i 


993 


87 


43 8662 1» 


4338 49 


43 4200 81 


4347 40 


6539 98 


• 92 


88 


44 3000 68 


4338 SC 


43 8548 22 


4347 40 


8547 54 


990 


• W 


44 7339 18 


4338 51 


44 2886 0t 


4347 39 


6569 44 


988 


•90 


46 1677 88 


«138 52 


44 7243 00 


4347 38 - 


6566 32 


996 


3,791 


2,345 6016 20 


4334 53 


1,345 1590 38 


4547 3? 


9^999 5674 18 


986 


92 


46 0354 72 


4338 &3 


44 5037 79 


4347 38 


6583 03 


889 


93 


46 4693 26 


4338 54 


480265 li 


«947 35 


SS9185 


«91 


94 


46 903180 


4338 55 


464632 46 


«347 34 


6C19 68 


979 


9S 


47 3370 3S 


4338 56 


468979 80 


«947X9 


6808 46 


«71 


3,796 


4,347 7708 91 


4338 S7 


1^7 3327 U 


«S47 3S 


9^969 5619 29 


• 76 


97 


48 2047 48 


4338 58 


47 7674 46 


«347 32 


5028 99 


979 


98 


48 4386 08 


4338 60 


48 9H2in 


4347 31 


6635 71 


972 


99 


40 0724 66 


433860 


48 6360 08 


4347 30 


86M49 


970 


3,800 


«9063 21 




49 0716 38 


. 


9969U 





#. Gmdtrmannt fotendal'FimettoneH Tt^. It. 



83 
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log. CeT« ^* 


D, 


log. 9in. t. 


IX 


iw.$«itt JT. 


1> 


3,800 


i^^&mn 


4338 61 


1,318 0716 38 


4347 28 


8^908 5853 a 


868 




i,ym Moi M 


8838 01 


1,349 5063 67 


«347 28 


9^988 M61 82 


887 


03 


80S740 4t 


4338 88 


«8 9110 95 


4347 27 


5610 49 


888 


03 


SO 8079 (J9 


8338 83 


58 3758 22 


«347 38 


5679 1« 


8 63 


04 


51 2417 7« 


4338 04 


50 8105 49 


«347 3» 


5r8*'77 


9r,t 


OS 


51 67S6 35 


4338 68 


51 2452 7« 


4347 25 


5696 39 


860 


3,806 


1,352 lüdS 0» 


«338 68 


M516799 99 


«347 2« 


91,908^704 98 


858 


Qf7 


52 5433 68 


«338 66 


8t 1147 23 


4347 23 


5713 57 


8 57 


09 


52 9772 32 


«338 67 


59 5494 48 


4347 28 


8722 14 


8 55 


09 


53 4110 99 


4338 68 


53 9841fi8 


«347 21 


5730 69 


8 53 


10 


58MI9 0t 


4338 08 


53 4188 80 


«347 20 


5739 22 


858 


3,811 


1,354 2788 3? 


4338 70 


1,353 8536 09 


«3«7 20 


8,808 5747 73 


850 


12 


54 7127 0» 


4338 71 


54 288S29 


«3«7 19 


5756 23 


848 


13 


551465 77 


«338 78 


54 7230 48 


«347 18 


5764 71 


848 


14 


55 5804 49 


«338 73 


55 1577 65 


4347 17 


5773 17 


844 


IS 


50 0143 21 


«339 73 


55 5924 02 


4347 16 


578161 


843 


3>816 


tt^sßunm 


«338 7« 


1^358 0271 98 


«3«yi5 


9^999 5790 04 


8 41 


17 


S8 8B20 69 


«338 75 


56 4619 14 


«347 1« 


57U8 45 


8 39 


18 


57 3139 44 


«338 76 


66 8900 28 


«347 1« 


581)6 8« 


838 


19 


57 7408 20 


«338 77 


57 3313 41 


«347 13 


5815 32 


^36 


20 


58 1836 98 

• 


«338 78 


57 7660 54 


4347 12 


5833 58 


8H 


3321 


1,3S8 8175 74 


«338 78 


1,358 2087 66 


4347 11 


9,990 5831 92 


8 33 


22 


50 0514 52 


«338 78 


58 0354 77 


«347 10 


5»10 35 


8 31 


23 


50 4853 31 


«338 80 


59 0701 87 


«347 10 


5848 56 


830 


2# 


59 9192 11 


«338 81 


59 5f»48 07 


4347 (JO 


5856 86 


838 


2S 


^353092 


«338 82 


59 9390 U5 


4347 1« 


5865 14 


826 


3,826 


1,300 7869 73 


«338 82 


1,360 3743 13 


4347 07 


fl^«l99 5873 40 


8 34 


27 


8123Ü8 58 


«338 83 


611 8119(1 20 


4347(16 


5H8I 64 


8 23 


28 


618547 39 


«338 84 


61 2437 20 


4347 05 


5889 87 


828 


29 


62 0806 23 


4338 85 


616784 32 


4347 05 


5898 09 


830 


30 


62 5225 U8 


«138 86 


02 1131 36 


4347 04 


59U6 39 


818 


3,831 


1,362 9663 93 


4338 87 


1,362 5478 40 


«347 03 


9,999 5914 47 


8 16 


32 


63 3903 80 


4338 87 


02 9825 43 


«3«7 02 


5933 63 


8 14 


33 


63 8241 67 


«338 88 


88 4172 45 


4347 Ol 


5930 78 


8 13 


34 


64 258» 55 


«338 88 


83 8519 46 


«347 (N> 


5938 91 


8 11 


3S 


64 6819 44 


«338 90 


64 2866 46 


4847 00 


5947 U2 


8 10 


3,83» 


1,386 1258 34 


4338 91 


1,364 7213 ¥k 


4346 90 


9^988 585513 


8UB 


37 


65 5597 25 


4338 92 


651661144 


4346 98 


1883 30 


806 


38 


6S993C16 


4338 92 


85IQI7 42 


4346 97 


88^130 


804 


39 


ei6 4275 (19 


4338 93 


88 0154 30 


4346 96 


5fr7t30 


8 03 


40 


688814 02 


4338 9« 


68 480135 


4346 08 


5987 33 


802 


3,841 


1»387 2952 96 


4338 95 


5,386 8948 31 


4346 U5 


9,999 5995 35 


800 


42 


87 72tt90 


4338 95 


88 3395 28 


4346 94 


«113 35 


798 


43 


68 1810 88 


4338 98 


67 7642 19 


4346 03 


601133 


7 97 


44 


88 5980 88 


4338 97 


681989 13 


4346 92 


8019 30 


798 


4S 


89 03Ü8 79 


4338 98 


08 6338 06 


4346 92 


8037 26 


7 M 


3,846 


1,36» 4647 77 


4338 90 


1,369 0682 90 


4346 ül 


9,999 6035 20 


792 


47 


09 8086 75 


4338 98 


69 5039 87 


4346 9U 


«»43 12 


7 91 


48 


70 3325 74 


4339 00 


899378n 


4346 89 


605103 


788 


49 


10 7664 75 


4339 01 


70S723 60 


4346 88 


6058 92 


788 


SO 


712003 75 




70 81)70 55 




61166 80 
11* 
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lt. 


log. der. Ä-. 


D. 


log. Gm. lt. 


D. 


log. San^. Tu 


D. 


3,050 


t,371 W» 75 


4330 (ri 


1,370 8070 55 


4316 88 


8^909 6066 80 


7 88 


3,851 
52 


i,371GI4177 


4330 03 


1,371 2417 12 


4346 87 


8,999 8074 65 


7 84 


72 (NiRl 10 


4339 03 


71 67&; 20 


4346 86 


608249 


»88 


53 


72 5(120 83 


4339 0« 


72 1111 15 


4346 85 


6090 32 


J82 


54 


72 9i59 87 


♦330 05 


72 5458 01 


4346 85 


OJU» 14 


180 


65 


73 3608 92 


4339 06 


72 9804 85 


4346 84 


6105 04 


I78 


3,8#6 


M73 8037 97 


4330 06 


1,373 4161 69 


4346 83 


8,999 61U 72 


7 78 


57 


74 2377 0* 


4339 OT 


73 8498 52 


4346 82 


612148 


7 78 


58 


74 G716 11 


4330 OB 


74 2845 34 


4348 81 


6129 23 


7 7J 


59 


75 1055 19 


4330 09 


74 7192 15 


4346 81 


6136 86 


7.72 


60 


75 5394 28 


4339 10 


75 1538 98 


4346 80 


6144 68 


7 70 


3,861 


1^75 9733 37 


4339 10 


1,375 5885 75 


4346 70 


9^990 6152 38 


7 68 


62 


78 4072 48 


4339 U 


76 0232 54 


4346 78 


6180 06 


7 67 


63 


70 8411 59 


4339 12 


76 4579 32 


4M6 78 


8167 73 


»06 


64 


77 2750 71 


4339 13 


70 8026 10 


4346 77. 


6175 39 


J8S 


65 


77 7088 83 


4339 13 


77 3272 87 


4346 76 


6183 04 


r63 


3,8G6 


1,376 1428 96 


4J39 14 


1,377 7619 63 


4346 75 


9,9i« 6190 67 


7 81 


67 


78 5768 11 


4339 15 


78 1966 38 


4346 75 


6198 28 


7 88 


t>8 


79 0107 25 


4330 10 


78 6313 12 


4346 74 


6205 87 


7 58 


69 


79 4446 41 


4319 16 


79 <«59 80 


4346 73 


6213 45 


7 57 


70 


79 87i»5 57 


4339 17 


79 5<106 59 


4346 72 


622102 


7 55 


3,871 


1,880 3124 75 


4339 18 


1,379 9353 31 


4346 72 


8^900 6228 57 ' 


7 54 


72 


80 7463 92 


4339 19 


80 3700 03 


4346 71 


6236 11 ' 


7 52 


73 


81 1803 11 


4339 19 


80 8016 73 


4848 70 


624382 


7 50 


74 


81 G142 30 


4339 20 


81 2393 43 


4346 88 


6251 13 ' 


7 49 


75 


82 0181 51 


4339 21 


81 6740 13 


4S4I88 


625882 


7 48 


3,876 


1,382 4830 71 


4339 22 


1,382 1(J86 81 


4S4I88 


\m 6286 10 


7 48 


77 


82 9J50 9S 


4339 22 


82 5433 48 


4S4I67 


«^56 


7 44 


78 


83 3489 15 


4339 23 


82 9780 15 


4346 66 


828100 


7 43 


79 


83 7838 39 


4333 24 


83 4126 82 


4348 65 


8288 43 


7 42 


80 


84 il77 62 


4339-*^ 


83 8473 47 


4348^ 


629585 


7 40 


3,881 


1,384 t«16 87 


4339 25 


1,38* 2820 12 


4346 64 


9^989 6303 25 


7 38 


82 


85 0056 12 


4339 26 


84 7166 75 


4346 83 


6310 63 ^ 


f«7 


83 


85 5195 38 


43?0 27 


85 1513 30 


4346 63 


631800 ^ 


f 36 


84 


85 9634 85 


4339 28 


85 5860 01 


4348 82 


6325 38 


7 84 


85 


88 3873 83 


4339 28 


86 0206 6) 


4348 81 


8S327Ü 


7 33 


3,886 


1,386 8US 21 


4338 29 


1,386.4553 24 


434G0O 


0,808 6340 03 


rji 


87 


87S8S2S0 


4330 -«J 


86H8Ü9 8I 


4i346 80 


6347 34 ^ 


7 80 


88 


87 668180 


4339 30 


87 3246 44 


4346 59 


«35464 ' 


7 29 


89 


88 1231,10 


4339 31 


87 7593 03 


4346 58 


63^93 ' 


7 27 


90 


88 5570 41 


4339 32 


88 1939 61 


4846 57 


636810 


7 15 


3,891 


1,388 9988 78 


43^9 33 


1,388 6286 18 


4346 57 


9^888 6376>t|5 


7 24 


92 


89 4248 88 


4^39 33 


88 0632 78 


4348 58 


638388 \ 


r23 


93 


89 8588 39 


4339 34 


89 4970 31 


4346 55 


639092 1 


ru 


94 


00 2927 78 


4339 35 


80 9325 88 


4346 58 


830818 1 


r !• 


9S 


60 7267 08 


4338 38 


80 3672 40 


4346 54 


8405 82 1 


ri8 


3,896 


1,9911606 44 


4339 36 


8,390 8018 94 


4346 88 


9^988 6412 50 1 


ri7 


97 


016915 80 


4339 37 


Ol 23(»5 47 


4346 52 


•410 87 1 


ft8 


98 


92 0385 17 


4339 38 


91 6711 99 


4346 52 


842681 7 


14 


99 


82 4fiM5S 


4338 38 


82 1058 51 


4M6 81 


•43398 1 


88 


3,000 


02 8963 98 




93 5406 02 




044100 
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k. log. (Eof. k. D. log. ein« A*. D. log. Sana« i:. D. 



3,900 


1^02 8963 93 


4339 30 


8,302 6406 02 


4340 50 


9,909 044100 


7U 


3,001 


1,393 33(0 31 


4339 40 


1,392 0751 52 


4346 49 


9^900 0448 20 


700 


02 


03 7i;i'2 72 


4330 41 


93 4098 01 


4346 49 


«46629 


ro9 


03 


94 1962 12 


4339 41 


93 0444 50 


4346 48 


6402 30 


f 00 


04 


9« ^m 54 


4339 41 


94 2790 99 


4346 47 


0460 44 


708 


05 


94U66Ug6 


4339 43 


94 7137 45 


4346 47 


0470 49 


904 


3,90ß 


1,396 S(JOO 38 


4339 43 


1,306 1483 91 


4346 40 


^,989 0483 63 


T« 


07 


05 9339 81 


4339 44 


96 5030 37 


4346 45 


0400 6« 


701 


08 


90 3679 2S 


4339 46 


00 0170 82 


4340 46 


«4«7 67 


700 


09 


90 mi» 70 


4339 45 


00 4523 27 


4348 44 


0604 57 


«0« 


10 


97 2358 10 


4339 40 


90 88G9 71 


4349 43 


«61168 


«97 


3.911 

• 


1,397 0097 02 


4339 47 


1,397 3216 14 


4346 43 


«^989 9689 92 


«9« 


12 


98 1037 ÜB 


4339 40 


97 7662 50 


4346 42 


«626 46 


«94 


13 


00 59170 56 


4330 40 


98 1908 98 


4340 41 


«532 42 


«93 


14 


90 9710 04 


4339 40 


08 0255 30 


4346 40 


«639 36 


«92 


15 


99 4055 63 


4339 50 


00 060180 


4340 40 


«548 27 


«90 


3,9t6 


1^399 8396 03 


4379 50 


1,380 4040 20 


4340 39 


9,909 8653 17 


«80 


17 


1,400 2734 53 


4339 51 


09 0204 59 


4340 38 


6680 08 


087 


18 


00 7074 04 


4339 61 


1,400 3040 97 


4346 38 


0S8693 


«86 


19 


Ol 1413 50 


4339 52 


00 7987 36 


4346 37 


0673 79 


«85 


20 


Ol 5753 00 


4339 5> 


Ol 2333 72 


4340 30 


0680 04 


• 83 


3,921 


1,402 0002 61 


4339 54 


1,4016680 08 


4345 35 


8^080 8697 47 


081 


22 


02 4432 15 


4339 54 


02 1026 43 


4346 35 


«504 2«, 


««1 


23 


92 877160 


4339 56 


02 5372 78 


4346 34 


000109 


«79 


24 


03 3111 24 


4339 50 


02 9719 12 


4346 33 


9607 88 


«77 


25 


03 7450 00 


4339 60 


0(S4ü65a 


«340 83 


9614 08 


«77 


3,926 


1,404 1790 30 


4S39 57 


1,403 8411 78 


4348 32' 


8^889 OOa 42 


• TS 


27 


04 0129 93 


4S39S0 


04 2758 10 


4346 31 


0620 17 


«71 


28 


06 0460 51 


4339 58 


04 7104 41 


4346 31 


«C34 80 


«72 


29 


06 4009 10 


4339 59 


06 1460 72 


4340 311 


6641 82 


«71 


30 


06 9148 69 


4330 60 


96 5797 02 


4346 90 


«648 3S 


«70 


3,931 


1,400 3488 29 


4338 01 


1,406 0143 32 


4346 29 


g|»889 8066 0« 


««9 


32 


00 7827 80 


4339 61 


06 4480 61 


4346 28 


680172 


««7 


33 


07 2107 60 


4339 02 


08 8835 89 


4346 28 


0608 30 


«88 


34 


07 6607 12 


43S9 03 


07 3182 10 


4346 27 


0675 04 


««5 


35 


09 0846 74 


4339 8» 


07 7528 U 


4340 28 


0681 60 


««I 


3,936 


1,408 SlfO 39 


4339 04 


1,408 1874 89 


4346 20 


9,080 0680 32 


«•2 


37 


09 9526 01 


4339 04 


08 6220 96 


4846 25 


0094 9« 


««0 


38 


09 3865 60 


4339 66 


09 0667 20 


4346 24 


970164 


«69 


39 


09 8806 H 


4339 60 


09 4913 44 


4346 24 


97U0 12 


«67 


40 


«12644 97 


4369^ 


09 9869 67 


4316 21 


«714 7« 


«67 


3,941 


1,410 8884 03 


4339 07 


1,418 3606 00 


4846 22 


8^072127 


«88 


42 


U 1224 30 


4339 60 


10 7962 12 


434(122 


«727 02 


«6« 


43 


115603 98 


4339 08 


112298 34 


4340 21 


«734 30 


«68 


44 


U 1003 80 


4339 69 


118844 66 


4340 SK^ 


0740 89 


«51 


45 


12 4243 36 


4639 Kl 


12U880 75 


4340 29 


0747 40 


«48 


3,946 
47 


1,412 8583 06 


4330 70 


l,4i^ 8i36 94 


4340 19 


8^9783 99 


«49 


U 2922 75 


4339 71 


12 9883 U 


4348 19 


«780 88 


«47 


48 


U7202 49 


4339 79 


13 4029 31 


4346 18 


«70006 


•47 


' 49 


14 1002 17 


4839 72 


U 8376 49 


484617 


«773 32 


«46 


50 


14 604180 




84 2721 89 




wmn 

n 


• . 
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4. GudtrmaHn, fotensial-FuHetionm Taf.it. 



k. 


log. 6of. V. 


D. 


log. 0in. !:• 


a 


log. 3Mg. km 


a 


a»^5o 


1,414 6941 90 


4339.73 


1,414 1721 66 


•4146 16 


9,999 6779 n 


949 


3»i>51 


M16 0»! (.2 


4339 74 


1,414 7067 81 


«li6J6 


9^999 6786 20 


«41 


52 


1$ 4621 36 


4S39 74 


15 141198 


«M»15 


«79102 


• a 


53 


IS 8961 Kl 


4339 75 


15 6769 13 


4119 14 


9^9 03 


«19 


54 


16 3yj0 86 


4339 16 


164U96 27 


411» 14 


9806 42 


«99 


55 


IG 7610 «1 


4339 76 


l9 44i»U 


434913 


eBU81 


«11 


3.956 


i,4n i9Ba S7 


4339 79 


1,«§8798$4 


4346 13 


«y999«819 1» 


• 3« 


S? 


17 020 IS 


4339 77 


17 3144 67 


434911 


«9Mb4 


• 34 


58 


It 0659 91 


4339 79 


17 7490 79 


4366 11 


6689 8» 


4 33 


59 


18 4000 69 


4339 79 


18 1836 90 


«346 11 


0917 11 


»31 


6ä 


•8 9339 4« 


4339 79 


18 618100 


43461» 


6943 69 


«1* 


S|96i 


1,419 387$ 2T 


4339 80 


1,419 U629 «^ 


4346 99 


9,999 6^49 91 


«1» 


62 


19 0)19 «f 


4339 81 


19 4879 20 


4346 09 


696613 


»29 


63 


39 9319 87 


4339 81 


19 981128 


431« 09 


6962 41 


• 17 


64 


30ieM68 


«339 81 


10 3S67 36 


4349117 


6969 68 


«2« 


65 


.318699 39 


4339 82 


10 7013 44 


4349 97 


6874 94 


«M 


3,966 


M31887f 13 


4339 83 


1,411 1259 51 


4319 06 


9^999 6881 18 


613 


67 


119718 16 


4339 84 


U 6605 57 


4M6 06 


6887 41 


6 22 


68 


32 4057 90 


4339 84 


lli<96l02 


4346 05 


6896 63 


621 


69 


33 8397 64 


4339 85 


11 5297 67 


4919 04 


6809 84 


«10 


70 


23 2737 68 


4339 86 


119643 71 


4349 04 


9606 04 


»1» 


3,971 


1,423 7077 54 


4339 86 


1,4213099 75 


4349 U3 


9^999 691111 


«1» 


72 


H 1417 4U 


4339 87 


13 8335 78 


4346 02 


0918 39 


• 1« 


73 


94 6757 27 


4339 87 


24168181 


4346 02 


C924 64 


6 15 


74 


tS(K»7 14 


4330 88 


14 71127 83 


434901 


«dS0 69 


• 13 


^5 


95 4437 01 


4339 80 


IS 1373 84 


4349 01 


6816 81 


6U 


3,976 


1,415 8776 91 


4339 89 


1,415 S718 84 


4346 00 


9^919 999193 


6U 


77 


16 3116 80 


4339 00 


160)66 84 


4346 99 


691904 


6 10 


/8 


»7446 70 


4339 90 


16 441184 


4346 90 


e066M 


6 1» 


79 


17 1796 6» 


4339 91 


96 8757 81 


4S4S98 


096121 


•«(• 


W 


17 6136 51 


4339 91 


17 3103 84 


4946 9S 


0967 30 


«9» 


3,961 


1,418 0476 43 


4339 92 


t,427 7449 78 


4345 97 


9,999 9973 39 


«04 


82 


28 4816 38 


4339 93 


29 1196 7S 


4116 99 


9979 40 


6 (»4 


83 


18 9156 29 


4339 93 


18 6141 71 


434999 


9996 44 


«Ol 


84 


19 3106 21 


4339 94 


29 0187 67 


4346 96 


699149 


«Ol 


85 


19 7836 16 


4339 96 


19 48316» 


«146 96 


9907 47 


«00 


3;9e6 


1,430 1176 10 


489G9S 


1,439 9179 57 


4946 96 


M» HNO 47 


5 9» 


87 


3Ü651A05 


4339 96 


J0 3MS 61 


4346 Cl 


1UU9 46 


SS» 


8» 


31 CJ966 Ol 


4339 99 


19 787149 


4345 91 


700 44 


6d» 


89 


31 5195 97 


4339 97 


111117 17 


«346 91 


10114» 


696 


90 


91953194 


4339 99 


1166613» 


4346 91 


im? 16 


591 


3,991 


MM 9975 92 


4339 09 


1,412 0909 11 


4346 91 


9^7033 29 


596 


92 


92 8115 90 


4339 99 


11S255 11 


4346 90 


7U99 22 


69t 


93 


33 »55 89 


4339 <J9 


»969103 


«346 90 


7016 14 


690 


94 


33 6995 88 


4S4ÜOU 


131916 92 


4346 89 


106104 


58» 


95 


34 1»5 88 


4340 01 


13 8292 81 


4346 89 


1U66 93 


689 


3,996 


1,434 5675 80 


4340 01 


1,434 1638 70 


4146 88 


%|909 7(i62'9| 


S9T 


97 


34 9915 90 


4340 03 


34 6894 58 


4345 87 


7089 68 


S89 


93 


3S 4255 93 


4340 02 


35 1330 46 


4345 87 


9074 53 


»86 


99 


35 8595 94 


43490^ 


35 567C31 


4345 86 


7U80 38 


999 


lfm 


36 2935 97 




36 0U82 19 




7086 21 
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X:. 


log. «T« X:. 


D. 


log. Gm* k. 


D. 


log. Sanft, k. 





4,000 


Jy4S6 2935 97 


434004 


1,436 0022 18 


4345 86 


9,999 7066 21 


5 82 


iflOi 


l,4St 737001 


4340 04 


f ,436 4368 04 


4345 83 


9^900 7092 03 


681 


02 


37 1616 US 


4340 06 


30 8713 89 


4345 84 


7097 84 


500 


03 


37 0956 Ü9 


4340 05 


37 3050 73 


4345 84 


7103 64 


678 


04 


38 0296 15 


4340 08 


37 7405 67 


4346 83 


7100 42 


670 


OS 


38 4636 20 


434000 


38 1751 40 


4345 83 


7115 20 


576 


4,066 


fl,4S8 8998 27 


4340 07 


1,438 6097 23 


4345 83 


9^999 7120 OS 


6 76 


07 


30 5316 34 


434(0 08 


30 0443 05 


4345 82 


7126 71 


5 75 


06 


30 7866 41 


4340 08 


39 4788 87 


4345 81 


7132 4b 


5 73 


09 


40 1900 40 


4340 09 


39 9134 08 


4345 81 


7138 19 


6 71 


10 


40 6336 58 


4340 09 


40 3480 48 

• 


4345 80 


7143 90 


6 71 


4.011 


1,441 067C 67 


4340 10 


1,440 7826 28 


4345 79 


0,999 7140 61 


360 


12 


41 5016 77 


4340 10 


41 2172 (}7 


4345 79 


7155 30 


509 


13 


41 9356 87 


4340 U 


41 6517 86 


4345 78 


7160 99 


6 67 


14 


42 3006 98 


4340 12 


42 0863 64 


4345 78 


7166 66 


566 


15 


42 8037 10 


4340 12 


42 5200 42 


4345 77 


7172 32 


665 


4,016 


1,443 2377 22 


434013 


1,442 9555 19 


4345 77 


9^990 7177 97 


564 


17 


43 6717 35 


4340 13 


43 39>Jl) 96 


4345 76 


7183 61 


663 


18 


44 1067 48 


4340 14 


43 8246 72 


4345 76 


7189 24 


5 61 


19 


44 5397 03 


4340 14 


44 2592 47 


4345 75 


7194 85 


661 


20 


44 9737 76 


434015 


44 0938 22 


4345 74 


7200 46 


659 


4,021 


1,445 4077 91 


4340 16 
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39 
40 

4,141 

42 
43 
44 
45 



1,479 6966 44 
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4340 73 
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4140 74 
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83 3688 02 

83 803)91 
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4344 78 


8160 67 


3 67 


4,231 


1,536 5617 36 


4341 U 


1,636 3781 60 


4344 78 


9,999 8164 24 


3 67 


32 


36 9958 47 


4341 11 


36 8120 38 


4344 78 


8167 91 


3 67 


33 


37 4299 68 


4341 12 


37 2471 16 


4344 77 


8171 58 


3 65 


34 


37 8646 70 


4341 12 


37 6815 93 


4344 77 


8175 23 


366 


35 


38 398189 


4341 13 


38 1160 70 


4344 77 


8178 88 


3 03 


4,236 


1,638 7322 96 


4341 13 


1,538 5505 46 


4344 76 


0,999 8132 51 


3 Ci 


37 


39 1664 08 


4341 13 


38 9850 22 


4344 76 


8166 14 


363 


38 


30 6005 21 


4341 14 


39 4194 (» 


4344 75 


8180 77 


3 62 


39 


40 0346 36 


4341 14 


39 8539 73 


4344 76 


8103 39 


3 61 


40 


40 4887 48 


4341 14 


40 2884 48 


4344 76 


»197 W 


360 


4.241 


1,640 9028 63 


4341 16 


1,640 7229 ai 


4344 74 


0,909 82(Ki Öi 


3 59 


42 


41 3369 78 


4341 16 


41 A573 97 


4344 74 


8204 19 


3 59 


43 


41 7710 93 


4341 16 


41 5918 71 


4>4*74 


J«07 78 


3 68 


44 


, 42 2062 06 


4341 16 


42 0263 44 


4344 73 


8211 36 


3 57 


45 


42 6393 24 


4341 16 


42 4608 17 


4344 73 


8214 03 


3 57 


4.246 


1,643 0734 40 


4341 17 


1,642 8952 90 


4344 73 


^.),099 82 IS 'lO 


356 


47 


43 5075 57 


434117 


43 3297 63 


4344 72 


8222 06 


5 66 


48 


43^9416 74 


434117 


43 7642 36 


4344 7'> 


sr.: 61 


3 56 


49 


44 3757 91 


434116 


44 1987 07 


4344 71 


8220 16 


3 53 


50 


44 8099 09 




44 6331 78 




8232 69 
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k. 


log. Sof. A. 


D. 


log. 6in« k. 


D. 


log. %Mi. k. 


D. 


i,ihO 


1.54« aw» <« 


4341 18 


1,544 6331 78 


«344 71 


9,089 8232 60 


153 


4.?>1 


1,S45 2440 i(i 


434118 


IjM^'i «676 49 


4344 71 


9,999 8236 22 : 


153 


S2 


45 bT8l 4b 


4S41 19 


45 5021 20 


4344 70 


8239 75 : 


152 


b.\ 


4ii 1122 tiS 


434119 


45 0365 90 


4344 70 


8243 27 : 


lU 


64 


4ö S463iR 


4341 19 


4« 3710,60 


4344 70 


8246 78 


3 50 


55 


46!«06(n 


464120 


44 8055 30 


4344 69 


8250 28 


110 


4,256 


1.S47 4146 21 


4341 20 


1,547 2399 99 


4344 60 


8^999 8253 78 


140 


57 


47 0487 42 


434121 


47 6744 66 


4344 69 


825r 27 


148 


58 


4B 2828 02 


4341 21 


46 1089 37 


«344 68 


8280 75 


3 47 


^9 


48 7160 83 


4341 21 


48 5434 05 


«34468 


826422 


3 47 


6e 


40 ISU 04 


4M1 22 


48 977S 73 


«344 68 


8267 09 


3 46 


4.261 


1,M0 $85^ 26 


434122 


1,540 4123 41 


«3U67 


8^999 8271 15 


3 46 


6? 


SO 01<)3 47 


4341 22 


49 846R08 


«344 67 


8274 61 


3 46 


63 


10 4534 69 


434123 


50 2812 75 


4344 67 


8278 86 


3 4« 


64 


60 8875 02 


4341 23 


50 7157 42 


«344 66 


8281 50 


S 4S 


65 


51 3217 15 


4341 23 


51 1502 Ü8 


«344 66 


828493 


1 43 


4.266 


1^551 96M 38 ' 


4341 24 


1,551 5846 74 


4344 68 


8,999 8288 36 1 


l«2 


67 


52 1890 61 


4341 24 


62 Olfil 39 


4344 65 


8291 78 < 


1 «1 


68 


52 fi240 85 


4341 24 


52 4536 04 


4344 65 


82a'% 19 < 


1 «1 


69 


63 0682 10 


434a 2;» 


62 8880 69 


4344 05 


829860 


1 «0 

• 


70 


53 4923 34 


4i41 15 


53 3225 34 


«344 6« 


830200 


1 39 


4,271 
72 


1,553 92(14 SO 


43U25 


1,553 7569 98 


«344 64 


8,900 8305 39 < 


139 


54 3606 84 


«34126 


64 1914 62 


«S44 63 


83U8 78 • 


1 37 


■ 4^ 

73 


54 7941 10 


434126 


64 6259 25 


4344 63 


8312 15 - 


137 


m*9 

74 


65 2288 36 


434126 


55 0603 88 


«344 63 


8315 52 ^ 


1 37 


75 


65 0620 62 


4341 27 


66 4048 51 


4344 63 


8318 89 3 


1 36 


4.^6 


1,556 0970 9 


434^27 


1,555 9293 13 


4344 62 


9,999 9^2 25 


135 


77 


56 5312 15 


4341 27 


56 3637 75 


4344 62 


8325 60 < 


1 35 


78 
79 
80 


66 9653 43 


4341 28 


66 7982 37 


4344 61 


832895 • 


13« 


67 399« 70 


434128 


57 2326 99 


4544 61 


8332 29 • 

• - 


1 33 


67 8335» 


434128 


57Ü671 60 


43U61 


833602 3 


132 


4»281 


1,558 2677 ?G 


43U 29 


1,553 1016 20 


4344 60 


8,000 8338 9« 

4 


13t 


82 


58 7018 55 


4341 29 


58 5361» 81 


4344 60 


83«2 26 • 


1 31 


83 


69 1359 84 


434129 


58 9703 41 


4344 60 


83«5 57 • 


1 31 


84 


59 5701 13 


434130 


69 4050 01 


«344 58 


834888 


130 


85 


60 0042 43 


434130 


59 8394 60 


4344 5t 


8352 17 3 


129 


4,286 


1,660 4383 73 


4341 30 


1,560 2739 10 


4344 59 


8,000 8355 46 ^ 


^30 


87 


«0 8725 03 


4341 31 


60 7083 78 


«344 60 


8358 76 ^ 


\ 29 


88 


M3Ü66 33 


4341 31 


61 1426 37 


4344 58 


836204 2 


1 27 


89 


«17407 6« 


4341 31 


615772 96 


«S44 68 


»85 31 2 


las 


90 


«21748 95 


«341 S2 


02 0117 52 


«344 58 


8368 57 


12« 


4,291 


1,569 6000 27 


4341 37 


1,562 44G2 10 


4344 57 


8^000 8371 83 ^ 


1 25 


92 


«3 0431 59 


4341 J2 


62 8806 67 


4344 57 


8375 08 l 


\ 25 


93 


«3 4772 91 


434133 


63 3151 24 


4344 57 


8378 33 l 


\ 24 


94 


«3 9114 23 


4U1 33 


63 7495 80 


4344 56 


838157 3 


^24 


95 


«4 3465 56 


434133 


64 1840 ZI 


«3H56 


8384 81 3 


133 


4,296 


1,566 7796 89 


434134 


1,564 6184 93 


4344 56 


9,000 8388 04 9 


;2i 


97 


«5 2138 23 


434134 


65 tWTO 48 


4344 55 


8391 25 3 


21 


98 


«5 6479 57 


4341 34 


65 487a 03 


4344 55 


8394 46 3 


31 


99 


66 0820 91 


«341 35 


65 9218 58 


4344 56 


8397 67 3 


21 


4,iOO 


66 5162 ^5 




06 35Ü3 13 




8400 68 
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4,300 


1,566 5182 U 


434136 


1,568 3563 13 


«3U54 


6^900 8400 68 


3 19 


4y3Qi 


tfiS6 9So^eo 


434135 


ff,566 7907 67 


4344 5« 


0,918 8404 07 


318 


02 


67 3844 95 


434135 


67 2262 21 


«344 6« 


8407 26 


3 19 


03 


67 81Wi 30 


4341 36 


6« 6596 75 


«S«4 53 


8410 45 


9 18 


04 


66 2527 66 


4341 36 


68 004189 


«644 58 


8413 63 


3 17 


OS 


66 6069 02 


4341 36 


68 5265 82 


«SU 53 


8416 80 


3 16 


4,306 


l,r69 niu 38 


4341 37 


ikS68 9698 3« 


«344 52 


6^899 8419 % 


3 16 


07 


60 5601 75 


4341 37 


89 3974 87 


4344 52 


842.» 12 


3 16 


08 


60 0603 J2 


4341 37 


60 8319 39 


«3U52 


8426 27 


3 14 


09 


70 4234 40 


4341 38 


70 2663 90 


«344 61 


8429 41 


3 14 


10 


70 857i87 


4341 38 


70 7008 42 


4344 61 


8432 51 


3 U 


4,311 


f,|7l 2017 25 


4S4I 38 


1,571 135t 93 


«344 51 


6^999 8435 68 


3 13 


12 


71 7258 63 


434J 39 


71 5697 44 


4344 50 


8438 81 


3 12 


13 


72 1600 01 


«341 )9 


72 0041 94 


4344 50 


844193 


3 11 


14 


12 5M140 


4i4l J9 


72 4386 44 


4344 60 


8445 04 


3 U 


15 


73 0282 79 


4341 40 


72 8730 94 


4344 50 


8448 15 


810 


.4,316 


1^673 46M 19 


4341 40 


1^73 907& 44 


4344 49 


8,909 8451 26 


308 


17 


73 8965 50 


434140 


73 7419 93 


4344 40 


8454 34 


809 


18 


. 74 3306 90 


434141 


74 I7b4 42 


«344 49 


8457 43 


308 


19 


74 7648 40 


4341 41 


74 0iÜ6 00 


«344 48 


8460 51 


^07 


20 


75 1060 8t 


«34141 


7 . 0453 38 


4344 46 


8463 58 


807 


4321 


1,575 6331 22 


434141 


1,575 4767 86 


434« «8 


•,999 8466 65 


906 


•52 


76 0672 63 


«34142 


76 9142 34 


«3H«7 


8468 71 


806 


73 


76 5014 05 


434142 


76 3486 81 


«H4«7 


8472 77 


905 


24 


76 9355 47 


«34148 


76 7831 29 


«344 47 


f475 82 


904 


25 


77 3696 60 


«341 43 


77 2175 76 


41U47 


8478 88 


906 


4,326 


1,577 8036 32 


434143 


1,577 6620 22 


«34« 46 


%990 848190 


909 


27 


78 2379 75 


«34143 


78 0664 68 


4344 46 


8484 93 


903 


28 


78 6721 18 


«3414« 


78 t»M 14 


4344 46 


8487 96 


909 


29 


79 1062 61 


«34144 


78 9553 60 


4344 45 


8400 99 


9 01 


30 


70 5404 05 


«341 44 


79 J898 06 


4344 45 


8484 00 


9 01 


4^1 


1,579 9745 49 


«S«l 44 


1,570 8242 50 


4344 45 


8,990 8407 Ol 


8 01 


32 


60 4686 93 


434146 


80 2586 95 


4344 4« 


8500 02 


tl» 


33 


80 8428 38 


4341 4:1 


8ü 6931 39 


4344 4« 


85<»01 


2.99 


34 


812769 83 


«3«14 


81 1275 83 


4344 44 


8606 00 


299 


35 


81 7111 28 


«3«146 


81 5620 27 


434« «3 


8508 99 


t98 


4,336 


1,581 1452 74 


434146 


1,6819064 70 


4344 43 


9,999 8511 97 


2 97 


37 


83 5794 19 


434146 


82 4309 13 


4344 43 


8514 94 


2 97 


38 


83 0135 65 


434146 


82 8653 56 


4344 43 


8617 91 


296 


39 


83 4477 12 


434147 


83 2997 99 


4344 42 


8620 87 


296 


40 


83 8818 59 


43U47 


83 7342 41 


4344 42 


8623 83 


2 95 


4,341 


1,584 3 16» 05 


4341 47 


1,684 1686 83 


4344 42 


9,99(1 8526 78 


2 94 


42 


84 7501 53 


4341 48 


84 6031 24 


«344 41 


8529 72 


2 93 


43 


85 1843 Ol 


434148 


85 0375 66 


4344 41 


8532 66 


2 93 


44 


85 6184 40 


4341 48 


85 4720 07 


4344 U 


8535 68 


2 93 


45 


86 OSIS 0/ 


434149 


85 9064 47 


434441 


8538 51 


201 


4,346 


1,586 4067 46 


4341 49 


1,586 3408 88 


4344 40 


9^909 8.'i41 «3 


2 9t 


47 


86 0208 94 


4341 49 


86 7753 28 


4344 40 


8544 34 


290 


48 


87 3550 44 


«341 60 


87 2097 68 


«3U40 


8547 24 


2 9C» 


49 


87 789103 


«Ml 50 


87 6442 07 


4344 39 


8650 14 


290 


50 


88 2233 43 




88 0706 47 




8553 04 
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4. Gud ermann, PoUtuial 'ßwtotionen i «j/i U. 





wg. «eo|. K. 


U. 


log. ein. k. 


D. 


log. 2aiig.it. 


D. 


4,350 


t«S6S 2233 «3 


434J 60 


1,580 0786 47 


4344 yQ 


0,000 8563 04 


280 


4»351 
52 
53 
54 
55 


1,5SB 6574 03 


434150 


1,580 5110 86 


4344 )9 


0^099 8555 09 


280 


m (1910 43 


4341 61 


80 9478 25 


4344 10 


8668 82 


87 


iBft257 1M 


4341 ^1 


89 3819 03 


4344 38 


8561 60 


2 87 


»0599 45 


4341 M 


89 8164 Ol 


4344 38 


8664 16 


2 87 


«13940 96 


434161 


90 254)6 90 


49M38 


8r67 43 


987 


4,356 
S7 


1,590 8282 47 


4341 '^2 


1,590 6852 77 


4344 37 


0,900 8670 30 


280 


S12i2Sg9 


4341 32 


Ol 1197 14 


4344 37 


8573 16 


086 


'>8 


M 6965(1 


4341 52 


Ol 5541 51 


4344 37 


8676 01 


386 


59 


011307 02 


4341 52 


019885 88 


4344 37 


8578 86 


286 


60 


92 5648M 


4341 6J 


02 4290 25 


43M90 


8581 70 


004 


4..\6t 


1,502 9090 07 


43415t 


1.5018574 61 


4344 36 


0,990 8584 54 


389 


62 


03 4931 60 


434163 


03 2918 07 


4344 96 


8587 37 


3 8t 


63 


91 8C73 14 


434154 


03 7263 3i 


4344 96 


8590 19 


282 


e4 


01 3014 67 


434154 


.04 1607 68 


4314 35 


8503 Ol 


381 


65 


04 7366 21 


4341 M 


94 50&2 03 


4344 35 


8595 82 


380 


4,366 


1»S96 1697 76 


434166 


0,695 020t> 37 


4344 36 


9^080 8698 62 


280 


67 


96 6030 30 


434166 


06 4640 72 


4344 94 


060142 


279 


68 


06 0380 66 


434^65 


95 898» 06 


4944 M 


0004 21 


2 79 


69 


06 4722 40 


43U66 


116 3329 40 


4944 94 


060700 


37» 


70 


06 9063 96 


43U60 


06 7679 74 


4944 99 


0000 70 


377 


A^n 


1,597 34<)& 51 


4341 &b 


1,597 2018 07 


4344 99 


ObOOO 8612 60 


3 77 


11 


07 7747107 


4341 66 


07G362 4O 


4344 33 


8615 99 


377 


73 


98 2Ü88 63 


4341 56 


08 «I7U6 73 


43H39 


8618 10 


2 77 


74 


<)8 6430 10 


4341 57 


98 5051 i« 


«944 92 


8020 87 


276 


75 


99 11771 76 


434157 


08 0395 18 


4944 32 


0029 62 


2 75 


4,;irG 


1,590 51 iJ i3 


4341 ü; 


1,590 37J9 70 


4344 32 


0,900 aGt!6 97 


2 75 


77 


99 0454 90 


4341 58 


99 8084 02 


4344 32 


8029 12 


2 74 


78 


IjWli) 3?.)6 48 


4341 58 


1,600 2428 33 


4344 31 


863186 


2 73 


79 


(U 8138 00 


434156 


O) 6772 65 


4344 31 


8034 59 


2 73 


te 


ttl ^79 64 


434158 


Dl 1116 96 


«344 31 


8637.32 


3 72 


4,381 


1,601 6821 n 


4341 50 


IjeOl 5461 26 


4944 90 


0,900 0640 Ol 


2 72 


82 


02 1162 81 


434169 


019805 57 


4944 90 


0642 7« 


2 71 


83 


03 5504 40 


43U59 


02 4149 87 


4344 30 


0646 47 


270 


84 


02 9845 99 


434160 


02 8404 16 


4344 30 


8640 17 


270 


85 


03 4187 60 


494100 


09 2898 46 


49U29 


8660 87 


2 70 


4,386 


1,603 85i'' 18 


434160 


1,603 7182 75 


«844 20 


01,900 8663 57 


260 


87 


04 2870 78 


434160 


04 1527 04 


4944 20 


8666 26 


460 


88 


04 7212 39 


434161 


04 687133 


4944 28 


' 866894 


300 


89 


06 1553 90 


434161 


05 0215 61 


4344 28 


8661 «2 


3 67 


90 


06 6805 00 


«34101 


05 4559 89 


«944 20 


8664 20 


367 


4^91 


1,000 0237 21 


434161 


1,605 8904 17 


«944 28 


9^900 8066 96 


2 67 


92 


06 4678 83 


434102 


06 9240 46 


4944 20 


8669 69 


306 


93 


06 8920 44 


4341 62 


06 7592 73 


4944 27 


8672 20 


366 


94 


117 3262 06 


4341 62 


07 1937 UO 


4344 27 


8674 94 


365 


95 


07 7603 66 


«34162 


07 0281 27 


4344 27 


0077 59 


3iG4 


4,396 


1,608 1946 30 


414163 


1,608 0625 53 


4344 26 


0,900 8680 29 


264 


97 


08 0806 OS 


434163 


06 4969 80 


4344 26 


8682 87 


369 


98 


00 0628 56 


4941 63 


00 0314 06 


4344 96 


.8685 60 


309 


99 


09 4970 10 


494169 


09 3658 32 


4944 26 


8668 13 


300 


4^400 


00 03U82 




00 0002 57 




8600 76 
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k. 


log. 6of. Ä:. 


D. 


log. Qtn. K 


D. 


tog. Sans« Ji. 


D 


4,400 


1^0Q§ 9311 82 


434104 


1,600 8002 67 


4344 28 


0,999 8690 78 


2 62 


4,401 


1^0 3663 46 


434180 


1,610 2346 83 


4344 20 


8^008 8603 37 


2 61 


02 


«17901 10 


434184 


10 660100 


4344 2« 


8695 90 


260 


OS 


U 2336 74 


434168 


11 1036 82 


4344 28 


8698 58 


259 


04 


116678 30 


434160 


U 5370 67 


4344 24 


870110 


2 53 


OS 


12 1090 04 


48U60 


119723 81 


4344 94 


0303 77 


tlO 


4.406 


1,812 5361 60 


434168 


1,812 4068 00 


4344 80 


8^909 8706 30 


080 


07 


12 970^34 


434160 


12 841t 20 


4SHt8 


8708 90 


t 50 


06 


13 4014 99 


434166 


13 27605t 


4344 20 


87a 68 


61 


09 


U8366 6S 


434160 


13 710076 


4344 20 


8714 10 


t53 


la 


14 2728 31 


434167 


14 14M 88 


4344 t» 


8716 07 


t«0 


4,411 


1,614 7069 98 


434166 


^4 8789 21 


4344 23 


9g00O8719 2O 


2 57 


12 


til4U80 


434167 


15 0133 44 


4344 2» 


872180 


8 50 


13 


Ift 67SS 31 


434167 


15 4477 60 


4344 22 


8724 35 


2 56 


14 


161094 98 


49U67 


86 882180 


4314 21 


8726 90 


264 


16 


16S438ia 


434168 


10 3160 00 


4344 2t 


8729 44 


254 


4,416 
17 


1»616 0779 SS 


«84160 


1,618 7510 31 


4344 21 


%90O873l9O 


253 


A7S120 0t 


43tt80 


17 1854 52 


4344 21 


8734 66 


2 53 


16 


17 7461 60 


43U88 


17 6196 73 


4344 21 


8737 04 


263 


19 


18 1808 S7 


4SU60 


18 0642 04 


4344 80 


8739 67 


2U 


20 


18 6146 OS 


43U60 


18 4887 14 


4344 20 


8742 00 


2 6t 


4421 

22 


1.619 0186 74 


434160 


1,018 9231 34 


43MtO 


8^990 8744 80 


2 SO 


10 4628 44 


434160 


19 3575 60 


4344 20 


8747 10 


250 


23 


10 9170 U 


434170 


19 7919 70 


434410 


0749 61 


2 40 


24 


20 351181 


4J4170 


20 2263 08 


434419 


r52 10 


2 50 


25 


20 7863» 


434170 


20 66081» 


48441» • 


O7H60 


2481 


4^26 
27 


1,621 2195 28 


434170 


l/m 0052 3t 


434« 19 


6(009 8757 00 


240 


21 6536 91 


434171 


tl 6296 50 


4344 10 


8759 57 


t47 


26 


22 0878 64 


434171 


219610 68 


434410 


r62 0« 


2 40 


29 


22S22U34 


4341 71 


22 308180 


4344 10 


0764 5« 


2 47 


30 


22 9562 06 


4341 71 


22 8320 04 


434418 


8766 90 


2 47 


4,431 


1/123 39(13 TT 


4341^72 


1,623 2673 2t 


4344 10 


9^999 8709 46 


2 47 


32 


23 8246 40 


4341 72 


23 7017 4U 


4344 17 


877198 


2 45 


33 


M2587 20 


434172 


24 1361 S7 


434417 


877437 


240 


^m^^ 


24 6928 92 


434172 


24 5705 74 


4344 10 


0778 8t 


24« 


25 1270 88 


434173 


25 0040 90 


43U17 


r79 20 


2H 


4,436 


1,825 5612 37 


434171 


1,62S 4394 07 


4344 16 


9^990 878170 


243 
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5. Sitrn^ BemeriMnßen in Folge de^ Aitf$aizts Band 8. Heft 2. S. 140. 97 

5- 

Bemerkungen zur hohem Arithmetik. 

In Fol^e dnes Aufsatzes des Herrn Th. Glausen im 2. Hefte des 

8« Bandes d. Joum« S« 140» 

(VoBi Bmm Dr* Siem 20 GottiogeD.) 



Wenn perne in der Ferm 6n^i enthaltene Primz^bl ht, so hat die 
Congmenz jt'eeI (mod.p) immer zwei Wurzeln^ die Einheit nioht mit- 
gerechnet« Nennt man die eh» Wurzel fy so dab P^l (mod«;») ist, so 
findet man Ae andere P durch die Congmenz P^P (mod* p). Die Wur- 
zel/' kann anoh durdi die Congmenz l-f*/+/'^0 {mod.p) bestinmit 

werden, ans weldier/*^— (1+/) folgt« Da femer y^P ts^ »o hat 

vounP^-j. Wie Herr Clausen bemwkf, |Lann immer, wofera 2 eia 
kubischer Itichtrest ist, emeWuragd dwCongruenz x^^\ (mod./^) durch 
die Formel '^'^^±^^^^^Z^ gefunden werden. Daher erhfilt 
naa in dtoem Falle £e andere Wurzel dnrdh & Formel 

(2n+l)(2n+2) 3a _^^^ 

- (/•+l)(a+2) 2» ~ ' 

Setiiman psa + 36' und 4/9 = ^ + 27A% so ist, wie bekannt! 

^ 1 , ^— (2n+l)(2a+2)..,>4i, 

imd zwar muis das obere oder untere Zeichen genommen werden, )e 
nsohdem g entweder in der Form 3/7i-|-2 oder in der Form 3/71 -f-1 
enäialten ist« Statt dieser Formel kann man »uch 

o , ^, _- r(2a+iy(2i.+2),„.(3>»)r 
*• ^S— 1.2....2n 

siMben. Ist m«i 2 em kubisoher Rest, so hat man gr = 2a und zugleich 
(2n+l)^(2;j+2)«.-3ia = ±(/i + l)(/i + 2)««..2/ii folglich kann m die- 

aen Falle a direct bestimmt werden, und zwar hat man 

\ , ^, — (U+i)i2n+2)....3n 

*• ±2o = i.2....ii ^ 

wo ^ potttive oder nßga^e Zeichen giepioinmen werden muEef, je nat^h- 
dem a in der Form 3m+l oder 3m +2 enthalten ist. Die Formel (X) 

CreHe^t loürnal d. M. Bd. IX. Hft. 1* • 13 



98 i* Stern, Bem€rktm$em im Folge da AuJicAtH BmndB.^H^U. S. 140. 

g3t aber nicht bloB in dem besonderen FaUe^ sondern aucb^ wenn 2 dn 
kubischer Niohtrest ist^ und man bat ganz allgemein 2a ^ T2^«ir (mod./^), 
und zwar mub das negativa Zddiien genommen werden^ wenn a und ff 
bmde in der Form 3m-|«t ader in der Form 37n-|-2 aithalten «nd, und 
das positive^ wenn a in der einen ^ ^ in der andern Form enthalten ist. 

Aus der Congmenz l+/+/^ = folgt (1+2/)' =— 3. Nun ist 
o'=— 3A^=(l+2/)^A% MgUch ös + (1+2/)ä oder (1+2/)ö=±36. 
Ist daher 2 ein kubischer Kiabtrest^ so kann andi b direct bestimmt wer^ 
den; nur entsteht die Zweideutigkeit , ob daa paeiti?« oder negative Zei- 
chen genomm«! werden muiiu Bme KhaKche Zweideaftifgkeit hat actum 
6 aufs bemerkt (Comment. de resid. biguadr.). 

Aus ff' = '-'27h^ folgt — 3^ = 81Ä' oder (l+2/)V = 8l*% 
also ist (l + 2f)ff^±9h^ und es kann daher audi k direct bestimmt 
werden I wenn 2 ein kubisdier Niditrest ist^ wie schon Herr Clans en 
bemerkt ha^ nur darf man nicht rergessen^ dafii auch hfer eine Zweidea- 
tigkeit w^en des Zeiehens entstdit. 

Herr Clausen bemeikt femer, dals ^ immer ein kubbdier Rest 
ist» Hieraus folgt, dafs auch h immer ein aoldier ist» Da nun ^ ^ 2a is^ 
so muls auch u ein küblsclier Rest sehi, solnld 2 ein addier ist. bt dfo- 
aem Falle ist j» sa a^ 4- 27 m% dso .«noh m ein kubischer Rest# Aua der 
Formd 2a=±2^.f folgt, dab nbechaupt q ein kubisdier Rest oder Hiebt« 
rest ist^ je nachdem 2**^ das eme oder das andere ist. 



0» C. G. J. Jaeobi, de theortmoiie jtMiano Observation QQ 

6. 

De iheoremate Abeliano observatio. 

(Aact. C. Q. /. JacMf pro£, matb. Regiom.) 



Demonstrant Cl. Abel (ToKIIT. p. SfS.sqq.), designantibus £^, f^f^,B 
functioaes integras Tariabilis jt, atque \\{st) int^rale / yv-jgx = n(ap), 

radioes aequationis algebraicae AUlJ — BW :=i tales fore, ut summa 
2±n(ap), ad omnes illas radieen exteowif a cxieffideiitibiis funotionum U^ 
y omninio non pendelt; quod theorema etiam ad casum generaliorem ex« 

tV(AB) ^ ^^^gi^^t^^ Sy T et ipsis fuoctioDes 
quariibet integras vanabiUs x. Quippe quo casq demonstravit^ summam 
w± rf(.r) g^neraliter expressioni afgebraicae et iogarithmicae ooefIßcieDtium 
fimctionum Vy V aequalem fore. Signa ± singuiis n(jr) in summa as« 
vgnato praefigenda eadem esse dd[>ent atque valorum expressionis AUV. 

Observ'o, theornna facSe extendi ad casum, quo aequatio proposita fit 
AUU^-2BUV'\'CFV^0, designantibtis nirsus A, B, C, S, T, ü, V 

/X CJ tut 

oasu, wfnidem ponitur T^szw — a^ ad quem cssum generalior fecile re-> 
Tocatnr, theorema Abeliannm ita aadit. 

Theorema« ^^Sint A^ B^ C^ S^ Üy V fanelioiies integrM Tanabilis 

raffioes aequationis algebraicae AUU ^IBIJV -^^CVV ^s^Q tales erunt, ut 

ffumraa S±n(jr)9 ad omnes ehis radioes extensa, sit C-f*^ — ^y designante 

\y C quantilatem a coeffidentibus fimotionum U^ V isdependentem ; 

2) r fittiotioiiem algebraioam ooe£&cieiitium functiomun U^ V\ aequalem 

ooefiGd^iti termini — in evdutione expressionis 

s , Av^ er 4- /^ V"(y jp) 

erphitioiie secundum o^nitate« desoeiideatea ^us otf uurtituta) 

3) Is valorem expressionis 

posito xza&tu 
^gna ±9 qiuie in smnma asägnafa lL±\lx srnguEui IK^) praefi« 

genda sunt^ eadem sunt atque valonuB expressioBis ■ ^ ' — •'' 

Pento BasO, hoc fliecNfema inAbelumam abit; demonstraticmi su« 
pwsedeoy cum pro utroque eadem sit» 
Regiomonfi, 14» Mau 1832« 

~~ 13* 
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7. 

Aufgaben und Lehrsätze^ 

entere auüliiKJseD, letztere zu beweisen« 



(Anct Dr. C. /. D. HOl, Lomd. Goth.) 

Tbeoremata. 

1. Aequatio unaquaeque oubioa ad solubile«, quas propo* 
ftuit ceL Abel, pertinet. Data enim aequatione |r* = 3«jr-|-2ß, po- 

»US r — «— P^r»— '^^^ß^ay)^r3—'^y' atqae/.— y^(^+a,oy3' 
inveniehir, calculis rite subductis, haec radix j, =7^» ssffyssfy; m 
que j)^5 =/yi =/'y =/• Aequationis radice« sunt igitur jr, /jr, /^jr, ( 
gtenteßy = J* J^"^^ ®^ consequitur, cum radixji sub forma ö-f-ö,/+a^, j^ 
exprimi potesi, fimotionem quamcunque radioia alteriuft y rationalem, dum- 
modo baec tribiis subnoiatur oonditiombus. alteram dare radioem Vm« 



2. Cum ita de radioibus cubioiB docuimus, alteram per alteram noo 
modo rationaliter sed et p^ ejusmodi iunctionem exprimi, quae ter ito- 
rata hanc ipsam radicem reddet: quaeritur, numne simile quid de radK 
cibus aequationum aliquot superiorum vel saltem biquadraticae^ oum et haeo 
tolubilis Sit, doowi possit? 

Problemata« 

3e ExsiBtentibus a: ekx^ radidbus aequationis 3% 4^ Tel n^ gnAm^ 
limotionem irrationalem R invenire ejusmodi, ut x^ ^ssRjp^ atqvpe JR"^s= ^r sit» 

4. Aequationem 5*^ gradus in aliam mutare, oni tantummodo imi» 
cus opeffidens arbitrarius insit. 

5. Funotionem dati ordinis rationalem (JB) invenire, quae afiquo» 
ties iterata ipsam radicraoi reddet, b. e# ejusmodi, ut BTxssix si^ exsistente 
exponente iterationis n numero iotegro, B^xzsi R(B!^x}9 

6» Quaeritur functio (/r), quae indefinite iterata formam ad expo* 

nentem datam, (ex gr. Z»** == £±|^±^) w^ 

99 9if 9 in fimctionibus ipsius a: simul determinandiB« 

7m Data (uncticme (ff), ^paeritur alia ((p) talis, ut (P(ffx) z=z(px+l 
dt; seu quaeritur funotio, oujus diflSsrentia, pro incremen^o argumenti 
ss^jp — Xf oonstans sit« 

8. Datis limodonibus f et ff quibusvis, quaeritur alia duplids argu* 
menti (p ejusmodi, ut ip(jp, r + 1) s=s (p(/x, r) 4- ff^ «*• 

' 9« Functionem, quae datae cujuscunque indefinities iterata est, 
oundum iterationis exponentem difierentiare« 



7. Ai^gabm und Lehrsätze. 101 

(Von Herro Prof! Guderman?f su Qere«) 

Lehrsatze und Aufgaben, 
10« Zu einem sphärischen Dreiecke A gehören immer drei Nd>en- 
A', A'', A'", welche mit ihm zusammengenommen die halbe 
Kugelfläche ausmachen; die filadien der um diese Dreiedie geschriebenen 
Kreise mögen Ä, JR', Ä", -R"', und die Radien der in sie geschriebenen 
Krekie r, r , r'\ r'" sein. Unter diesen acht Radien finden nun mehrere 
Relationen statt, wovon die bemerkenswerthesten die folgenden sind: 

Setzt man Ä=tangÄ', ß=5tangß^ y=tangÄ% i==tangÄ, und 
«'sscotgr', ß'=cotgr'', /=:cotgr''', ^=cotgr, so ist 

!• (ß+y+*— «) («+y+(J-3) («+ß+^— y) («4 ß H-9) aßyS 

= 4(a3 + y5)(«y + ß^)(ßy+«^). 
Werden also ^ ß« y als bekannt, und $ als unbekannt angesehen^ so ist 
S eine Wurzel dieser Gleichung des fünften Grades* Welche sind die übri- 
gen Wurzeln derselben? 

n. Wenn aus <t^ ß, 7 die Gröfee S bestinunt ist, so finden sich (t\ 
ß', 7^, ^ nach den Formeln: 

«= o » P 2 V ^~ 2 f 0— 2 

m. Wenn drei von den vier GroCsen a\ ß', y^, S^ gegeben sind, 
so dient zur Findung der vierten die Gleichung 5ten Grades: 

(ß'+/+Ä'-«0(«'+>'+^-ßO(«'+ß'+^-70(«'+ß'+/-^^^ 

5= 4(»'ß'+y^O(»Y+ß'*')(ß'y'+a'iO- 

Wddie sind die vier übrigen Wurzeln dieser Gleidning? 

IVm Die vier iibrigen Grolsen finden sich dann nach den Formeln: 

^— ß'+r'+»'-^ . a—^^±r:±±izl. v~f±!±l±Z2:!- ;j_?H:£±2l=£ 

Eine Folge hiervon ist, daCs 



2 

ß+J=«'+y'. 

VI. ß7+«5«ßy+«'^j «y+ß^=«y+ß'^; «ß+78=s«'ß'+y^. 
Vn. ««+2«'ß'+ß«aB/+2y'^'+^ und «e'*— 2«ß+ß'*=y»+2y^+*'*^; 
«•+2«Y-H»t=ß«+2ß'J'+Ä« und «'•+2«y+y'*=ß'*+2ß*+J'*; 
■ 2a'*'+^»=:ß*+2ßy+/ und «'•+2«J4>*=ß'*+2ßy+y'*. 



«• 



Überhaupt können aus drei von den adit GroGsen et, ß, y, ^, «', 
ß't i'y ^ die fünf übrigen, ^nrie auch die Seiten und Winkel , Inhalt und 
Umfang der Drdecke A, A', A", A'" zum Thdl nach sehr dnfiudMn 
Formeln berechnet werden. Nach welchen? 

Wenn c( = ß = y ist, so redudrt sich die Gleidiung fünften Gra- 
des zur Findung von i leicht auf Mne Gleidmng zweiten Grades. Das- 
selbe iSndet Statt, wenn «'s=3':=:y' gesetzt wini« 



102 ^* An^ßtänn und LekrsaUs^» 



11. Wenn die inneni mnkel eines ToHstSndigen q^Srisdieii Yia*« 
ecks ABCDEF (TaL 1. Fig. 1.) mit den Buohstaben ihrer Scheitel A^ B, 
C^ Dy Ej F bezeichiiet^ und durch EG und GF die Nebenwinkd von E 
und F halbirt werden^ to ist immer 

cod-rf + <50»B + co8C + co8Z> SB 4rin-^stii -n- cosG, 

Ferner hatman eos£cosjF— cos^cosFsginCsinDoosCjD^ und ähnliche 
FonoMhi hat man in Bezug auf die beiden andern Diagonalen AB und EF. 
. Die beiden anfgestellten Formeln gelten auch in der Planim^rie^ 
wenn nur in der zweiten 1 für om CD gesetzt wird« Die reciproken 
Satze hierzu sind bekannt. 

12. Wenn drei von emem Pnocte P (Fig. 2.) ausgehende Bogen 
Ton Hauptkreisen von einem vierten in A^ By C geschnitten, und in ihnen 
drei andinre Puncte a^ by c angenonnmen werden, so liegen diese ehea* 
falls in einem flauptkreise, wenn bt: 

. p- sm^C = - ; p ■ sm/iC + . ^ vmABy oder 

snii'6 siDjra ' tinJrc ' 

sin PB . • j^ sio PA • o/-« i sin PC • ^n 

2 =rsm-«t/ = - — -s-smiJC -4-; ^smAB. 

tangFo tang Pa ' tangPc 

Die analogen Formeln der Planimetrie sind bekannt. 

13. Wenn von drei Puncten ./, By C eines Hauptkr^ies (Fig. 3.) 
drei Bogen APy BPy CP von Hauptkreisen gezogen werden, weldie sich 
m P schneiden, and man von denselben drm Puncten noch drei eben 
solche Bogen AQy BQy CQ in anderen Richtmigen zidbt, so gehen auch 
sie durch Einen Punct Q, wenn ist: 

tia PBQ .^ j^^ _ sin PAQ . pp^ , ünPCJ) . j^j. , 

;i^BX«"^^ = SJ^^fx""^^+Ä^ Oder 

1^5^sin^i^= ;^5^rinBPC+i^^ 

taDg()BX Uu^QAX ' taDgC/CX 

Diese beiden Formeln gelten unverändert auch in der Planimetrie, wenn 
nur gerade Linien statt der Halbkrdse genommen werden. 

14. Werden von zwei Puncten M und N eines Hauptkr«^ses (Fig. 4.) 
die BerShmngdinien MAy BtBy JVC, ND an tiaen Kreis auf der Kugel 
ifezogen, so ist immer 

^ aß u' ff 

Dasselbe Theorem gut in der Ebene des Kreises, wenn MNy MAy MB, 
IV Cy ND gerade Linien sind, wovon die vier letztem den Kreis 

Es wird ein eknnentarw Bewen dieser beiden Sitze verlangt. 



(Tod emsm VogeacioDteD« ) 

Lehrsätze und Aufgaben« 
15. Dreht sich ein rediter Wiokel in der Ebene eines KreiBes um 
seinen festen Sdieitelpunct , so ist der Ort der Mitte da- Sehne, zwi* 



7. Auf gaben und Le^sätzel 103» 

«oben soiiMDi Sdienkeln, ein zweiter Krew^ 4eMen Mitteipunot in der MiMe 
zwfmhen dem MittelpuncCe des eveten KreisM uud jenem fetten Puncte U^t. 

16« Bei der EHipse ist das Recliteok unter den beiden Leitstrah* 
Jen, die nach irgend einem Punote 4<^rsefben gQ80||en werden, ^ioh dem 
(Quadrate des halben Durdimessers, welch« mit 4^r Tangente in jenem 
Puncte parallel ist« Findet dieser Satj|s auch bei der B^yperbel statt? 



(Vott dem Herrn Vermessangs-ReTifter IVemtf zu ßtrslsand.) 

Lehirsatz. 
17« Ein Ausdrude der Tfin^ciiite djuttik cum Reihe der Potenzen 
ihrer Logarithmen ist: 

tang^ ass 

logtaDgx M . JLxJ^ixJLx 1 
^^ log2 ll!2' ^ 2]2» "^^ 3!2' ^ 4!2* ^••-J 

/ logtanex yr 1 ,2-fli. 3,3+2! 4.11f|-S! 1 
"•"V lüg 2 /12!2»'*'3:2* ■*■ 412* "*" ö!2* ^'^J 
./ logtapg^- Vr t . 3+24>l , 4.6H-3.34-2! , ^^^^44t+3! , 1 
+V-T;i2~ ) L3!2^ + "^12^+ 5!2» * ^ *-\ 

/loglapgaryr 1 ^ 4-f 3-f 2 +1 , 5.10^^4.6^^3.3^^2! ^ 6.85+5.35+4.11+3! . 1 
+V log2 /L4!2* + ~6!2«~+ G^ * 7!2^? +•"] 
, /logtangarVr i ,5+4+3+B+l , «15+5^0+4.^3.3+2! . 7.174+6.85+6.34+4.11+3! , 1 
+V'15iF"/te+ 612'^^^ + 7!2^ ^ ■ +"^ 8525 +H 

' Es ist 2.B. 175 = 6.15 + 5.10+ 4.6+3.3+21, woraus die ForU 
scfafeitungs-Art dieser Reihen zu erkennen. 

Fiur tangx=s2 ist die Summe der eingeklammerten Reihen ss U 

{Ton AndeieD. ) 

Aufgaben« 

18# Der korpwlidie Lihalt eines abgekiirsten Kegels» dessen Grund* 
flSdien senkreoht aut der Axe st^en und, ^eioh allen Sbrigan auf die 
Axe senkrechten Qnersdinitten» Kreise sind, ist mgeben« Man sudht den 
DurdmMMser der Grundflächen und die Höhe des Kegels für den Fall, 
wenn die Obtarflüche des Kegdbs, sowohl mit Emschlub der |ieiden Grund- 
flädien, ah mit Aussdiluft emer von ihnen, die mSgUdi klemste kit. 

19« Die Erfthrung zeigt, dab auf einem zweirädrigen, oder., auch 
TierrSArigen Wagen, eine qnd dieselbe Last auf gewöhnlichem, unebenem, 
dber festem, und im Ganzen horizontalem Bodei), mit um so geringerer Zug- 
kraft fortbewegt wird, je näher der Schwerpunct der Last dem Boden 
liegt^ auf weldiem die Räder des Wagens fortrollen» Wie ist die^e Er- 
fimrung mathttnatisoh zu erklären? 

20. Der Durchschnitt eme^^ Geläbes mit der Ebene der Oberpche 
der FlSsrigkeiti worin es schwimmt, sei erstlich ebe EHipse und ^wei- 
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teos eine tod swd gleidiQii Kreisbogen ebgeMhloeie&e F^or. Wddie 
Gestalt mufs Sbri|eiis der eingetanohla Thefl des Gefifaee baben^ damit 
es mit derselben OberOBebe des emeetaaehten Tbeib dw m^gfiohat grSfirte 
Last trage, und zwar letztere erstiich mit Einschliib desGewidits deaGe- 
falses, imd zweitens väL Aussddnb fieses Gewidits g e re ch net, von wel* 
diem angenommen wird, dafii dasselbe fir den dngctauehten Tbeil das 
mCsK^ der Oberfladie und das iifMhe des y<duniens betrage, ßr &&a 
über Wasser b^ndlichen Tbeil aber oonstant sei. 

21. Den Punct kkinstar EntCermmg ISr beEebige gegdiene Pimcte 
im Räume, die nicbt in einer und dersdben Ebene liegen, zu finden, 
d«b. dentenigen Punct, yon dessen Entfernungen von den g^ebenen Ptano- 
ten im Räume die Summe ein Ifinimnm ist« Der Ptaiot kleinstar Ent- 
fernung für gegebene Puncto in einer und dersdben Ebene hat die E^en- 
sdiaft, dafii er für alle Puncto, die in geraden Linien dordi ibg und fio 
gegebenen Puncto li^^, und die gleidiweit von ihm entfernt smd, der 
Mittelpnnct der Entfernungen, <k.h. derjenige Punct is^ in weldiem 
sidi zwei auf einander senkrorato Axen sOmeiden, A» so li^en, dals 
die algebraisdie Summe der Entfernungen jener Funeio toq ihnen Hnll 
irt. ^lehrbudi der Geometrie des Herausgebers S. ISO. und Ifkä.) 

22. Den Flädieninhalt einer von geraden Unien umarhlmswen 
F^or ans den Parpen£keln aus einem bdid>igoQ Puncto anf ihre Seüea^ 
und ans den Winkeln zwisdien diesen Perpendikeln zu finden« 

23. Zu untersuchen, ob ein bdidl>i^ Polyeder dnrdi fio Lage 
und Lange der Perpendikd aus einem und demselben Puncto auf X» Sei- 
ten-Ebenen des Korpers unT<rflstandig oder ToUstandig oder uberroUstin- 
d^ bestimmt werde; und im zweiten Falle: ans den g^dienen St S A c B 
den korpwlichen Inhalt des Poljreders zu finden« 

24. Durch -J^ssc,, ?- = c.> ^ = c, etc. 

Ot ^a ^1 

4ij -f" g^ *l ^< •*•• 



Oj -^ O^ -J» Q^ mm •• 

Mnzudrndctti* 

25« Wemi / ^=^f^ eine gegebene Fondion fon x irt, und 
dner der Werdie ¥on x, für wdcb» y den griilsten oder kleinsten 
r^ hat, so aebt bdu(nntlidi (Be Gleicfaung djrssO jenen Werdi x^ 
i^d eliminvt man x^ zwisdiaii den Gleichungen dy. =: und y^ : 
so findet man eine Gleidning, weldie nur n enthalt 



liebe ach wohl ^ Elimination y^nieid^ und & Gleidmng, 
bestimmt, dveot aus y^s^Jx finden? 
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a 

über eine besondere Art von Umkehrung der Reihen. 

(Von Herrn jt. F. Mobius, Professor zo Leipzig.) 



Um beriihmte Problem der Umkehrung der Reihen besteht bekanntlich 
darin 9 daDs^ wenn eine Function emer Grofse .durch eio^e nach Potenzen 
der Gröüse fortlaufende Reihe gegeben ist^ man umgekehrt die Grofiie 
selbst 9 oder auch irgend eine andere Function derselben, durch eine nach 
Potenzmi jener Function fortschreitende R^e ausgedrBckt verlangt» Man 
weifis dab es keines geringen analytischen Sdiarfeinnes bedurfte, um das 
Gesetz, nach wdchem die Coeffipienten der zweiten Reihe von denen der 
ersteren abhängen, aufiEufinden* Ungleich einfocher zu lösen ist folgende 
Aufg^* 

ISM eine Function fx einer Grolse x durch eine nach den Poten« 
zen von x geordnete Reihe gegeben: 

!• fx = a^x + a^x* + Os^ + ^4^* + • . . . 

Man soll x durch eine, nicht nach den Potenzen der Fimction fx, 
sondern nach den Functionen / der Potenzen von x fortgehende Reihe 
darstellen : 

2. ar = bjx + bj{x^) + bj(x') + bj{x') + .... 

Wiewohl diese Aufgabe weder hmsichtliob der Sdiwierigkelt ihrer 
Lösung, noch hinsichtlich ihres Nutzens mit dem erst erwähnten eigrat« 
liehen Problem der Umkehrung der Reihen in Vergleich gestellt werden 
kann , indmn aus dem Werthe von fx noch nicht die Werthe von /(x*), 
/(jr^), • • • • , also auch noch nicht x nach der Formel (2.) «ch berechnen 
lassen, und daher der eigentliche Zweck des Reversionsproblems hierbei 
unerfüllt bleibt, so wird uns doch die Losung dieser neuen Aufgabe zu 
mdireren, für die Theorie der Reihen sowohl, als für die Combinations« 
lehre, nicht ganz unwichtigen Resultaten fahren« 

Die Ebuptforderung unseres Problems ist: die Coeffidenten 6., b^^ 
b^ym. der Reihe (2«), als Functionen der Goefficienten a^, o,, Oj,«.,. 
der Reihe (L) auszudriicken ; und dies geschieht durdi folgende ganz leichte 
Rechnung. Aus (L) flielst: 

Grille*t iMTfisl d. ai. Bd.IX. Hft. 2. 14 
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/(jp*) e c,«« + a.x" + • . , . 

u* s« w« 
man diese Wertbe von f(s^ f{^\ • • • • uncl von /i 
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Da» F<Nrtgattg(igesete der GoSfficIenleik tf e acr Rrihe lii^ am Tage. 
I«t nemlich der Coeffideot von mT 2u besdmmeii, so serlege man dieZriil 
m auf alle mdglioheii Artea in zwei ganze poHtive Faetoren. Jedea di»> 
aer Producte giebt dann em Glied des gesuchten CoeffideDten, indem hhhi 
die zwei Faotoren des Produots ab IndMs der in einander tu mnltqpiiGi- 
renden und b ninunt* 

Da die zuletzt erfaakene Gleidnuig fSr fedtti Werth fod x beste- 
hen mufiS} so haben wiri 

3. < o«b, -f ««*t + ff. ^4 = 0, 
«s*i + ff.*s = 0, 

u. s. w» 
lih jedes 6 nuit HiHfe der vorh ei g e h e nd en A bereohnan ISlst. 
hieraus die einzdnen 6 unabbSagig ron «nander n finden, 
gr9lltot«r Einfachheit willen «,» 1, and es kommt: 



>«t 






*3 = 



— C4 + Ä,ff,, 



's» 



U. S* W« 
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SoboD aus dieteo wwigeii Eotwiokeliuigen i«t hloreidbwd id>zii« 
nehmeo , wie auch die Wertbe der folgendeo b aus a, | a^^ « t. • amsam« 
mengesetzt sein werden« Man zerlege nemlich den Index m ¥oa 6^ at|f 
alle mögUobe Arten in Factoren, indem man m selbst als höchsten Fac- 
tor mitnimmt 9 die Einheit aber weglälst, qnd auch je 2swei Zerlegungen^ 
die sieh nur durah die Folge ihrer Faetoren unterscheiden 9 als zwei rer- 
schiedene betraditet; oder wie man «ich auch in der Sprache der Com- 
binationsl^e kurz ausdrücken kann: Man bilde alle Variationen 
mit Wiederholungen zum Product m. Aus jeder dieser Variatio- 
nen ergjebt sich dann ein Gh'ed in dem Werthe yon b^ dadurch^ daft man 
die Elemente der Variation zu den Indicea von a nimmt^ und dieses Glied 
erhiilt das positive oder negative Zeichen 9 je nachdem die Anzahl seiner 
Elemente gerade oder ungerade ist. 

So sind z, B. alle Yariatiooen zum Product 12: ^ 

12, 2.6, 3.4, 4.3, 6.2, 2.2.3, 2.3.2, 3.2.2, 
und daher 

Die allgemeine Richtigkeit dieses Gesetzes fltefst aus den reeurri- 
renden Formeln (3«) so leidit, da& es fiberflOssig sein würde, uns bei dem 
Beweise desselben aufzuhalten. 

Dieselbai Relationen zwischen den Coefficieuten a und b wurden 
übrigens auch dann erhalten worden sein, wenn man, so wie (I^> und (2.), 
auf gleiche Art die allgemeineren Gleichungen 

mit einander \erglichen hätte. Finden daher zwischen den a und den b 
die Relationen (3.) statt, so ist von diesen zwei Gleichungen die zweite 
eine Folge der ersten, und die erste eine Folge der zweiten, was auch 
im erstern Falle Fx, und im letzteren /r, für eine Function von x sein mag. 

Die Relationen (3.) bestehen, wie man leidit wahrnimmt, auch 

dann noch, wenn man 

fiir Ca, «3, «o •••• iwp* 2"c,, S^aj, V'a^y .... qnd 
für Äa, A3, b^y .... resp. V'b^y yb^y 4^*4, .... 

substituirt, wo n eine beliebige positive oder negative , ^nze oder ge-^ 

brochene Zahl sein kann« Wenn daher 

14* 
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Fx = *./» + 2**./(*») + 3- *,/(•») + .^ 
uild amgekelirt. 

Ton Bodi gtobent Allgemeinheit^ ab Aese, nid folgende swei au- 
Mmmeiigeiiorige CHeidmngen : 

lo iliBeii koimeo die Coefficienten c^^ c^f c^^ • • • • ^ deren umoes 
Primzahlen nnd, nadi Belieben bestimmt werden. Em CoSGBcieDt c, des- 
sen Index eine zusammengesetzte Zahl ist, muls dann gleidh g e n omm en 
werden dem Product ans den Coefiideoten e^ deren Indioes die eiofiM^ien 
Faotoren jener zusammengesetzten Zahl sind ; also C4=scS, e^=sr,«r,, eCc 
Die zwisdien den a-nnd den k OTforderlidien Relationen sind diesriben, 
wie ¥orhio« 

Dm jetzt Tun dieser neoen Art der Rdhen-Cmkehnmg ein aehr 
einlaches Beispiel fA geben, wollen wir 

a, = «i = a, =••..==! 
setzen, also nadi (1.) 

Mm 

/jt = dP + oF^ + jr' +••%• und daher /4r S3 -; . 

Mit dSeaen Werthen yon o wird aber nadi (4.): 

n^a^w«, md daher nadi (2.): 

-- _» ar^ Jc« JC» , X* x'' , x'^ 



X«* 



X»' X«« 



». -: I I , ► . »■ U l .. t 



Blan wird es gewils sehr auffallend finden, dals S& 
dieser Reihe^ andi wenn man sie nodi weiter fortsetzt, keine andern ab 
1, O und — 1 sind» Der Grund dieses meriLwnrd^en Ergebnnses, und 
das Gesetz, nadi welchem die Goeffideoten 1, O und — 1 mit «mander 
ahwediseln, wird sich am leichtesten mit Hülfe der reourtirenden For» 
mdn (3.) eotdeckcn lassen« Indem wir darin ^i, «t» ^s» • •• « ^ 1» 
und nachstdem, dg- ersten dieser Formeln zufolge, auch K^i setzen, 
werden ne: 

l+6.= 0, l + 4, = 0, 1 + Ä. + Ä^ = 0^ 1 + Äs = 0, 
1 + 45 = 0, t + A, + 4,+*6 = 0, l+*7 = 0, n.8.w.. 
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so dafii Sberbaupt, wenn t^» ß, y, ^p ^%%m alle von einander vendiiedenen 
Factoren von m und, man 2suf Bestimmung yon b^ die Gleichung 

hat« Hieraus ist nun 

1) ohne weiteres ersichtUdi^ dals, wenn m eine Primnhl bedeutet, 
1 + ^m = 0) und daher 6» ss — 1 ist. Sei 

2) m ein Product aus zwd einander nicht gleichen Primzahlen « und ß, 
und habe also blols » und ß zu Factoren^ so gilt fSr 6«^ die Gleichung : 

l + *a + */f + Äa^«0, 

mithin 

1 + *a + Ä^ + K^h = *ß . *^ b^ß. 

Es ist aber von den zwei Factoren 1 + ^a i>n^ 1 + ^/y 9 in welche 
sich die linke Seite dieser Gleichung auflösen loht^ nach 1) jeder fiir sich 

= 0, folglich 

(a.) b^ß = ba.bß. 

Ton einer Zahl, welche ein Product aus drei verschiedenen Prim- 

zalUen «, ß, y ist^ erhalt man sämmtlidie Factoren durch Ent Wickelung 

des Products (l+a)(l+ß)(l-f-y)9 und es ist daher 

Setzt man darin^ der Formel (a.) zufolge , statt b„ß , b^^ , bßy resp« b^.bßy 
^•^/9 bß.b^y so kann man die Gleichung auch so schreiben: 

(l + b„Xt+bß)(t + b,) ^ b,.bß.b^-b,ß,, 
und da jeder der drei Factoren der linken Seite dieser Gleichung ssO 
ist, so hat man 

Hiermit lälst sich auf ganz ahnfiche Art zeigen, dali^ wenn i eine 
vierte von o, ß^ y verschiedene Primzahl ist^ 

(c.) b^ß^^ = b^.bß.b^.b^j 
n. 8. w. Nun ist, nach 1), Ä«s=4;j = *y= etc. = — 1, und daher 

und so fort abwechselnd. Wenn demnach m das Product aus mehreren 

einander nicht gleichen Primzahlen ist^ so ist £,» = ±1, und zwar + l>^' 

einer geraden, — i>ei einer ungeraden Anzahl von Primzahlen. 

3) Sei /7i s= a* = dem Quadrat einer Primzahl« so hat m den Factor x, 

und es ist daher 

(rf.) 1 + Ä« + Ä.. = 0, 

folglidi, wegen l-fi.ssO^ 6.t=sO<, 
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'lf f Bben to folgte wenn m c^ «&' isl^ und dbher a und m^ n FMloreo hat: 

1+A« + *,• + *«•«(>, 
miiAaii wegen c), i^t s=:(); und auf gleidie Art corbellety dab iibwhaiipt, 
wenn rn die Potenz einer Primzahl ist , 6^ ss ist. 

4) yfn haben jetzt noch den airgemeinea Fall an untmuchen^ wo 
m aus mehreren zum Theil einander gleichen ^ sum Theil versebiodenen 
Primzahlen zusammengesetzt ist. Set daher m s: «P0^y'. .« «^% also 
Pf 99 ^f • • • • ^ positive ganze Zahlen , von denen wenigstens eine gröber 
als 1 ist* Auch ist darunter der Torige Fall^ wo m ss a^^ als ein spedel- 
ler, mit begriffen. Die Anzahl aller einfachen Factoren, in welche m auf- 
gelöst werden kanu^ ist =/' + y + '• + •••• + «> und werde mit JV be- 
zeichnet. Ich behaupte nun^ dals für ein m yon der angegebenen Be- 
schaffenheit immer ä^s=0 ist, und werde dieses beweisen, indem ich 
zeige, dals wenn die Behauptung für alle Formen gilt, welche m bei allen 
Werthen von IV ^ die kleiner als eine gewisse Zahl M sind, haben kann, 
die Behauptung auch für JV^szM richtig ist« 

SammtUche Factoren von offß^^y''.^..^* sind einerlei mit den Glie- 
dern, welche durch Entwickelung des Products 

(l+«+Ä«+.^.+a^)(l+ß+....+ß^)(l+7+....+/).,..(l+C+-...^ 
erhalten werden^ und es ist folglich 

t.+ ^a + A^ + •• •• + *C +**/»+ *«y + */?y + •••• + ^aßr + • • •• 

wo «S die Summe aller durch die angezeigte Entwickelung entstehendei-s 
Glieder von der Form 6„ bedentet, in denen n dieselbe Beschaffenheit «^ 
wie die vorhin von m bemerkte, hat, nur dab dabei die Siunme der Ex- 
ponenten der Primzahlen nie die Summe der Exponenten p^ 9f '"f •• ^^ « 
im letzten Gliede der Reihe erreidit. Nun sind von den ersten GliederoH 
der Reihe bis mit zum Gliede &a/}/....c ^^^ Indices sSmmtliohe Factoren 
aus den nicht potehzirten Primzahlen «» ßy 7, • • • • ^ zusammengesetzten 
ducts, und es ist mithin die Summe dieser Glieder nach 2) ffir sich asO. 
Wenn fblglich jedes der unter S begriffenen GrUeder =s ist, so nmCs aMctr 
das letzte Glied b p'q ^ selbst ssO sein, wie zu erweisen wsr^ 
Aus dem In* 3) gduodenen ia*ssO folgt daher 

und hieraus und aus 6«« =0: 



jr*^ 
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und Ueram iwd mm ^ «ai Ot 

*•♦/?> *«»/»•> ^-'/Jy» *aV*r* *«V)^ = 0, 
u« •• w. 

lo der Rflilio [1%]» dereii aUgemebes GUed 

sjr bt^ herrM^ demnach da« Gesete^^dafs f&r m^=s i una itir je« 
des m, welches ein Prodnct aus einer geraden Ansah! ron 
einander verschiedener Primzahlen i^t^ der Coefficient des 
Gliedes =1 ist, dafs jedes Glied, dessen m eine Primzahl 
selbst, oder ein Prodact aus einer ungeraden Menge sieh 
nicht gleicher Primzahlen ist, den Coefficient — 1 hat, und 
dafs endlich alle Glieder wegfallen, deren Eitponenten Qua- 
drate oder höhere Potenzen von Primzahlen zu Factoren 
haben. 

Wir entwickelten dieses Gesetz mit Hülfe der recurrirendeo For- 
mdn (3.)« Indessen wird es nidbt minStz sein, hierbei auch den inde» 
pendenten Bestimmungen (4.) Aufraerlnamkrit zu «chenkmi* Oa gegen- 
wSrtig ag=sa3 = a4=etc«= 1, so ist nach den Formeln (4») nnd nach 
dem, was zunächst über sie bemerkt worden: A„,sss — 14- der Anzahl 
der Biinonen oder d w Yariatiociett der zweiten Glaste, — der Anaabl der 
Tenuonen, odsr der Yariationen dw dritten Classe, + u« s. w«, welche 
mit Wiederholungen, zum Produot m gebildet werden könoen« Hieraus, 
und weil die erste Glasse blob aus der Zahl m besteht, mithin die Ao^ 
mM der Unionen =s 1 isi^ fliebt in Verbindung mit dem Wirhergehettdeo 
folgender bemerkeuswerthe Satz: 

Bildet man alle Variationen mit Wiederholungen zu 
einem bestimmten Producte m, und ordnet diese Variatio- 
nen nach Classen, wobei die Zahl m selbst die erste Classe 
ausmacht, die Einheit aber als Factor ausgeschlossen bleibt 
(indem sonst die Menge der Vanationeiär unendKch sein wSrde), so ist 
die Anzahl der Variationen in den geraden Classen der An- 
zahl der Variationen in den ungjBiraden entweder gIeio6 oder 
um 1 gröfser, oder um 1 kleiner alt die letztere, je naeh* 
dem Ton den efnfachen Factoren ron m einige, oder auch 
alle, einander gleich sind, oder m ein Produot aus sammt- 
lich von einander rerschiedenen Primanblen ist, und dann 
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die Menge dieser Primzahlen entweder gerade oder «•« 
gerade inU 

Dieser Satz stellt in naliem Zusammenhange mit dem anaiegen 
Satze ha Variationen mit Wiederholungen zu einer bestimmten Summe m. 
Die erste Classe dieser Variationen hat blols eine Con^leuoDi nämlidi m 
selbst; die zweite Classe besteht aus den Variationen: 

1) OT— 1} 2) m— 2; 3) m— 3; ..•• m— 2, 2; iw — 1, 1; 
und die Anzahl derselben ist ssm— 1; die Anzahl der Variationen der 

dritten Classe findet sich sä ~ ; tt. s« w« ; nnd weil 

SO ist bei Variationen mitWiederhotungen zu einer bestimm« 
ten Summe die Anzahl der Variationen in den geraden Claa» 
sen der Variationenzahl In den ungeraden Classen immer 
gleich, statt dafe bd Variationen zu einem bestimmten Producta die eine 
Zahl bald der andern gleidiy bald um 1 grSlser, bald um 1 kleiner^ ab 
die andere war« 

Die Variationen zu bestimmten Summen sind ni den Sahriften 8ber 
die Combinationslehre zur GmiBge behandelt worden, wahrend über Varia- 
tionen zu bestimmten Produoten, wenigstens unter diesem Namen, iMMsh* 
keine Untersuchungen angestellt sein durften« Gleidiwohl aber ist auch 
von letztem Variationen der Nutzen nicht zu verkennen, wie unter andemt 
schon daraus hervorgeht, dab die Aufgabe : alle VariatTonen der /iten ClasM 
zum Product €i^ß^Y •••• ^" finden, ganz derlei ist mit der Aufgabe; 
/' + 9' + ''*f*«**» Elemente, von denen p Elemente unter sich, f Elemente 
unter «ch, u«s*w« gleich sind, auf alle mögliche Arten |n n verschiedene 
Fächer zu vertheilen« Auf dieselbe Art wt auch cKe Bildung der Jrten 
Classe v<m Variationen zur Summe p oflfenbar nidit versdbieden von der 
Forderung: p einander gleiche Elemente auf alle mögliche Arten in n FS- 
eher zu vertheilen; woraus man zugleich ersieh^ dafii dM Varüren zu ei- 
ner bestimmten Summe als ein specieller Fall des Variirens zu einem be^ 
stimmten Producte betrachtet werden kann. 

Der so eben erhaltene Satz von Variationen zu bestimmten BrcK 
ducten möchte vielleicht einer der merkwürdigsten in diesem nodi nidit 
bebauten Felde der Combinationslehre sein. Obsohon er nun durdi dKe 
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Torhergieheiiden BetracfatuDgmi ganz bündig erwiesen ist^ so ^^iU ich doch 
einen zweiten Beweis, noch mittheilen^ der in höherem Grade, als der vo- 
rige ^ aitf der Natur der Yariationen sdbst beruht , und uns z*jjg|eich noch 
eine andere mit jener verwandte Eigenschaft dieser Yariatione ti entdecken 
lassen wird. 

Sei das Producta zu welchem man Yariationen bilden will, zuerst 
eine Potenz einer Primzahl, also sszoF, yro /i]>1* Irgend eineClasse der 
Yariationen zu diesem Ptoduct wird man erhalten, wen n man die ebenso«» 
vielte Classe von Yariationen zur Summe p entwickelt und die Slementet 
dieser Yariationen zu Exponenten von ei nimmt« So ergiebt sieh z. B« 
die zweite Classe: 

Die Anzahl der Yariationen in der /iten Classe zum Preduct aP ist 
mithin der Yariationenzahl der nten Classe zur Summe p gleich. Da nun, 
wie vorhin bemerkt worden, beim Yariiren zu einer bestimmten Summe 
die Anzahl der Yariationen in den graden Classen der Anzahl der Yaria- 
tionen in den ungraden gl^ch ist, so muls dasselbe auch beim Yariiren 
zu einem Product gelten, welches eine Potenz einer Primzahl ist» 

Werde jetzt die Anzahl von Yariationen zu einem Product m, welche 
resp« in der ersten, zweiten, dritten, .... nten Classe enthalten sind, durch 
-^m 9 ^M 9 ^m 9 •• • • ^m bezeichnot« Sei n die Anzahl der einander stimmt« 
lieb oder nur theil weise gleichen, oder durchweg von einandw verschie« 
d^en* Primzahlen, aus denen m zusammengesetzt ist; also die nte Classe 
die höchste« Sei ferner a eine in m nicht mit enthaltene Primzahl, und 
werden die Mengen der Yariationen zum Product ma nach den versehie« 
denen Classen, deren höchste die (/z-|*l)ftte ist, gleicherweise durch -^m«» 

•BfiMT^ • «.• • '^ma ausgedrückt« Alsdann wird sein; 

ß„,. = 2^^ + 22?^, 

Cfna = 3 fl„» + 3 r« , 



— i 



jy^^ms nJV^ + n.\\,, 

Denn die zweite Classe zum Product mx anriet sich, indem man erstlich 
Jie erste Classe zum Product m, d« it m selbst nimmt , und diesem' das 



'«•t 
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froe Mal a vor-, das andere Mal nadisetat« IKei f^eht 23ss2^« Varia» 
tionen : a, m und m, «• Die fibrigen Yamtioneo der sweiteo Gasse zum 
Produet mm erhalt man aus den Variationen derselben Chsse zum Pro- 
dukt m^ indem man von den zwei Elementen einer solchen Variation^ — 
sie seien /y ^9 und daher /^ = m^ -^ das eine Mal das dne^ das andere 
Bfal das andere mit « verbindet, — also fm^g wiA,f.gu. lade dieser B^ 
Variatiwen gid>t daher zwei, und sfimmtliebe B^ geben 2B^ Varialionett 
der zweiten Classe zum Produol m^i, so dab die Anzahl allw dieser V»- 
rintiotten überhaupt =i!2^w- + 3'^» ^^^ Eben so hdLommt man aus jeder 
der S« Variationen, wie /t^, drei: a.f.ffi /•m^gi /♦^»«ht »nd aus jeder 
der C^ Variationen , wie hJ.k^ wenn hitsssm ist, ebenfalb drei^ nem- 
Keh Aa.i^k, imi^mkf hmi.i^f der C^ Variationen ; folglich u«s«w« 

AdA-en iHv nun ^e ob^en Gleiobungen mit abwedm^ndoo Zei« 
chen und «etwn da» Ag^rpi;««, ^«H awsen Wertbbestimmung wir uns jetzt 
besohlWgw: 

und eben so ^ 

SO kommt: 

Nm» i«t nach dttn Vorigen, und wenn a^ 3» Y» ^ •«•• tou einmi- 
der Terscfaiediwe PMmzuhten bedeuten : S^ßsß 0, folglach, auah S^ß = Q, 

folgfich Sjffiy^B^Of Sj^f^^mO, U)b.S^W« 

fat famer nt eine Primmhl ^s^m^ an sind i9„„ C^^ •»•«ssO, folgr* 

lieh iS.«V^=»l^ iSL^5=-*iS.»~l, •S^^«-^Ä.^=ai, u*s* w.— 

Alles uberwistinmimd^ mit dfln schon oben .au£ andare Weise erfaaUenen 
Resultaten« 

Es bleibMi um daher noch diejenigen Werthe von 3^ zu bestim- 
men fibrtg , btt wdchen m zwa oder mehrere Potenzen von Primzahlen 
zu Factoren hat» Sei zu dem Ende m duie belid>ige Zahl, a eine in m 
nicht mit enthaltene Primzahl, «nd sudien wir aus den Variationen zwn 
Produet m die Variationen zum Produot me^ herzuleiten. Zuerst ist: 

Die zweite Classe zum Produet maf wiri sidi ergeben: 
Erstens aus der erst^ Classe zum Produet /??, d. u aus m aOeni, 
indem wir daraus Variationen von den Formen mei?.»"^ und eCm»'* aUei^ 
ten, wo für 7 aa<^ und nadb die Werthe Q^ lf'2,. ••«♦/»— <1^ und liur /* 
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die WerClie 1| 2^ •••«;» 2U setzen stnd^jeJoch so^ dala unmer f^rsstp. 
Die Ansftbl dieser Variatiooeiiy welche o beüse^ wifti oflfeobar due blols 
Foo p abbiingige Zahl sein« 

Zweitens aus der zweiten Classe zum Product m. Sei nemliefa f. ff 
irgend eine Variation dieser Glasse, also/^ttsiA. Alle daraus fliöbenden 
Tariationen «ind dann von der Form /a^«^«% wo 9^^0^ 1> 2, «««» p; 
rsszO^ 1^ 2fm^.p^ und immer ^-^/-att/» ist« Die Anzahl derselben iHrd 
mithin gleiohiaUs blols Ton p abbfinge% und heilse b^ Eben so viel Varia* 
tiooen der zw^en Classe zu maf" utetäea aber audi ans jeder Ibidem 
Variation der zweiten Classe zum Product m hervorgehen« Die Anzahl 
aller erstem aus den hetzte» entstefaemten Yariationetf kt daher rs^B^ 
und folgVch fiberhaupt: 

2) B^^ = a^^ + *B^. 
Auf gleiche Art werden aHe VaiiatioDen der dritten CSasse zum Product 
m etP aus den Variationen der drei erslm CkMsen tem Produel m sich er« 
gelten 9 und zwar ausr jeder Variathm einer und deraettieB Classe gleicb«» 
viel, so dals wir setzen können : 

wo a'y b\ cf nur von p abhängige Zahlen sind; b* z. B« die Menge der« 
jenigen Variationen der dritten Clasae za meiF, welche aus einer und der^ 
selben 9 gleichviel welcher , Variation der zweiten Gasse zum Product 
m flieftten» 

Eben so wird sein: 

4) D^j> = a^'A^ + A-B^ -f c" C?^ + d^^D^, 
wo fl", Ä'^ c^\ d'^ gleichfalb nur von p abh&ngen; u. 9hf w. 

Bfan addire jetzt die Glelchimgen 1>^ 2^^ 3), ^^ «m sw w« mit ab- 
wechselnden Zeichen^ und man erhalt: 

S^ = (l_a + a'--a"+..«0^m— (*—*' + *'' -...«)B^ 
+ (^/_c'' + ....)C^— (d"— ....)Z>^ + et©« 

Srf nun zuerst m eine Primzahl, so sind -^^=1, ß^, C^, O^, 
...• = 0, und, wie wir vorhin sahen, ^mJ'^Oy folglich nach gegenwär- 
tiger Formel:! — a + ö^ — a''+**.*=3:0, undauch dann noch =0, wenn 
m keine Primzahl ist, weil ö, a% ß", •..• bRA von p abhangen. Mitbin 
ist allgemein : 

f5» 
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Sei 2weiteii8 m einProduct mui zweA Tenoiuedenen Pkrimzablen. so 
werden, B^ auBgmommeD ^ C^f D^^ •••«sO; imd da naelt dem Vori- 
gen auch fiir diesen Fall i^^psO ist, so mufa die von m unabhängige 
Zahl 6— Ä'+V'— ••••=0 sein. 

Eben, so wird bewiesen, indem man m aus drd, riee und mdi- 
rem von einander verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt sein labt, 
daCs auch c' — c^^-f-«««« = 0, u. s. w. Folglich ist allgemein 

was audi m für Mie positive ganze Zahl s^n mag, und unser Satz ist 
somit von Neuem vollkommen dargethan« 

Um den letzt^i Tfaeil diieses Bewdsea noch durch em Baspid zu 
erläutern, wollen wir /> = 2 setzen. Hiermit findet sidi 

C«,, = 3^-1-95^+ 6(7«, 
D,«2= 6J8«+16C^ + 10A,, 

U« 9« w« u« s« w» 

In der That erhalt man aus d» ersten Qasse ssa m^ i.u aus im 
selbst, 4 =^ 4 ^nt Variationen der zweitaa Ciasse zu m«% nemlicht 

TUmd^y ctmTItj mamO^y Cb . ffl Oi % 

und 3 = 3 <^m Variationen der dritten Qasse zu i7ta% nemlidi: 

OT«M»0t, A«l7t«CC, 6S»ft*i7l, 

keine Variationen aber der hohem Glassen zu ma,% indem hierzu eine 
höhere Potenz von a, als die zweite, erforderüoh ist« 

Ist ferner /.^ eine der B^ Variationen, so bilden sich hieraus 
3 von den B^^t Variationen: 

/«•.5'» /.«••% /».^«; 

9 Toa den C^^* Yariatioaen: 

«•,/.^, ff./«,^, «•/.^«» 
/••••^f /«.«.>, /.«.^«, 
/.^.«% /«.^.«, f,g*.ai 
6 To« den l>^«t Tar&rfioiien: 

»•»•/•g, et,f,»»gt /•«•«•^> 
" «»/.IT««» f*«t>g»ct, f.g,ct,», . 
b«iheMB Classen zi> mct*. 
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Ähnficherwdlse lassen sidi auch die GeefBaenteo ven C^y D^, ^... 
in den obigen Gleichungen verificiren. 

Die AnzaU dimer Gleichungen ist immer der Zahl der höchsten 
€Iasse zum Froduct m e^, also der Anzahl aller einfachen Factoren dieses 
Products gleich^ mithin ss/i-f ^y wenn m sich in y einfache Factoren 
auflosen ISlst. Die ^te Gasse ist die höchste ^ welche zum Product m 
gebildet werden kann^ also die höchste^ welche auf der rechten Seite der 
Gleichungen voi^ömmt Sei z. B« wie rorhin p=^2y und enthalte m drei 
einfache Factoren, so redudren sich die vorigen Gleichungen auf fol- 
gende rdnf : j4„^t =: A^ , 

Dma^ = G^m + 1§ C'« , 

Addirt man dieselben mit abwechselnden Zeichen, so werden, über« 
einstfnimend mit dem obigen allgemeinen Beweise, die Coeffidenten von 
^mj 3^j C^ einzehi c= 0. 

Dieses sich Aufheben der Coefficienten von A^y mm. • kann uns 
zur Aufstellung eines neuen Satzes Gelegenheit geben. Denn um anfangs 
nur die GoelBcienten 3, 9, 6 von B^ zu berücksichtigen, so eriiielten wir 
diese Zahlen ab die Mengen von Yariatioliien in d^ 2ten, 3ten und 4ten 
Classe zum Froduct fgot?y wobei jedoch die Elemente /^ ^ niemals in 
einem Factor mit einander verbunden vorkamen, auch ihre Folge, g nach 
/, immer dieselbe blieb« Ziehen wir auf gleiche Weise auch die Gefii- 
cienteu von C^ , D^^ etc. in Betradit, setzen die Potenz von » allgeraeio 
=s/», und nehmen, was hier auf die Menge von Variationen keinen Ein- 
fluls hat, die Zahlen fy g^ .... insgesammt einander gleich, jede =13, 
ihre Menge s=: 7, so können wir den aus diesen Betrachtungen hervorge^ 
henden Satz sdso ausdrucken: 

Bildet man alle Variationen zum Product af'ß^y so je- 
doch, dafs in keinem Factor einer dieser Variationen ß in 
einer hohem Potenz, als der ersten, vorkömmt, und ordnet 
man die Variationen nach Classen, wobei also die fte die 
niedrigste, und A\e P^9te die höchste Classe ist, so ist die 
Anzahl der Variationen iu den geraden Classen der Anzahl in 
den ungeraden gleich« 
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erhalt^ieB 



X^ X* . «^ 



n^ ««f dKf %/U •* I iMi 



d«! 



«» 



• • • • 



lassen sidh dne unudShUige Meoge anderer suminirbarer Rsilien ableiteii^ 
von denen idi hier nur di^nig^i anfohre^ will p Se ihrer 
willen, mir yon Interesse zu sein gesehienen haben« Ourdi Di 
X umd die Reihe 

Hierin ^ negativ genommen, »hlilt man; 

^ * I *P vO Jb I 



und wenn man diese Gleldbung Glied fiir Glied zu der vorigen addfart, 
dann Init 2 dividirt, ubd zoletet y fiir a^ sdireibt: 

1 y y^ y' r! 2l 






• • • • 



Jedes Glied dieser Reihe hat die Form ± ^^ ^ wo m jede un« 

gerade 2^hl ist, die entweder eine Primzahl oder ein Product aus raefa« 
roren versdüedenen Primzahlen ist« Das Yorzeicdien bestimmt sich vrie 
im \'origen naßh der geraden oder ungeraden Menge der Factoren von m. 

Beizt man -^y fiir y, so geht [2»| aber in: 

wo die Glieder einerlei oder entgegengesetzte Vorzeioben mit den gleich« 
stelligen Gliedern in [)•] haben, nachdem m vim der Form 4^4*1 oder 
4/7 T- 1 ist. 

Man addire t^O und [3.}, 4faridire durch Z uwl setse < Gif >-% so 
kommt: 

I i s* ^ x^ z,^ g^ j^ 

Die Nenner und die Vorzeichen sind hier dieselben wie in [2#], die Ex« 
[muenten der Zähler aber =.J(m~-l) oder =^(3m — t), nachdem /n 
i>der der JExponent im Nenner von der Form 4/?-f-l oder ip — 1 ist« 

Naob demselben VerfigJiren, durch wddkes [2^J aus fh^j, und [4.] 
aus \2r\ abgeleitet wiirde, kann pnn aus [4,] eine neue Reihe« aus dieser 
abermals eiue neue, und so fort ohne Ende^ entwickelt werdau« 
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M^ir woUen jetxt in der ReSie [1.]^ von w^ohtir wir mmgeffo^geu 
^ für X uhreSbem^ also: 

JP» X* JT* X*^ . Jf** 



• •-• • 



und dieses Et^ebnils zu [!•] addiren« Hiermit findet äob 

eine Reibe, die sogleiob aus [L] herrorgebt, wenn man alle in (!•] vor- 
kommenden geraden Exponenten verdoppelt« 

Subtrabirt man la.) von fLI. Glied inr GSied« so kommt; 



JP* JP* JC' , X* 



[6.] X — x* = ^p____j — j-—^ — jp-^ 
und wenn man von [h] dhs Doppelte von (a.) abziebt : 

r^ 1 n -ji ^ ^* •** ^' _i_ "** 

In wiefern sieb diese zwei Reiben von [1.] uiiforsobeideni fallt in 
die Augen und bedarf keiner Eroirterang^ 

Eine Transfomaffbn nm noeb anderer Art wird dbdurdi Bewerk« 
stelliget, da& man in [!•], xss r(eo^<p + iüa<p)f wo /=/—!, setzt» 
Bienmt wird 

und man erbfilt, nachdem man für x diese Functionen von r und <p in 
fh] substituirt und bierauf das Moglicbe vom UnmSgliohen abgesondert 
hat^ folgende zwei Gleicbungen: 

[9.] ram<y = t_:,,,^^^,> -^j .a,.^i^;^,. -- etc. 

Eine neue reidifaftlHge Q^dle sinoimrbarer R«iii«i eröffiie woh, 
ireno wir die allgemeineren GleiditHigeD (^) zur Hülfe oebikien. Wer- 
den a,, a«, a,, •.«.&> | gesetsst^ so snd &,ssly 6,=b — 1, 6-=: — 1, 
^4^0, bfisi — t, ^ &:» ly (K ab w* idid matt hat daher aUgemei^ webo 

/jr = Fjp+2--P(Ä')-Jr3»F(*»)-f4».F(«*) + ..., ist: 

Setzt man hierin Fx = « und n^ — 1, so wird 

farss x + |*^+fx* + ..,, s _|og(l_.af), ttüd daher 



^l 



• ••• 
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Setzt man ferner Fx^^mx — x* und /i = — 1, so ¥nrd 

= X — Jjc^ + ^JF^ — •••ü = log(I+^;5 

folglich 

Eben so wie [10.] ist aueli: 

y = 7-»og(i^r) + iiog(i-/)+iiog(i-j^-^)4..... 

imd weiin man diese Gleichung zu [lO.J addirt: 

^+r = -Iog(l-^)(l-j) + ilog(l— a:*)(l--j») + .... 
Älaii setze hierin jps=sr(oos<p + 'Wö<P), ys=sr(co8^ — /sinip), und 
es kanunt: 

[12.1 '2^cos'^ = -^log(l-— 2rcos(p + + |log(l---2r«co!i2(p + r*)+.... 
Aus [10.] 9 [IL], [12.] folgt noch, wenn e die Basis der natSrli- 
chen Logarithmeii bedeutet: 

in.] e- ^ (l_a.)~i(t_ar»)5(l_a^)J(l_a;^)»(l_a:^)-i etc. 

[14.] e*-**= (l+^)a+*T'(l+^r*(l+^T* etc. 
[15.] e^'^^ss (1^2roo8^ + r»)-'(l— 2/-'cos2(p + r^)* etc. 

Man setze jetzt in [2.] ^ statt y, und multiplicire die Gleichung 

mit x^ so kommt: 

. X Ä* a?' a?^ 



.... 



Man hat aber 3 — -ä=Ej^+«' + x*+jp^-f'***» Wenn daher 



"• 1 



• • • . 



Ä, = l, «t = 0, aj=s 1, a^ = 0, 05 = 1, «e==0, etc^ 
so ist 4»=1, 4. = 0, 6,« — 1, 44=0, A^ss — 1, Ac = 0, eto., 
und es ist mithin von den zwei Gleichungen 

fx = Fx + rF(x^) + 5''F{j^)^TF(x'')'^.... 

\Fx = /;r^3V(^)~5V(^)— 7V(^')~liy(^0- 
eine jede eine Folge der andern. Eben ao flieJsen aus [3.] die 

sammengehurigen Gleichungen: 

ifx =. Fx—rF{x') + 5^F(x')'^7^F(jtP) + .,.. 

"*• \fx^ /ar+3V(^)~5V(^') + 7V(arO + llY(x") 
Kimmt man darin Fx s^ x und /i =: ~ 1, so wird 

fx = 4P — 7^ + T^ — •••• ^= arctangjc, 
folglich 

[16. 1 X = arc tangor + i *^^ '^"^g (^') — r^^^ t^og (o?") "+• J arc tang V 

-|- XT a«^ tang(a7**) + . . . • 



'. • • . 
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Die Zahlen 3^ 5^ 7^ 11^ • • • • sind hierbei alle ungeraden Zahlen^ die 
entweder aeibat Primzahlen oder PH>dnote aus verachiedenen Primzahlen sind« 
Jedes Glied, dessen Zahl ein Produot aus einer ungeraden Menge von Prim« 
zahlen und von der Form 4/> — 1, oder aus einer geraden Menge und von der 
Form 4/1 4"^ ^^> ^^ ^^ positire Zeichen, die übrigen Glieder das negative« 
ErwSgt man dabei, dafii, wenn Zahlen, die zum Theil von der 
Form 4;i«4-l, zum Theü von der Form 4;» — 1 sind, in einander multi« 
plicirt werden, das Produot entweder von der ersten oder zweitm Form 
n^ je nachdem die Faotoren der zweiten Form in gerader oder ungerader 
Anzahl vorhanden sind; dais folglich sowohl ein Product v<m der Form 
4/> — 1, welches eine ungerade Anzahl von Factoren hat, als an Product 
von der Form 4/i 4'^ t dessen Factoreuzahl gerade ist, eine grade Zahl 
Facioren, jeden von der Form 4/i-("l haben moCs: so sieht man leicht, 
dafii die CioefiBcienten der Reihe [16.] nichts Anderes sind, als alle die ein« 
zdnen aus der Multiplication 

(t + J)(l-f)(l+f)0 + A)(l-A)(l-iV) etc. 
hervorgehenden Producte, wo die Nenner der Brüche alle ungeraden Prim« 
zahlen sind, und die Brüche das positive oder negative Yorzeidien haben, 
fe nachdem ihr Nenner von der Form 4/9 — 1 oder 4;»-|* 1^ ^* 

Die jetzt erhaltenen Reihen [10.], [!!•], [12.] und [16.] lassen sich 
auch sehr einlach durch Integration aus den vorhergdbenden ableiten, z. B« 
[10.] aus [1.], wenn man [!•] vorher mit x dividirt und mit dx muhi[^idrt. 
Indessen schien es mir zweckmSisiger, statt Integralrechnung ein auf der hier 
vorgetragenen Reversionsmethode selbst beruhendes Prindp zu gebrauchen« 



Den Schluls dieses Aufisatzes mögen einige numerisdie Anwendun- 
gen der entwickelten Reiben machen« Die Reihe [1.] erfafilt, indem man 



— fiir or schreibt, die etwas einfachere Form: 

V ^ 

1 1 1 1 4 r 1 

V V — 1 v'— 1 V* — 1 v^ — 1 ' v*— 1 

Setzt man biwin v=^ 10, so kommt: 

rt^ 1 1 .«• t I - t T J- ' _ 

[17.J 1 ^ = 7 yV VVT ~ T^VV T^ TVTV^V — f • • • 

folglich x%= 1— TT — TTT — ••••» i — A = TT + TTT + ---5 d. !• 

[18.] tV =^ TT "1" TTT + TTTTy^^ TTTTTT + • • • • 

Hiermit ist die doppelte Aufgabe getöset: den Bruch j'^ als 
ein Aggregat von Brüchen darzustellen, deren Zähler =: t, 

Cr^«*f Journal d. M. Dd. IX. Hft. 2* Iff 
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iisd deren Nenner da« eine Mal blofs mit der Ziffer 9^ das 
andere Mal Blofs mit der Ziffer 1 geschrieben werden« Das 
in der einen und andem Reihe herrschende Gesetz geht unmittelbar aus 
[L] harvor« Auch ist, es leidit, sich durch Kechnung 2u nborzeugen^ dafs 
keine der beiden Aufgaben noch auf andere Weise gelöset werden kaou. 

Man setze noch in der fBr — whaltenen ReAe^ t;= 1 + z^^ wo w 

eine un^iiHich kleine Grofse bedeute, so kommt, wenn man in der Ent- 
wid^elung biols die erste Potenz von w beibehält : 



1^1 1 1 1.1 

-r 



• • «^j 



l-|-»w w üw 3iw 5w 6w' 

tol^fkkf wenn man mil; w nmkiplioirt : 

Aus der vns sdbQn bekannten Besebafienheit der Yorzeidien und der 
N^mer dieser Reä^ ersehen wir ohne Schwierigkeit, da& die Reihe sich 
audbi als ein Product aus den Factoreu 1 — i^ t — 3-, 1 — f^ 1 — f^ etc. 
darstellen läCit, wo 2, 3> 5, 7, • • • • die Reihe der sSmmtiidien Primzahlen 
istf . Hiermit vwd : 

Ein Prodnct aus allen BrHchien, deren Nenner dif»" 
sammtliohen Prim;Eah4en sind, und de^ren Zahler um 1 klei* 
ner als die IK^enner sin4, hat daher Null zum Grenzwerth. 
Dieses Resultat ftide<; sich.aupb in Kalev'f^ Introductioj Tom. I. in dem 
l^pitel de seriebw e^ evolutwne factorum ortis,,^277. ExempLI. 

Seta^ man auf gleiche Weise in [13.] or =s 1 — w^ so kommt, mit 
Weglassung der hohem Potenzen von w: 

e^^ = ur\2wf(3w)'.... = w;-'+*+J+- ••2*.3*.... 

Da nun das Product auf der rechten Seite dieser Gl^chung dem 
GKede mit der niedrigsten Potenz von w in der Entwickeluog von e' '* 
gleich sein mufe, und ^-^ = ^•«^"' = ^(1 — lo-^....) ist, somuis gedach- 
tes Product =s; e selbst, aho unabhängig von i^sein« Dieses ist aber nicht 
anders möglich, als wenn — l + i + i+»«*« = 0> wie schon vorhin ge- 
funden wurde; folglich 

[21.] e = 2*.3^5*.6"^.7'.10"^.ll* etc. 

Zieht man demnach aus jeder Zahl, welche eine Prim« 
zahl oder ein Product aus mehreren verschiedenen Primzah« 
len ist, die eben so vielte Wurzel, als die Zahl Einheiten hal, 
lind multiplicirf die aus allen den Zahlen, welche ^roducti^ 
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ans einer geraden Menge von Primzahlen sind^ gezogenen 
Wurzeln in einander, desgleichen die Wurzeln aus allen den 
Zahlen, welche entweder Primzahlen selbst, oder Producle 
aus einer ungeraden Menge von Primzahlen sind: so giebt 
die Division des erstem Products in das letztere die Basis 
der natürlichen Logarithmen. 

Um mich einigermalsen übw die Antiahenmg zu belehren^ mit 
welcher mau auf diese Weise e berechnen kann, bin ich in der Facto-' 
renreihe bis zu 51^^ fortgegangen, und habe damit ^= 2,7258 gefunden. 
Der wahre Werth von e ist =2,7183, nnd daher das Product aus den 

von 53"^^ an weggelassenen Factoren 

2,718J i 

^ 2,7248 "^ I;ÜÖ28' 

Jf^ner sond^bare An^d^uck für ^, und zo^eich eine andere lioefa 
merkwtirdigerf^ Form^, |[%t sich aueh ms [IS.j beileitenKi Setzt man 
darin r= 1 und ^ =3r 2\^, s^ kommt: 

^.co.«^ = (2 — 7eM2^l^)-' (?— 2ces4v^)*:... ae t-'-H^-- (sitfA/^V ^«n t'V^ .... , 
folgGch, weil — 1 + 7+.... = 09 «ntf wtsnff nnatt beideitoeift ^Qnädrat^ 
wurzd aus^ehf : 

[22.] ^«"^ — «!»^/>-*8in2v^*siÄ3^^*sill5A/;*8ll^6^^■•.... 

Nimmt mmt nun hierin yp miendfieh kfeiH, setzt alia^ cos 2 \psät t 
und ün\lj:=4^y sin2\/^ = 2^//, ete. so erfaKlt man, weil .^-*-Hrt* •. — j jui^ 
denselbeu Ausdruck für. e^ wie* vorhin; 

Noch Mgt aus dieser Gleichung, weftw Mfii vM beidt^n Seitev die 
Logarithmen nimmt; 
f23i] cos2^^= — logshiA// +• 1 Ibg«in2 v/^ |- ^ Ibgriti 3 ^// + 1 logsin 5 v/>— .... 

Endlich setze mau in [KJ.], ji?=?1; hierdurch wird arctapgx 
=:arctang(jr')= etc., = f^r, «xr in dt» bekauntett Bbd^nAmg geiiommeii,> 
und damit: 

124.J - = l + ^^- + ^H4--_-~j3-^ + etc. 

eine Formel, welchi^ mit Berücksichtigung, des oben zu [16.] Bemerkte^, 
ganz mit der von Euier in deis^ vorhin angeführten Kapitel' der Intro* 
ductio $.285. gegebenen Fonnd 

identisch ist. 

— II mmmßmmmmmmmmmmm ■ - 
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9. 

'Note sur une theorie generale et nouvelle des sorfaoes 

courbes. 

(P«r Mr« rlucker, piof« des matli* 1 BsrHn.) 



1. Soit 

r^quation g^n^rale du plan n^port^ h, trpis axes coordonn^ qudoonqiies. 
En donnaot aiix coefficiens t^ Uy v ei w des Taleiin oonvenables t*^ u\ 
v' et IV* y Ton pourra d^terminer de position un plan donn^ qoeloonque. 
•^ nonunerai coor donnies de ce plan (coordonn^ planaires) les quatre 
4|iiantit^ t'j u\ y' ei tü'j, Le nombre de ees coordonn^ peut se r^inre 
ii (row si Ton pose Time d'elles^ ohoisie arbitrairemMit^ ^gale ä runit& 
En posaiit 7/; = 1 ^ les trois tsoordonn^es d'un plan donn^ seront les va« 
leurs reciproques et prises aveo le signe eonträire des Samens determin& 
par ee plan sur les trois axes coordonn^s. Dans ce qui va suivre nous 
poserons par pr^£^rence / = 1 ; alors Tinterpr^tation g^m^trique des troii 
roordonn^es restantes n'en deviendra pas moins simple que dans le c^s 
pri^^ent. Dans la discussion g^n^rale des surfaces alg^riques il y aura 
de l'aTantage k emplojw toutes les quatre coordonn^ ensemble« L'on 
obtiendra alors, ii la plaee d'^quations compldtes entre trois variaUeSy des 
^quations homogenes entre quatre variables« L'on peut du reste passer 
iuun^diatement de ees demiSres ^quatioos ci aux premieres et vice versa. 

2. En regardant w,v et u comme ooordonn^ variables, T^quation 

((> (w, v,u)^=sO 
peut Stre dit reprisenter une surface. Cette surfaoe est oelle qui est 
toudi^ par tous les plans, dont les eoordonn^ satisfont a F^piation pro- 
pos^. Le Systeme de deux ^quations pareilles eaustaotes ensemUe ro» 
pnSsentera alors la surface ^^veloppable qiu envdoppe d la foift les dem: 
surfaces, repr^nt^ par ees deux ^quations prises s^arement. 

L'^uation g^n^rale du premier degre entre les trois variables ie% 
t; et 1^ repr^sente un point de l'espace *), et le sjrstSroe de deux ^quations 

^) Pmit to d^montrer, soit 

1^ z-{'uy + vx^w ^=iii 
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pareifleBy esSrtantes tbnvihmMknmtf une Cgne droite pasMot p«r 9eiix 
tob praits« 

L'^quation g^^rale du seoond degr^ represente In siirfiHMi d^ k 
Mcoode okune (je me sen ioi de la di^nominafion introduite par M# Gerw 
gönne) qni sont aiwn du seoond ordre ^ et oomme cas partioidiera,, des 
syBtdmes de deux points, qui peuvent deyttiir imagmairea, ou.eokirider 
0« passer ik rhifini» Dans le oas de deux points r^els, on peut leur siib« 
stitoer la Ugne droite joignant ces deux points et termin^ en eux^ et 
puM regarder eette ligae droite oonune la limite^ d'un ellipsoide par exem*^ 
ple^ dont deux axes^ le troisieme restant le mSme, diminuent sans oesse. 
Cest seulement se serrir d'un autre mot pour exprimer la mißme ehoiie. ' 

Je n'entrerai ici dans aucun d^t&il ocmime je Tai feit dans la pre« 
miere parde du second voIume de mes ^^ D^velöppemens '' piur rapport 
aux constructions ii deux dimensioDS« U est evident ^ qu'en introduisant 
Ics ooordonn^ nouvelies, Ton redoublera par lA meme les moyens de 
demonstration* L'on verra ais^ment que y quant ä la facilit^' des d^mon» 
atrations^ l'avantage sera tantöt du cot^ des coordonn^ vulgaires^ tantdt, 
et ph» sonvmit peut ötre^ du oot^ des coordonn^ planaires. 

3* Dans la note, qu'on va lire, je me suis propos^ de fidre r^r- 
tir la liaison ^ qui existe entre les deux syst^mes de öoordonn^es^ planai- 
ns et vulgaires. Pour mon but aetuel^ au lieu de suivre nne marche 
directe^ j'ai pt4i4r6 de d^duire ainsi la nouvelle ih^rie des surfaces de 
Celle qui repose sur la consid^ration des coordoon^es des points et qu^ 
par les g^ometres modernes a re^u de si beaux d^eloppem^is» 

Seit 

1. F(gyyyx) = 

r^quation d'une surfaee donn^ qudoonque» L'^quation du phn tangent 



reqaation g^a^rale da plan , u, v ei w indiqaaDt trois coefficieiis iad^termiii^s« P»* 
•OM P^uatioo de conditioD suivante: 

2. e + c'»-|-c"tf+ii; = 0, 
sa d^aigBaat par c, €^ tt V' troia aaanütea doonees. L^oo a ^galaineBt 

z'+y^u+of'v + w ssO, 
(^; y, af) Aant nn pioint qi^elcon^ue dv plan (tJ). Maia cette ^natiofi ajrant abao- 
lameoi la aiima forma qae r&jaaüoii (SL), Ton eo coodsra qo^an poona piandra 

zsse, jr SS t/, üp isz €^. 
Dose par T^valaoa (2.) le plaa (1») est aaaaletti 2i la edndidoa de pasaer par im poi»t 
doaa^, doat les coordono^es aont c, ^ et e^« Ceat pr^dn^eat ce poiat que repr£* 
aeate l^i^qaeiioa (2»)» loraqu^on j regarde w, i; et u tommm coerdeoa^ pknairea et 
TarÜlee. 
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qiie nou8 ftupposons obtenue par r^lhniiitfKöil äe ä, ir ^ x entM Im miitffi 
^quations (!•) ^ (2*) et qui par eonsequent repr^ntera, ab» qua (1.)^ 
la surface donn^« 

IN Ol» aurioM pa, «i suivaDt iin^ ibarcb« mvene^ partir de lequa- 
tion (6.)^ qui bobtient imm^atement^ si Tod d^Teloppe la dieorie daa 
surfaces dans le sjstöme des doordonii^ea planiirea* 

lion yoit que les relations enfa« lea ooordomi^ i » y» «^ et i/v ''> ^ 
toient parfaitement r^dpfoqoMm 

5. Dana ee nmtt^ nM» Aoitt proposona de d4tetom>er lea rela«^ 
tions qui existent entre lei doel&ciena difi^rentlds Moonds de s par rai»- 
port A y €« ar et tWJt tfe tp pat rappört i u ettf. l^oM pqseNMis diAwd 
poiir abr^g^ 

d*z «'** _^ d'** ^^^it ^^ C d'>*'_y 



Si res* diffi^reaitie les deitt ^atimn: 

sueoesnreBient pair vapport ä y aei^ en regardant x o e asla nty ef par rap-» 
port i\ JT scfiil, ^1 r^gardant y ODnstattt^ l'en obtiendn^: 

du du rft> ^ «^^«^ 

dy' rfjf «fy' dae 

Si l'en diffi^rentie, sous le nieme pomt de rue^ r^quation: 
Ion trouvera^ en regardant Q comme fonetion de 1/ et t;: 

ou ce qui reyient au mSme: 

2. 7^ + 5r = 0. 

En operant de la mSme mMiere sur T^quation suivante 

Tob panriendra aia deux /quarions suiran^f^ ; 

3. 1 - flr — Ärf = 0^ 

. n est ^rident* que Time queIconq«i^ des piatre eiftiatiom (!•) - (4.> 
sait eonqjort^e par les trois autres, «ar, ^w^quations (l.) et (3.), et tau 
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iipaiSam (2.) et (4.) ^aoooifdeiit k donaer 
kftiit eefai foB obfSent tSe/ksaskU 






^«771::;='» 



r 
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rf — ** > 

n Jen bon de ramarqaer aussi J'^ "* 

9* En diiffi^iitiaiit de noinreau les ^quatknis (1.) — (4.) sueoee« 
uFement par rapport a y et x^ en regardant R, S elk T oomme fonotions 
de IT et t/f ; et 21 et v coxnme fonctioos de jr et ^^ Ton obüendra des ^qua« 
tioDi^ qui senriroDt 'h d^terminer lea qpiatre ooeffideiui diflfiSrentieb parlieb 
du troineme ordre^ de w par rapport ä u et v^ au mojea des ooeiffioieiis 
diffiSrentieb du troineme et du seocmd ordre ^ de z par rapport ^ y et ar« 
Bn adrant la nidme marohe, Ton pourra continner aioai ä Tokmt^ Üb 
smiple ohangemttit de lettres suflBra alon, pour exprlmer^ r&^iproquemeii^ 
tout coefBcient diflPi$rentiel partiel d'un ordre queloonque de z par rapport 
ik y eit X eo fonction des ooeffioietis diflR^rentids partieb du mSme ordre 
et des ordres iuförieursy iDdasivemeDt le seoond, de w par rapport ^ ii et t;* 

Dans oe qui smimi j'^elttroirai par quelques exemples rapplioatkm 
de oe qui pr^cede. 

7» Theorie analytifue nouvelle des surfaces dSveloppables et des 
mürbes a double courbufe. Soient 



} 



f{w, V, ii) = 0, 

les ^quations entre les eoordonn^es nouvelles de deux surfaces donn^ 
queloonques« Si Ton choisit les trois coordonnees w, v et u telles, qu'el«« 
les satisfont en ni£nie tems aux deux ^quations ptopos^, od aura les 
coordonn^ d*un plan, qui toudie ä la fois les deux surfaces donn^es» 
Tous les plans aindi d^termin^ en^elopperont une surfaee d^^eloppaMe et 
circonscrite A ees Siemes aurfaces. L'on peut donc dire que le systdme 
des deux ^quatioos (!•) reprisente une surfaee ddveloppable. H en r^ 
siilto que le plan, qui, dans son mourement^ envel<^pe une teile surfiM^e, 
ne peüt paisw d'une ^ontiom qu^lconque k une «titre qua dans an 



imiciue i d^termine: et o'est eo oda ^TidraiiiieBt que ooMiBta ie cmhmh 
tere des stirfaoes d^elo^^les« 

Sa Ton ^findne t; entre les dem ^quations (L)^ fl vimdra: 

oa bieD^ sl l'en j met pour o et tileun Talaun (—7) et ( — /»): 

8i de eette ^quation enfin ob fait ^^araitre^ ptr h dffiSrenttatioiii b 
fonotion inooBnue^ dengn^ par ^^^ fl yiendra . 

C*Mf r^fuation des surfaces divtloppables donnie pour la premien fois 
par Euler. Je ne orois pas qa*il j ait une marehe plus dHreote^ d'ypafw 
Tenir^ qiie la pr^o^eote« 

8. Soieiit, en seoond Ken 

/(r, y, x) = 0, 
les ^<;>]atioiui9 entre les eoordomi^ Tulgaires, de deux siirfaoes donii^ 
quelconques« Le Systeme de oes ^quations repr&iente rinterseetion des 
deux surfaoes^ eourbe, en j^n^ral) k double oourbure. Eu ^Kminant z 
entre les deux ^quations propos^^ fl Tiendra 

cm bien, en substituant: 
et de b\ on tire: 

Cest VSquation des courbes ä double courbure, dans le Systeme des ceor^ 
donnäes plänaires. * 

Aoalytiquement parlant, une snrihoe d^veloppable ne doit dtre re- 
gardee oonune une surfaoe que dans le sjrst^me des eoordtnui^ mlgai« 
res^ et non pas dans le sjrst^me des ooordonn^ nouvelles^ paroeqne' dans 
CO dernier sjsteme-oi une teile surÜEMe ne peut £tre re p r^ s e nt^ ^ qn'an 
mojen de deux ^quations simultan^« Pareillement une oourbe ik deuMt. 
courbure ne doit nullement Stre rang^ parmi les surfaces dans Ie sjstdaie 
des ooordonn^ vulgaires^ parceque deux ^quations rimultan^ j sont 
exig^es pour la representer. 

Mais dans Ie Systeme de ooordonn^es planaires une oourbe lü double 
courbure doit Stre plaoee parmi les surfaces: eUe y est repr^ent^ oai^ 

CteUe't iMuriMl d. M. U. a. Hi.2. 



130 9- P lücker, note sur une Ih/orie mouveiie des sur/aees, 

qoi satiftfieut ä l'^quation (4.) repr^entera um teDe waAot* 

L'od peut eneore remurquer la pwtlldlitiiie suivaiit entre ime mr- 
Cbm» d^veloppable et une oourbe A doidile oourbure« L'une est touob^ 
par un plan tangent qoeloonque, non dam un point unique^ toian antnuit 
nne ligne droite ind^finie« L'autve^ dans Fun quelconque de ses poiolBy 
erft touehee par une infinit^ de plans^ qin se coupent tous suivant nne 
meme Bgne drdte^ touchant la eourbe» L'nne pent dtre eng€ndr4e par 
luie ligne droite en mourement^ l'antre est enveloppie par une l^e drote^ 
cfui se Beut dans Tespaoe« 

0. ThSorie du eontact et de toseulation. Si denx surfiBHMa ae 
toudient en un point donn^, Ton a^ en rapportant les lettres non aooan» 
tii^ k lune, et les lettres aocentu^ k Tautre surlace: 

y = y', p^p'^ *=*', y«y', z — z'. 

Rn introduisant les ooordonn^ planaires rdatiFes au plan^ qui toudie les 

•leux surlaora dans le peint dornig Ton obtiendra d'abord dep ifoalre pte» 

mi^res ^quatioiis: 

»»B% vvmv', P^P', Q^Q'f 

«"t de lÄ et de l'^quation zsbm^ od tire d'aprds le mnn^^ Ss 

w sc w\ 

Si les deux sur&oes ont dans le pmnt dono^ im confaot du seoond 
ordr^ Pen a^ oonune on sut, les trms ^quations nouvdles: 

r=::r^^ S^=^^9 t^t'^ 
et de U on tire d'apres les ^quations (tt.) du num^ oit^: 

iVon pourrmt oontinuer ainsi ä volonte lÄ throne du eontact de deuii 
sinfices en un point donn^ ou sur un phn donn^ est done exactement la 
mteie dans les deux: syst^mes de eoordonn^ difil^rentes. 

10, Courbure des surfaces. L^on sait que pour d^erminer les 
deoot rayons de courbore d'une surfaoe donn^ en nn point donne^ Ton a^ 
dans^ supposition de ooordonn^ reotangulaire»^ requation suivante: 
>f-s^ i'+[(i+f^)t—>pfs+ii + 9^)r]fi+^^ 
4M|iiatian qui se transforme aussitAt en 

1. s*+i !+?•» B—'iuvs^-. i+iivn(t+t^-*-ii*)*^+(i+v*+i* 7(fir-^: =a 

Sf Ton prend un plan quelcooque^ parallele an plan^ qui toiiehe la aurfiM)6 



9. Plücker, noie mt unt th/ork nomtät dm mrfoom. 

Aoü fe pONit domv^ pour celui det xy^ Pod auni utszO^ i/cbbO; donc 
Eo d^aignaat enfin par ^^ et J"^^ les deux raotneB de ceCte ^quatfon, 9 tfendra 

L'on sait qua ^ — ~j et ^— -j-j expriAeiit les rajotis de ONirbore 

de$ deine sectioiui ftites dans fai tur&ee propoi^ per lea piaiw des jrr et 
ys^ l'aogle ibrm^ per TaKe des x etoalui das y etaot ^pidoonqne et Taxe 
-des z perpeodioulaire an phn dt% xy. PareSlemmt (-**£) et (~-70 ^f^'^ 
priment las rayooa de ooarbure das eonrbea d'ioterseotiQtt de deux egriio^ 
drea circoDserite li k surfaoe dom^ et doirt les arelaa sont pardtölea a 
Taxe des y et des x^ respectivanenl aFee lea ^aM des xx et yzi eu, 
oe qui revirnt an iiiteie, ies ray aoa de eovrlmre de aas denK m&m» e)r<^ 
Imdres, divises par le sinas de Tangle) form^ par Viout des y et eeltii de x. 
Dans ce qui pr^o^de^ toutes Ies aourbures soat supposees prises au point 
donne^ apparteoaat k la fois 4 1a surfisK^e propos^^ aiix deux e^Iindres 
etroonsorits et aux difftSreotes eourbes d'interseotkm. 

Apres eek TuBe des deux demi^Ms ^qnadons fournit le tfa^or^me 
sui vant : 

^,La somme des deux raycms de oeuribure de deux ejrlindres cir- 

,,consorits ik une surfaoe donii^ quelconque, de mamdre que leurs arete^ 

jj soient paralldies a deux tangeates quelfx>aques9 mais perpeudiculaires eotre 

91 alles 9 d'une surfaoe donn^e dans un pennt domuS, est oonstante et ^le 

. yyh la somme des deux rafons de eourbure de la surfaoe en oe point." 

l\. Dans le cas que la suriaee^ propremsnt dite, est r<«niplaaeM 
par une oourbe A double eourbure, Ton a 

RT^S* xm ih . 

I^^un des deux rayons da eaiirli«ira dttparaissant aforSi le degr^ des iqita^ 
tions (1.) et (2.) s'abaiMe et Ion obtieot: 

(3.) ^== —[;l+i^)Ä--.7/ir6Vf.(l + //*)rKl+ii« + !;•)*, 

^t 

(4.) S:m^(Ri^T). 

I/nn des deux rayons de eourbure d'une oourbe (oonsider^ comme surfaoe) 

^M^t nui par oons^quent, oomme ob deFoit s^* attetidre; i'atrtre est g^^ 

ralement doun^ par l^uatioo (3*). Cest oe dernter rayon qui est pris 

dans le plan osoiilateur de la oourbe» 

17 • 



132 ^* I^luolter, noU mir une ihicrU nouvdh dt9 awfaeet. 

Tottt plan oonteaant wm fangente de la oonl>e HoH Mn wtm6 fai 
toucher# Aprds oela ^Interpretation g^om^que de la derniere ^quatloa 
fait TO&t qpie h aonime des deux rajom de oourburc) d^ deiix: ejlindros 
quelconques 9 dont les ar^ea aont perpendteulaires entrc elles et i\ la tan« 
gente de la eourbe eu im point donn^, est eonstante ei ^gale au rayon 
de coucbure de la cooribe en ee point« Ge mß»o r&nltat, oas particuficr 
du tfa^reme pr^o^ent^ peut s^exprimer aussf de la naiudre 8ui?ante: 

,,Le rajon de oonrbure d'une eomrbe donn^ qudeonque en nto 
y^peint donne est ^al A la somme des deui^ rayons de eourbure oor-^ 
,^respondans des deux projections planes de la courbo siir deux plans 
y, quetconques ^ pa*pendieulaires entre eox^ et paralleles ik la tangente de 
5j,la oourbe propos^ dans^le point donnitf»') 

12. Nous aurjons aussi pu d^uive les r^sultats pr^c^ens de Vune 
des equations (6.) du num^ro 5, de o^e-d par exemple: 

t H_ 

eonmie nous allons en d^dunre qudques autras r&ultats« 8i Ton ^ont oette 
^uation de la maniere suirante 

Ton obtiendra^ en iirterprAant cet aulre th^itdnie : 

yySi par un point donne et suivant une tangenle qudoonque Ton 
tyfait dans une surfiMie donn^ une section plane, rt si d la mdme surfece 
9,on eirconscrit un ejrlindr^^ dont les ardtea sont paralleles A la memo 
59 tangente: le produit des rayons de oonrbure^ dans le point donn^, de 
5, la eourbe dans le pfan d^interseetion et' de ee cylindre, sera eonstant et 
^y^gal au produit des deux xayons de eourbure de la sutCmo pro|HM^ an 
^ee memo point»" 

Euler a d^mentr^ le premiery qu%n nommant o Tangle que forme 
Taxe des y avec oehn des deux seetioas princ^es k laquelfe r^pond le 
rayon 1^, Ton a (Dupin, Diveloppemens de giemHrie p. 109. )• 

et de lä on tire d'apnfe i'^ipuitioB (6.): 

Gette ^quatibn doitae la oooribure d'ua qjrlmdre drooiMont queloonque an 
moyeD de la directk» de ses ar^es, et les eoarbure» de lasHrfiMW pro» 
po8^ dans le point oorreepondant« 



13« Si SsszO^ on aura egalcment d'apres le saunrii^m 5«^ s^:^0. 
L'^quation (5«) ae r^uir alors a 

17. y = y^r 

Si Ton s'exprime •amme Ta fait Mr. Dupin> Ton aura 4odo oe noiiveau 
theoreme : 

jfHl a une aufiace domi^ (juelcoiique Tod oirconscrit un cyliodre, 
99 doDt les ardtes 800|t parallelem a Tune de deax tangentes oonjugu^ quel- 
^^oonques daii9 an point donn^i ca cylindre aura, avec la surfaoe propo* 
998^9 im cx>iitaot du seooud ordre suivant l'autre taogente coojuguee/' 

L'ou sait qae le produit des deux rayous de courbure de deu\ 
seotions normales faite» daus une »urface donnee suivant deux taogeiitf^s 
oonjugu^ quelconques et du carr^ du sinus de l'angle form^ par oes 
tangeutaS) soit ^gale & une qiiantit^ constante et que la somme de ces 
memes rayons te soit ^galement« (Dupin, Dev. p. 102.) De lä resiiltent, 
d'^res I'^uation (7.) aes deox autres th^or^mes« 

99 Le produit des deux rayons de oourbure de deux cylindres cir« 
^^ooBseiits k une surfieioe donn^ quelconque et dcmt les aretes sont |>aral- 
^^leles ä deux tangentes oonjugu^, est ^gal ä une meme quantit^ oan- 
^^stante« La somme de aas mdmes rayons divisee par le sinus de l'angle 
99 des tangentes aonjugu^ est ^galement ooostante." 

14« Four ne pas ^tendre trop loin la pr^nte note^ je me bome- 
rai.« pour deraier exemple, ji> «nonoer simplement que, dans le Systeme de 
eoordonn^ planalres, des fbrmules integrales nouvelles se preseqtent, tanf 
pour la quadrature des surfaoes que pour ia eubature des eorps, termin^ 
par alles, ces sur&aes.et oes o^rps ^tant Umit^ d'une autre maniere que 
dans la m^ode ordinaire* 

15. Je pense que les exemples que j'ais pris au hazard et aiix- 
quels en eux mteiea je n'attacsiie auoine importance, siiffiront pour faire 
sttitir la possünttt^, je dis pli»« la n^eessite de parrenir^ en poursuirant lä 
m^e marohe, ä une foule de r^sultats nouveaux» L'on n'a qu'a par« 
eaurir lea o^nrrages de MM« M onge^ l>«pin, Haeliette et d'autres gcM>- 
metres qui se sont Manpi de la tfa^ria analytique des surfaoas, pour en 
laauaiUir las mat&nnx pour um li?re BouTaau mar une matiere qui sem- 
blait us^9 mais qin^ en se pr^sentant sous une autre face, est bien loin 
de Tetre« . 
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16.« Je termtnantf ptr mm dMnikm r g mw q ii e piirammC andjü- 
qiie« Soit 

ime ^quation donn^ entre ir, y*, :p et les deux coeffirieos diffiSrantids par- 
lieb de x par rapport A y et pT, e| suppoamis <|i/ob eo ut obfteott oomme 
integrale T^quation suiTante; 

r/i^qiiation diffi$renlMle prepoe^e peiit te traBsformer <iMM la a utra tt te: 

3. /(~ir,— ff, — (i«f~9ii-.Pt/),.-(Ä — ^) » 0, 
dont OB aura ^galement Fiol^gipale en SIMbaMf. M^ y ^ x entre P^qua- 
tion (2.) et lei troia ^qMtiens aoivaiilaa: 

Si r^atioa (3.) ae f^uit 4 

Ion aura 9 ^ la place de l'^quatum (24r mHoi»«; 

et de 1& cm d^duira uiia Int^pnde, qni se aar» gu'iuie aokitiea perHeuliiWe 
de l'^qaation (40« 

En paasaot ainc 0(Mfio{epa jäKffiSNptiala aeeonda^ I'ob Yeita q«*«iie 
equation quelconque; 

est iiitiuM^nieiit H^ avee Taufre^ 

de maiMere qne, Vin^fgjnAe de lune d'dka ^tast o^teMie^ Tautre a'ial^rera 
par una aimple ^oniMlkmf Iiaa imBOL iqntkmM auintttea: 

dans la demi^re desquellea fjA ^Anffagi aeuleBient lea rariablM^ eo foundh- 
«ent im eneinple; rane ^iattt mtfigmUß,, l'aiitre Test ^^denteot» 

Je m'ab^itiegb iai de touta^aovte de d^Feloppemena^ peroeqo'ii r a 
une maniere plus g^n^s^e de treiter la mtoie qaeaticMU J'avaia aetriemeat 
an Tue de faire reasortir qve^ quast A la poaaifailil^ d'en obtooir lea tee-^ 
graleiiy lea ^ationa aus ^ffi&enfea partiellaa ae groupent par ecNipiaa^. 
aifiüi cpie cela a Iwu, quaot ans: tb^renea de i^eometrie« 
Bomi» le 18. F^vrier 1831. 
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Qaelques tbeorömes de geometriq. 



JLlaiis un ardöle ins^r^ p« 51. du pr^ient' Tolume f ai domi^ «MB raetfiode^ 
poor tirer de tb^rdmea oomn» aar det ooalqMS dea antra« A^ordmes sur 
des lignes oourbea du mdme degr^« Maia la rnftme m^tliode aoffit pcMir 
tirer de oei mSmea tb^onSiiiea eonam des th^ordmes aur des eourbes d'im 
degr^ plus ^v^; et oomme l'api^ieatioD de la m^tlKide n^ aucune diffiouitey 
je me fabme aeulement k en donaer quelques r^sultats qid se rapportent a 
des eowbes dont les g^om^tres se soot oeoupckt d^ depms tant de nodes. 
Soient doniiees 
1^ une cardioide dont requation en ooord. reet. est 

V. une dssoide dont l'^^piation en eoord« raot» est 

3^ une lemnisoate dont T^quatioo en eoord« reot* est 

IMsignoDS le point de rebroussement de la oardioide) oelui de la oissoide, 
et le centre de la lemnisoate par p^. 

I. Seit äev^ au pdnt de rebroussement /?, de la cardioide une 
perpendiculaire D k Taxe des d^soisses. Smt p un point qudoonque de 
la Gourbe, tires la oorde pp^ , ^rez par son point miliei» une droite per- 
pendiculaire & oatte oorde qui eoupera en g^^ral la drmte D dans un 
point ^y |(Mgnes p ei ^^ eufin nommes m et ;i les droites qui divisent en 
deiix parties Egales les angles form^ par les droites pf et pPiS de ces 
droites m et n Tune sera la tangente et Tautre la normale de la oourbe 
au point p. 

II. Soient ^leF<^e8 deux popendioulaires Dj ly h Taxe de la eis- 
soidey Tune par le point de rebroussement p^ et l'autre par le point de 
laxe dont Tabsoisse est ^gale ä 2 a. De m6me soient elev^ deux per« 
pendienfadres D^ Df h Taxe de la lemnisoate par deux poiots de oette axe 

dont les absoisses sont Egales respeotiFemeat A + ^ et — zfg. 
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Soit p nn pdnt qoelcoiiqite de I*ime de oes deox eonrbei^ tins h 
Gorde pptf ^evez per son poJct miliea ime droito . perpeDdiciilaire ik eetta 
oorde^ qui coupera es j^AoAnl fet döux droitoft D^ ly 0k denx pouits 7 
et f«9 joigoez /)7 et/fo epJBii nommeB •^n et n les deux droftes qoi 
divMent en deux partief ^ilee lei ttiglee tcmo^ per let droites P9fp9%9 
,de oefi draitee m et 11 fune aere la taDgente et Tautre h normale da la 
.Gourbe a» pwit p. 

HL Si par im pcArt fixe p pri« arbftrairement dam fe pln de 
Time de oes trois oourbes ei-demus nomm^ et par le point p^ mi ftlt 
|Mmer. mi eerde C^ f fl eoiqpera la oomrbe tont au plus emxnie iOk deux 
poiuto a et &. Si de pim om d^orit deux cenj« €«, C3 pamant tem deux 
par le i^iat /^if dont Tun t a aeh e la eourbe au point a et Tautre an pofait 
b^ cea demc oerdee C^^ Ci w ooupermit en un seeond pomt y. SI enratte 
on üut varier le rayon du eerde C^^ lea rajcns des eeaalea C^y Ci va» 
rieront ausn« Alora le point f d^orira une eourbe qui aem nn eerde pas« 
sant par le point p^m 

IV* R^proquementi ai le aeoond point d'mteraeetion f de deiix 
ceröka C«^ C^ qui paaaent par le pmnt p^ et dont Fun toudie une dea 
trois ooud>ea . en un pimit ^ et Pautre en un point b ^ ae ment aur une 
circonf^renee d'un eerde fixe qui pasae par le point p^: toua lea eardea 
qu'eö peut iEeore paaaer par lea deux points variablea a et Ä et par le p<^t 
&ce p^ iront pasaer par un aeoond point fixe p* 

\% Si Ton prend aur une dea trois oourbes deux pinntB qudoon» 
quea p^f p^^ et quo par eea pointa on d^orive une auito de eerdea: eha-» 
€un de eea eerdea ooupera la eourbe tout au plua eneore en deux pointa 
a^ k Or^ 81 Ton d^orit mie nouvdle auite de eeroka dont diaomi paaae 
par le point /», et par une oouple de pdnta a^ b: toua lea oerel« de oette 
soite ae toucberont au point p^. 

TL Si Ton d^orit nn oerole C^ touohant une dm troia eofvb« en 
un p<Nnt quelconque p de maniSre qu'il ait deux autrea pointa fp f ; de 
comnuan aTOC eette eourbe^ ai par les points ^« f^ et p^ on fiut «pasaer 
un seeond eercle C^p et par lea pointa p et p^ un troisi^e oerole C^ qiu 
touche le eerde C^ au point p^: oe troisieme oerole C^ oaupera la eouri>e 
tout au plus eneore eß un point ^,t Or^ si Ton d^orit un quatrii^me 
oerole C» pasaant par les points p et f^ et touobent le eerde C^ au poiut 
o . ce eerde C!i sera le eerde oaoulateur de la eourbe au ooint p. 
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yn. Soient a^f ««» a^^ a^^ a^, «e sfx pointe pris arbitrairement 
sur une des treiA oourbes. Si Toa d^orit six oerdes p^u^a^^ Pi^t^it 
ptO^a^f Px04,as^ p.asO^f p.a^a, qiii passent par le point /i, et qid joigoent 
re»peoti\ ement deux poiDts oeos^utifii sur la oourbe: le second point d'in- 
tewwHon du 1^ et du 4"% odiiu du 2'"' et du S"* et eeht! du 3~* et du 
9^^ aeront situ^ «ur la ctreonf4reooe d'un cerde qui passe par le pbiut p^ . 

VIU. Soient a^f a^, ^y^ o^9^t> ^e s^ points pris afbitrairemeM» 
Sur une des trois opurbes« Soient d^orit six omreles C^^ C%y • • • O^ quf« 
passent par le point p^ et qui toucbent la courbe respectiirement aux points 
^19 ^t» • • • ^6 9 et soient d^s^^ les deuxidmes points d^intersection des 
oeroles oonseoutifs par £, ^ b^^ . . . b^% Si Töii-d^orit les trois eerdes 
Pi^iKy Pib%/fs9 Pxf^ih qui passent par le point 7»^ et qui Joi^ent respeo- 
tivement les points b^ et b^ , b^ et b^ ^ b^ et ^5 : oes trois owdes aitronl' 
un rnSme seoond point d'iütersectiom 

Le tb^rdme siH?ant est ^alement un r4(ultat de TapplicAition de 
notre m^tbode« 

Soient «9 et 2 deux spirales logaritbmiques Egales, sittii^ daiis un 
mtoe plan 9 ayant le memo pole A et faisant leurs r^volutions ep sens 
contraire. D^ignons une r^volution queloonque de la spirale S p^ar r^» 
les revolutions extineures qui suiyent la r^T<riution Tq par r^y r.» r,. eto.^ 
et les r^Tolutions intirieures qui la pr^eddent par r.^ ^ r^^ r^ eto. D^ 
ngnons de plus une r^rolution queleraque de la spirale 2 par ^o» 1^ r^ 
Yolutions intirieurts qui preoddent la r^rolution ^o pw ^^y ^«t fs ^<^*9 et 
les r^olutions exUrieures qui la suivent par ^^^y ^9 ^^ etc. 

Gela pos^^ si l'on tire une droite queloonque dans le plan des deux 
eourbesy eile edupera une infinit^ de ri^Volutions de la spirale 3y et oha^ 
cune d'elles en deux points. Si Ton d^gne les deux points d'interseo- 
tion de oette droite et de ohaeune de oes revolutions respectivement par 
Co» ^o> ^i> ^i> ^-i> ^-li ^%9 K> etc. 9 si Ton Joint le p6le A et chaoun 
de ces points d'interseotion par des droites qu'on imagine Stre prolongc^es 
ind^finiment au delA de oes points d'intersectton ; obacuoe de oes droites 
ooupera ebacune des revolutions de la spirale 2 en un seul point. Si Ton 
d^s^ne le point d'intersection de la droite Aa^ ou A b^ ei de la r^volu- 
tioil ^n p^r a^n^^n ou ß,n, H 9 OU pout fomaer une infinit^ de s^ries de points 
d'intersection 9 dimt ebacune est eompos^ d'une infinit^ de points cc^^n% 
ß«,« de Sorte que les ihdices m^ n des points d'une memo s^e ont une 

GMIe'i Jounud Ü. M. Bd. IX. B^ 2. 18 
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diflf^rence constaate« Tous les poinüi de clnique n&Ae seront situ^ aar 
une mSine circonfi^rence d'im cerole^ et toiis ces cerdes se toucherent 
au poiot ^« 

R^proqiiemcut , %i Von d^orit un. oercle pdr le pftle'^» fl ooupera 
iine infinit^ de r^voliitions de la spirale S^ et cTiaoune d'eUes en deux 
points» Si Ton d^igne lea deux pomta d'iuteiseotioB de oe oerde et de 
chäcune de ees r^volutious respectivement per c^f d^; c^f d^s <?^i» ^-«i 
Ct 9 d^ s etc. j 81 Ton joiat le pdl^ ^ et dtacan de oea peiata dlaftenee« 
tien par des droites, qu'on imagine -etre prolong^ ud^fiBiment au delä 
de ees poiiita d'intersection : ohaoune de oes droitea oeupera ehaouue dea 
r^relutions de lä spirale »2 en un aeul pohit» Si Ton d^igne le p<mit 
d'interseetion de la droite jic^ ou j^d^ et de la r^rolutien ^^ par 7«,. ^n 
$m,nf OU peut former une mfinit^ de s^riea de points d^intAaectien ^ dcait 
cbacune est composee d'ime iafinit^ de points Ym^nf ^mjnj de sorteqne Um 
uidices m^ n des poiats d'une meme s^rie ont une difiP^renoe etBstante. 
Tous les poiats de chaque serie seront situös sur une meme droite ^ et 
teutes ees droites serest pandUelea aiito'ellaa« 
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Auflösung einiger Au%aben aus der Calendariographie. 

(Ton Herrn 6. A^ Jdhn^ Stud. matlu aas Leipzig ) 



JLlnrdi eme nähere Betrachtuag meiBer Tor drei Jahren im Druck er- 
Mhienenen ^^Fest-Tabelle von 1700 bis 2000/' Leipzig^, in der Baumgärt- 
nersdien Buchandlung, wurde ich veranlalst^ mehrere^ den JuU und Greg. 
Kalender betreffende Aufgaben zu behandehi^ deren Auflösung einer offent- 
lidicn Mittheilung nicht unwerth zu sein scheint« 

Bekanntlich ist das von GauTs angegebene Verfahren, den Oster« 
Sonntag (ilf ten März) eines Jahres iV^ Greg.St\ls^ rein arilfametisch zu be- 
stimmen^ in folgender Operationen enthahon: 



L 





1. 


N 

Vi ■"■ 


-^4- 19» 




2. 


N 

4 — 


B + T» 




3. 


N __ 
'7 ~ 


= C+ 7 j 




*• 3(] 


19a 


«+M' 


L 


7 "~ 


B+f, 



we m und n die für jedes Jahrhundert bekannten Gonstanten bedeuten. 

Setzen wir uns nun die umgekehrte Aufgabe vor^ d. h. suchen wir 
das Jahr N eines gegebenen Jahrhunderts ^ in welchem der Ostersonntag 
auf dhtt Mtea März fällt, so wird diese Aufgabe wie unbestimmte. Ver- 
sucAen wir sie auizuUisen« 

1) F«lft aus den Gleiehimgen (I.) und (2.) nach Elimination von N: 

■m t9-^+a— ft if j I 1 et — -h—A 

11=: -I- = 5-^4-^> Mso ar =s r 1 woraus 

A^ss, m — b — 4jr., folglich 
B = 5«— 54— 19x; 

2) aus dea Gleiohuagai (2.) vmi (3.) nach EliramaHon von N: 

Ca«— i— 4»', MgUok 



Berthe ▼«« *» 

5)nac^Sob.titu6ona^-^^,336^76c^5 






D =■ '8 , , ji also »" ** ■ * 



g) aus d ^ eieichaoge» 






AnA 
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Bdi ist) und dienen^ sobald in flmen b und # wfllkfirEdi gMommen wer» 
deoi cor Bestimmung ron N4 

Mgende Betraohtungen jedodi werden une noeb auf efarfge Ab- 
kfinnngatt dieser Auftösung leiten. 

Setzen wir b eonstant^ und bflden aus den TOistehenden Cvl^hun- 
gen die DiSerenzengleicbungen^ so erhaltoi wir: 

Ad tss — Ae, 



Aa =, — llArf-h30A« 



// 



7A«, 
532AyO 



woraus 



Ad 
Att 
Ac 
AN 



Ac = 4. 2Ar— 5Ad- 
AIV=z — 56A«— 7ftAc- 

^ — Atf, 

« +11 Ae +30A«", 

= + 7(Ae — A«), 

— 1148A* — 1Ä80A«"+532A« 



532 Ay'. 



Da ntm o nach «ler Gleiobung (3.) ia (I.) kleiner ab 7 ist, so mubf da 
die Lioremente Ae^ Ad, Az", u. s. w. immer nur ganze 2<ahlen sein dür- 
fen, A»a= A«, mithin Ac = 0, also für du oonstantes b audi c oonstant 
sein» FolgIi<A ist dann: 

Aa = 4. llAtf4. 30A«% 
AiV= — 616AC— 1680A«"--532Ay'. 
Wienn wir daher Ae der Rahe nach die Werthe 0, 1, • • . • 6 gebtti, 
so ergiebt sieh folgende taheHarisebe Übersicht der zusammengdiSrenden 
Werthe von A*, Az'\ Aa und AN: 



A*|A*''|Ao| 



AN 




1 
2 
3 
4 
5 
6 






Ü 





11 





22 


—1 


3 


—1 


14 


—1 


25 


-2 


6 



. 0--532Ay' 
. 616— 532 A/ 
1232— 532 A/ 
. 168 — 532 A/ 
. 784— 532 A/ 
1400— 532 A/ 
336— 532 A/ 



Setzen wir also e = 0, und A« naob wad nadi =b 0, 1, .... 6, nennen 

die ihnen zugehörenden Jahre /V, N', N" h. s. w., und bemerken, dafs für 

A« = 0, auch ANsssOf mithin auch Aj'^ssO «ein muib, so haben wir: 

N =^ N N"^ N^ 784 

N' ^ N^ 616 V^ SS ;v— 1400 

Y'/— iV — 1232 A"=s iV— 336. 
iV'"=: iV— 168. 
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ObrigOM werden vm auf fSmlidbe Art lei^t findeo^ dab^ wean für 6 das 
erste Jahr =N ist^ danafSr £4"^^ das ernte Jahr =s i^T — 95 A & sein iniila« 
Aus diesen Betrachtungen nun geht fiut ¥0n selbst folgende allgeineitte, und 
fiir die munerische Rechnung bequeme Auflösung der Aufgabe liervon 

Nachdem das Jahrhundert und dei^ Ostersonntag gegeben ist, be« 
stimme man die Gritfimi a, e aus den Gleichungen 

ö = 242 + 11/» — 11 J» + 30«'', 
c « 110— 2/1— 5ilf— 7i/, 
^o sf' und 2/ so zu nehmen sind^ dals a mid c respecdre kleiner als 19 
und 7 bleibeu, so hat man folgende 28 Jahre: 
iV ==_4(l4a+19c)— 532/ 

IVo +1064 iVj 

A^n— 616 



iV, = 


iV — 616 


iV, = 


, iV, — 616 


iVi = 


iV2 + 1064 


iV,= 


iVj— 616 


iVs = 


iv;— 616 


iv,= 


: iVs+1064 


a; = 


iV6+ 241 


^', = 


iV,— 616 


iV, = 


i -?Vg— 616 



^» 
iV.. 



10 

JV^,-. 616 
iV„ + 1064 
i\'„+ 241 
iVi4— 616 
iV„— 616 
iV,6 4- 1064 



JV^. = 



JV, 



2t 



22 



23 






iVis— 616 
jV„ ^ 1064 

^io+ 241 

;y„_ 61« 
^i, + 1064 
^«— 616 
i^„— 616 
iV^ + lü64; 



„— 616 

Toa welchen hikibstens 4 rMÜ •«{■ wwdeo) d. k. in ilenen y* «o gMriSitt 
werden kann, dab dadnrdi die J e h ee in de« gegebene Jahrhundert fidlen. 
Ein Beispiel wird dieses noeh meike «riSuiern. 

Man sucht alle Jahre des Itten Jahrhunderts, in denen der Oster- 
aonntag auf den 31. Mürz föllt. 

Hier ist also ilf =31, ms 23, n=s4, und fol^ch 

« = + 154 + 30«", 
c Ä — 53— 7tti 

% 

8, giebt c as 3 ; und daher die Jahre 



x= — 5, giebt a 

— 452— 532 y' 
—1068—532/ 
—1684— 532 y' 

— 620— 532 y' 
—1236— 532 y' 
—1852— .532 y' 

— 788— 532 y'* 



s4; uz 
— 547 
—1163 
—1779 



-532y' 

-532y' 

-532/ I 

715 — §32/ 

lä31— 532y'» 

1947—532/ 

863-^5M/ 



. 642— 532y' 
•1258— 532y' 
.1W4— 532/•^ 
. «10— 532 y' 
•1426— 532 y' • 
•2042—532/ 
• 978— 532y' 



— 737 
—1353 
—1969 

— 905 
—1521 
—2137 
—1073 



•532y' . 

532/* 

532/ 

532y' 

532y' 

632/ 

532/ 
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Tön denen nur die mit Sternchen bezeidin«t«B fnSglidi sind; nemlioh 1872, 
1861, 1850, 1839. 

Für den JuUaoisohen Kalender, ve fBr alle Jahrhunderte mssl5, 
;i 3= 6 ist, ivird die Aufliisung noch viel Mnfiioher. Man bestimme nem* 
Ddi die Grolsen a, c aus den GiMohungen: 

a =s307 — ll^+30s", 

c = 98— 5M— Tu, 

so hat man 

N- = —4(14 « + 190 — 532/, 

iV, = — 4(14a + 19tf)— 95 — 532/, 
iV, = —4(14« + 19c) — 190— 532/, 
A", =s — 4(14c + 19c) — 285 — 532/, 
wo y' alle Werthe annehmen kann. Folglich erhält man 4 Reihen von 
Jahren, welche Ostern den Miea MSrz haben. Übrigen» ersieht man 
hieraus, dafii die Juliauischen Ostersenntage nach 532 Jahren in derselben 
Ordnung wieder kehren. Ein Beispiel seheint übMAossig zu sein. 



Um zu bestimmen, in welchen Jsduren ^oes gegebenen Jahiiiundek*t* 
der Februar 5 Sonntage haf, setze man in den GleiohungMt (II.) 

J/ = 28 + 7.Aitf 
tf SS 
6=0, 
so erbäte man, nachdem d eliminirt werden witi 

a s= —66 + 117» — 77 AM+30ä", 
e =s —30— 2n — 35Ailf — 7« und 
K = — 56« — 76c — 532/ iV; = 2V, — 016 

A^, = iV — 616 Ni = iV; — rti6 

N,=:zN,— 616 iV. = -Vj +f064, 

2V, = iV,+1064 
wo AiKf nach und nach aseO, 1, 2, 3 gesetzt wird. 

Beispiel. Fnr das 19te JahriniiKlert hat man: 
/;z=s23, naB4; dalMr für AM=Oi 

« s 187 + 30«" 
c ■■ — 38— 7«; 
s'^ai — % ^iebt « = 7; «a— 6 fWbt 0-a«4, iMd daher die Jahre 

— 696 — 532/ 
— 1312 — 532/ •, / = — 6 giebt 1880, 



144 11« fahn, einige A^fgdbnk om dir ColmdaBriographit. 



—1928 - 


- 532 y' 


— 864- 


-532/ 


—1480- 


-532y' 


^2096- 


- 532 y' 


—1032- 


-532/,- 


1 folgt a : 


= 110+30«" 


C : 


= —73— 7u{ 



für AM = 

x = ..3 giebt 0= +20; »ss — 11 giebt ca=:4, und daher die Jahre^ 
wegen « =■ 20, umnSglidi : * 

für Aitf=:2 ist a= 33 + 30«" 

c =s —108 — 7«, 
»"=: — 1 giebt a=s3; u ss — 16 ^bt c=s4, und daher die Jahre: 

— 472 — 532/ 

— 1088 — 532/ 
— 1704 — 532/ 

— 640 — 532/ 
—1256 — 532/ 

—1872 — 532/*, / = — 7 giebt 1852, 

— 808 — 532/; 

für AM = 3 ist « =— 44+30«" 

«''=+2 g^>t as'16; u = — 2J giebt «=4, und daher die Jahre: 

— 1200—532/ 

— 1816 — 532/ 

—2432 — 532/% /=5— 8 giebt 1824, 

— 1368-532/ 

— 1984 — 532/ 
—2600 — 532/ 

— 1536 — 532/; 

für A3fse4 ist a =sr — 121 + 30 «" 

«SB— 178— 7u, 
«"=+5 giebt a=:29; »»—26 giebt «ss4, und daher die Jabre^ 
w^en as=:29y unmSglioh* 



Um alle JuKanisohen Sehal^ahre mit einem gegebenen Ostersonntage 
und bekannter goldnenZahl an bestimmen, setae man in den Gleichm^endl.) 

& -B 

' a SS g o M ea o Zahl — 1 , 



lt. JfaJtHt einig* Aitfgabtn mu dtr CidendaHogrmphiti 



I4& 



m. 



Ä — 22 
30«" + 165 

2« — 12 
_56a— 76 c 



-lltfy 

5rf — 7«, 
532r'» 



3«''+ 15+«, «Im» « 
— 4« + «', also «' 



— jp— » WOWB» 



WOItiM 



3ä' + 



folglidi 



' AtOf 
llc + 15; 

-22— rf. 



und .es kommt ' i d 

2. a 

3. c 

4. JV 
Aus der' Gleiohong (Df.) folgt: 

j 30*«+ 165 — a 

rf = n = 

g + lta _ 
3 " 

Xf' =3 —11 «'- 

rf =-—30«'- 
femer aus der Gleichuiig (I.) 

e=z M 
Die b^Mi gefundenen Glddiungen 

d = —30«'— 11 ff + 15 

e SS JM — 22 — rf, 

verbunden nut den 2 letzten in (HI.) sind die zur numerisdi««! Auflösung 
erfbrderlidien Ausdrucke. 

Beispiel. Bfon sudit die Ju&misohen Soiialifahre mit der goldenen 
ZsU 14, in welchen der Ostersonntü^ auf den 10. April fiOlt? 
Hier ist iH=50, assl3; folglicb 

d SS —30»'— 128, 
e rs 28— d, 

c rs 2*— 12 — 5rf — 7«, 
JV = — 56 ff — 76 c — 532 y',- 

«'=—5 giebt </ = 22, folglich « = 6» daher 

e =s —110 — 7»; 
uss— 16 giebt css2, folglich ^^=— 880— 532/. DerklefaisteWerth 
>on y'=— 2 giebt 184. 

Man hat daher die Jahre 

184 

716 
1248 
1780 
2312 

Leipzig, im Min 1830. 

. If 



CftBc^t 



i. M . U. DL Mi. 1. 
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\ 



12. 

De resolutione algebraica aequationis X*^ = 1 r ^^^® ^® 

divisione circuli per bisectionem ajiguli septies repetitam 

in partes 257 inter se aequales commentatio coronata. 

(Cont DiM. VoL DL Faao. 1.) 
(Auct« Bioheiot, Dq«t phil. Regiom.) 



Q 



Pars altera. 

vn. 

uamquam in us^ quae modo exposita sunt^ problemati proposito safb- 
m esse videtur^ tarnen formula una desideratur> qua aingula quaeque 

dii8 (2, 1) (2,2) etc. sive ^oos~~, 2oo8^ etc. protinus exprimaiH 

Substituentea quidem valorea ex alik aeqoatioiiibiifl quadratkis de- 
OS in aliis sequentibus, sensim struere liceret fomralam 



n 1 1 » . l I 



(2, 1) = 2 cos ^ ; illud Tcro negotium quantopere oomplicatum sit nemo 

est, quem (ugit. 

Prorsus vero aUa totum proUema tolTendi yia, nee non formulam 
desideratam striiendi patet« Periodos emm ^wtuor formae (64,), octo 
Formae (32^), sedecim formae (16,) etc. ex aequatione respective quart^ 
octavi, sedecimi ordinis, nee non denlque eentum Tiginti octo periodos for- 
mae (2,) ex aequatione centesimi vigesimi oetavi ordinis protinus elioieBdi 
problema propositum sit. Qnaie aequationes per methodum oeleberri- 
mam solvi possunt, qua ostenditur, quomodo radices aequationis X""*^ss=l^ 
ubi nm-j-i numerus primus est, per aequationes auxiliarcs ordinis /», qqa- 

rum radices formulis trigonometrioas functiones angulorum formae (-—j 
continentibus exprimantur, sine ulla ambiguitate determinare lieeat. 

In exemplo proposito, quia jum + 1 = 257 est, fi aut = 2, aut s= 4, 
aut =8, aut = 16, aut = 32, aut =s 64, aut = 128 ponitur, ita ut ex 
theoremate modo praemisso sequitur, periodos formae: 

a28,) (64,) (32,) (16,) (8,) (4,) (2,) 
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fbmmliB determinari poM8| qoM trigonometrioae functiones angulorum 

reqpective 

2mn 2un 2nn 2nn 2xn 2xn 2xfg 

2 TT 8 46 ^W 64 128 

Ita hio seroper in biseotioae anguli nepi» repetitai tota solutio nititur. 

Quamvis yero darum Bit^ lütimam suf^ositioDein /x = 128 brevis- 
ttmam totins qaaestionis Bohrendae Yiam muniiuram eaBe^ quippe quia in 
oeteris BuppositioDibuB noo radioes ipsae eliciunturi sed earum aggregata 
maiora , iode ex quibus ad periodos (2^) eruendas novus oalciiltis adhibea- 
tur necesse est, in illa Tero periodi (2,) ipsae excntuntur, quae radioes 
ipaas iacilius praebent; attamen antequam ad illam solutionem generalem 
aggrediar , octo periodoa triginta duorum terminorum formulis eoncinnis 
defermioare yelim. 

vin. 

Sit r radix nUa adhno indeterminata aequationis : 
X^+X^+etc. +X+1 = 0; r = ooa|^ + /ttii|^, 
atque ponamuS) numero 3 nirsus fanquam radioe primitiya numen 257 
BuppoBito : 

/»„ = r 4- r» + r* 4- etc. + r^ , 



nee ood p^, p^, .,»• fh fimctiones tales quantitatis r not, quae ex />« 
looo ipnva r ibi poaito re^eotive: 

Hy r* J • • • • t^ 
oriuotiir. Jana okurum mt^ m mftroduoatur «x priori parte notatio haeo 

r=5(l), ^^ = (2) etc., fore: 

^, = (32,1), 7». «(32, 3), /^= (32, 3') et«., /^ = (32,3'). 
Haoc <d> rem ex eodem notiaumo theoremate, quo in artio. IT. ad pro 
duGtum (32, 1) (32,81) detsnniiiaiidum uai mudm, seonoda tabida adbibita 
ndores produotorum p^p^p p.h> P'P** PoP^* f^ tanquam Kneares fauo 
tiones quantitatum p^y p,y P*y " Pi derivantur} habemus igitar: 

2;'o+5/»,+4/»,+5/»,-f 2^4+5/N+4/»«+5/»», ' 
0^«+3/i. + 3^, +6/»!,+ 5/«,+5/»»+5^ +5/»7 , 
1.. /fö.'^«6/^+5^. + 2|». + 3f4+4/»4+5/H+*/%+3|i,, 

*Ä+ 2/», + 5/»,+3/»,+ 5^ +5^+ 3/^B+ 5f, , 

quibus valoribitt aonHilla phoet aniBMdvwtere. 

10* 
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L In qiiatuor priorJbus expreMooiubas raniina coefiBciaitiiim quaa^ 

tHatum p est =^^^i^=:32, in ultima rero ^^g~* — 1 s 31. Quod 

ex natura productorum fecillime generaliter demonstraii potent« Jam enim 
produotum p^p^ eiLraapli 'causa^ quippe quod 9=5(32^1) (32,3^) est^ neoplua 
neo minus quam triginta duos terminos formae (32^) oontinere posae^ in 
art. iy# expo^tum est; qua« periodos (32^) runus per quantitates p ex* 
pressasy numerum 32 aasequi darum est. . In ultimo voro producto, unn 
triginta duarum periodorum ortarum mit (32^0) sire =:32^. quin p^p^^st 
(32,1) (32,1) atque höc erit: 

= (32, 3«+ 1) + (32, 3«+ 1) + (32, 3*^+ 1) + etc. + (32, 3'*^+ !)• 
Jam vero notum est, nuUam aliam potestatem ipsius 3, nkd 128tam esse 
^ — 1(257), unde sequitur in serie illa nonnisi termioum (32,3^^4"1) 
fore SS (32,0) SS 32. Restant igitur adhue 31 termini formae (32,) sire 
31 quantitates /'> q. e« d« 

Hano demonstrationem prorsui generalem esse^ simulae looo ipaiuB 
257 ponator numerus primus 8m-|-l| nemo est quem fugit« 

IL In expressione prima, ooi»fi5oientes quantitatum p^, et p^ Sdem 
sunt, nee non ipsamm p^ et p^ elo«, id qiiod iam in art^i XV» (per theorem* 
disq. arithm. 350) demonstratum est. 

m. Ex quinqne his exprissioiiibus, indioea promorendo, novas 
Teras eiBd, e natura quantitatum p elnoet; ita ut habeannia omnia produotat 

Pi^Psf psfP69 P^^Piy PfP^f PfPs etc., pfp%9 P%»P% etc., PfP^f p%*p%9txu^ 
pl.pl eto« per lineares functiones quantitatum p expressa, quorum tria 
priora eandem legem inter eoi^oieBtes sequuntur, quam formula ip8ius)i^«^4« 
lY« Adhibita denique aequatione nota hao: 

2. Po+Px+Pt+P^+P^+Pi+Pfi+Pi = —1 
per ( — 32) multiplioata, ex: formula ultima pB.^ p^p^ haue assequimur: 

3. /io/^« = ~23^o— 28/1,— 26;^.— 32/1,— 30/>4--26/>5—30/ie--30/^, 

unde noTae formulae pro p^p^f p^p^ eto. per solas quantitates /r irrpreasae 

derivantur. 

Inde ex formulb (I.) et (2.) una oum üs quae indioes proimoTendo 

sequuntur, earum functionum inyariabilium ex ooto quantitatibus p oon>- 

positarum Talores numerid enumeraii posaunt^ quae aeqüationis ooti ordi- 

nis, quantitates p tanquam radioaa eontiBflotiB, eoefBdentes sunt, (kam 

aeqüationis ij^tiir termiiiua secuadua ss^t erit: 
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tenmoiis vero tertiin =s^ summa hfaiarimi quantitatmn pintet se mnltipfioa« 
tanmii quippe quam^ notatioüe nota adhibita S(;i^) =/yr+/'r+^^ +/^> 

eBse ooDflfat 

._ 2pp + ^,2p _ 225-1 _ 
^t — 2 '"* ""^ — 2 "^ — 

Terminus tertius as u/| eimdem aequation» erüt : 

quantitatem rero piy eix S) per multiplioationem ipsius y»« Po pw /'o » ^<Nr- 
mularum 1) ope invenimus: 

p^p^p^ a -.75/>o— 158/1,— I50/>.-~198/i,— 174/14— *62/>s—186ä~186/i„ 
unde fluii 

S/i* = 75 + 158 + 150+198 + 174+162+186+186 ä 1289, 
aee non: 

Prorsw simifi ratione sequentes numerantur coefficientei, quo« ooe& 

(2S6\* 
JT-— -TT- 1 seoundum 

modttlum 257 oongnios fme notum est; id quod oalculo apud tres nome» 
ratoB oomprobatur. 

Hb praemissb^ R esse radioem aequationb X^ss^l^ eaSam oelava 

demum potestas s=l fiat, ponamus; sit igitur £=oos2-+i8iB-2-f iwi 
omnes oeterae radioes erunt: 

= oos -T- + ' sm-j-. 



4. 



4 

Bl SS oos-^+/sm-Y = ^f 

Br = cos-^ + /8m-T- = — «»■$- + '«»-4-1 
JR* = eos 'jr + i am « = — 1, 

IP s=s oos-^ + ism-^ = — ^^if — '""Tt 

im . Ö99 ■ • • Off • 

Fr = oos-2--+/8m-^ = — i, 

IT ^ OM -T- + ' Bin -j- == oo»-j- — itm-^f 

iP s=s oos2«+/8ia2« s= + 1 
Tom ponainni: 
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noo non ftpA^/A eto« mb qiiaadtatit R fimetkniet s^niffoent^ quae ex/i ^ loeo 

ipdiuB R pOBitis fespeottvei 

jfp, Ä% «♦ 0to. 

Quanim fimctionuin ralotres tiutnerioi ioTeniantiiPy oi ipsas quantitates p d4k 

terminemus^ necesse erit« 

Jam Tero clanim est, ex indote ip«u8 f^ j esse : jg s= — 1, neo noa 
ffH-m^fm 9 quippe quia iP = Ä^-* SS JfP* etc. ss 1 est. 

Ceterarum vero Septem^ (unotloiiiiin /t > /g etc^ ft Talorea haod siiie 
calculo sequenti determiuari possunt« 

Ponamus niminim e theoria buo pertineDte notum esse, id quod 
fadUime demonstratur, productum /»/„ semper formam (FR)A,^ ioduere, 
tibi FR quantitatBm ex potestatibus ipsitis jR oompositam signifmit, quae 
Goeffidens est qiiantitatis p^, in evolutione lineari producti/M«/ii« 

Jam vero ad finem uostnun tria genera funotioiium FR introduGa- 
flius. Prtmum ftk i^ttir: 

/,/, « (F'RhA 
tum: 

denique vero: 

unde eo ut looo ipsius jR ubique respective R\ R^ etc. substituamusi novae 
aequatfones, noraeque iunotiones FR subordinatae efBduntur« 

Aggrediamur ad determinandas quantitates (5«). Habemus: 

/, = Po+p^R+p.R'+P,R'+!^A»+Psft^+Peii'+hR\ 
/, = Po+P^R+p.R'+P.R\+P.R^+P,R'+P,R!'+P,R\ 

Si vero in fimotione /^ indioes quanlitatum p par f , 2y 3 augeantur, ex A 
oriri respective elarum est: 

IVf,, iF?/., Ä»/., 

banc ob rem ex producto Aft oriri respecdve: 

«•/./., Ä»/.A, ip/./, 

sive ooeffidentem ipsius R^ in /i/. ^ ex ooeffioiente ipsius R? augeodo in- 
dioes per 1, oriri intelligilur , ipsius vwo R^ tsodetai modo ex 
ipsius R^ eio.^ unde sequttur» proteAuas AA ^^^ ind«are formam: 

ubi 

«•= PoPo^ p*P* + ^PiPt + 2p,Pi'\r^PiPiy 
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ponamm Beoetse est, ceteroique eoJtfftoleiitas bdioes aiigmdo io ordmem 
^i^a a«6g 03 Ä, derivare lioet« 

FaoUe animadFertitur aggregaCimi a^ haad mutarl , rf oinnes indioes 
pOT niimenim 4 iBiugoantiir, unde 6k tbeoren^te noto seqirftap etlaün in 
lineari forma ipAm tfo ^M^liCBcientes quaQtitahiiii p^ et p^ eosdem esse de- 
bere, non minus quam quantitatum p^ et psj p^ et /^, p^ et Pfk Idem 
apud agp*egatum bo ^rüet thebr^mia« Id qood mIouIo txmipMbatur. Aequa- 
tionibus enim (L) nee non iis quae inde sequuntnr, adbibltis nadciscimur: 

«o = —25/>o— 32/1. —40/1,— 32/13— 25/>4— 32/15— 40/?e— 32/17, 
*o = Upo + 30/1. + 38/>. + 26/;, + 34/>4 + 3O/I5 + 38/>6+ 26/^7 • 

Hioc dedueltur faollibne: 
6. F'Äae— 25 + 34/?— 32>P + 26/P~40Ä*-f38Ä*—32fi« + 30Ä^ 

UDde derivautur F\R^^ F'(R^) etc. 

lam vero ad seoiipdam speciem traoseamutt (^"A)« Habemus: 
f^^Po+p.R+/^li'+p,B''^P,^t^+P,R'+p,li''¥Pl^^ et 

Quia /j/j valorem baud commutat looo ipvim R posito -ß*, neo non in 
ftA Omnibus indicibus quantitatum p per 1 auctis, oritur R^f^f^^ conclu« 
dere licet, in quantitate /.^ ooefficientes ipsorum R^ et R^ inter se esse 
aequales, non minus quam ipsorum RetIP atque R^ et /2% tum vero etiam 
coeiBcientes ipsorum R^^ R^^ R? et W indiods augendo oriri respective ex 
ipsorum iR% B}^ R\ R^ aoeffioientibus. Id quod caloulo «omprobatur« Po- 
nere enim licet: 

fJz = a^'^KR' + a^R' + boR!'+CaR'^c^R'+c,R^ + e,K', 
ubi: 

«O = PoPc + P2P^+P^P4+PfiPfi + ^PlP5 + 2p^PT^ 

bo ^^ PoP% + PiPs+PnP*+PsPi+ P*P6+ PsPi + PqPo + P7Pi9 
<^o ^ PoPi+P2Ps + PAP6'hP6P7+ P0P5+ PüPs + PsPi + PePi^ 

Qui coefBdentes formulannn (!•) et (3*) ope ad lineares formas bas re- 
ducuntur: 

ao = —89(/>o+Ä+/'4+/>6) — 104(/;, + /.3+/,5 +/,,), 

*• a» 32(/>o+/^+/>a4'/^3 ^P^^k^Ps+Pe+PiX 

Cc = 30(/lo + /^.+/>4 + />i)+ •34(/^a + /t3+/>, + /;7). 

Unde derivatur: 

7. F"(Ä)»— 89+30fl + 32/P+30«'~l()4/l*+34Ä*+32Ä'+34«\ 
quae formula etiam qäantitates F^R\ F^R^ etc «uppeditat. Tertium 
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genus fimotionum FR est adhuo determinandanif Gontaiido trMo 6we : 
qobd Ha fiioBKne demonstratur. Habemi» 

imde aequitur, signis: 

SpoPo = PoPQ + p»Pi + p«P«.ete. +P7P7f 

2;paP» = PoP% + P Pt + P«Pj etc. +}hPof 

etc. 

/./7 = 2poPo+fi2poP.+/PSpoP.+Ä»SpoPs + Ä*2FoP4 

+Ä^Sp,p, + ß*2poP. + fl*SpoP3+Ä*SpoP- 
Qitm jf^9 in^oes per 1 augendo, fit =^^7 nee mm ft per eandem com« 

mutationem ssR^Aj darum ett Af, fieri, n indices per 1 augeantur, 

^=^S\fTy tmde sequitur, quod iam fcNnnuIa docet^ coefficieiites omnes pote» 

atattim ipsitis R \n AA haud^ si indices onmes augeantur^ mutari« Eodem 

modo , quia /i fi valorem ^ auum pro R\ H? «ve B?y R^ etc« substitiito 

band commutat^ coeffidentes^ sicut in formula apparet^ ipsorum R €!lt B^ 

eosdem esse^ heo non ipsorum R^ et R^ eto. mtelligi potest» Iam ponanma; 

PoPi = «Po+ßPi-f yP« + ^P3 + *|>4 + !SP6 + ^P6 + ^P7f 

tum erit 

qiuppe quam stmumun ooefBoieiitiuiii esse ss32 in animadvwBkme prima 
artic. Innas ostendttuif. Sumüter secpdtuF.ease: 

SpoPt äSB — 32 =a Spop» = Sp.Pi M ^PoPit 
2poP« = 8.32~3lV 

quibus oolleotis fit: 

//, a 8.32 — 31 — 32(Ä+IP+Ä»+Ä*+Ä«+Ä'+Ä')» 
täve com 

«it: 

/»./, SS 257} q. e^ d. 

Hino sequitup» F'"(ft) aemper eise ^ — 257. Unde derivara liqat 

F'"IP, F'"ie eto. ene =257, una quantitete F^jR" exoepta, uK wppo- 

ülSoR-\-B'+ ete. +A'=— 1 iabaart; ibiemm BtR'+JP etc. +Ä'=s7, 

immlao A* looo ^mN A anbatitwatar, haue <^ rem F"*^ :=—;!, Inda 

ex prima aequatioaum (5.) seqoimtur hae : 
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/,./, = (F'iP)/e, 

quaruBi uUima seqiutur: 

Ex seounda aequationum (5.) sequuntur hae: 

/../e = (F-Ä«)./, = ~(F"/P), 
/„/, = (F"Ä')./„ 

/„/. = (F-/?)./a = -(F"i?)t 
/,./,== (F"Ä')./o 

oade derivatur esse: 

F"(Ä) s=s F''(/P), F"(Ä*) s= F°(äO, 
F"(/P) = F"(fi»), F"(iP) = — 1« 

Ex aequatione (8.) denique sequvntur hae: 

/„/, = 257, 

/../. = 257. 

Aequationibos (lt<) uum (9.) et (10.) ediatis nanoisoiinar : 

AAJyf, «.(F'Ä).(F'Ä')./../e rive (F-Ä),(F'ÄO« 257, 

12 )/./.././« = (F'iP).(F'Ä«)./*./4 Bive .<F'iP).(F'Ä«) s 257, 

* A/a././. = (F»Ä').(F'Ä»)./e./. siT* (F'Ä>).(F»ß») =« 257, 

F«ß* == — 257, 

ly./,./:/» = (^ R),(F"R').AA «'^e (F" R),(F"ff) = 257, 
13. J F"Ä? =» — 257, F"Ä« = ~.257, F«Ä* = — 257, 
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Tum deniqiif^ erit: 

nee non: (FUi^).(F'H'') = (V«Ä^)^ 

AdiiciaiDus adhuc theorema memoipftiKie de (tinctioiiibus FA'' hoo: 

Si ftinctio FÄ' tali8 est, quacum (FÄ*^') multiplioato, uumenis 257 
oritur, omnesquo jpotestates ipsHift /? ad A, /2^, ^A% JR^ aequationum 
//o+/i4_o, /J* + fi« = 0, Ä^ + fi*=0, Ä»+ir»0 ope 
8imiina quadratonim coefScientium quantitutuiii R\ /T^ R\ W in 
F«^ erit = 257. 

Demonstratio. Ponamus^ si a«» «,, «,, 0, numdri kitegri smt, 

tum erit: 

F/?^*=: <r,R-'4. c,/^'^. fljR-»+ «4»-^, 

Hncf*^ colligitur, cvm (Fß^).(fV^«-^ =r 357 Mt: 

•J57 = flj+oJ + cS + o«+^.(ß'+^-')4-^.(«'-h«-')-Ma(ß':f-Ä-'). 
Quantitates (ß»+ ft~*) et (Ä»-|-iH) irrationalea sunt, neo hod /P-fÄ-«ssfl^ 
unde sequitur esse 

15. 257 = «i -f «;+ «S + tt' q. e. d. 

Corollariunu fix eadem eaiisa est: 

SÄ 2(-^j— -rfjoos-^ sive ^g a« -rfs, 
sire: 

16. («»«« + «»«3 + «f3fl?4) = («4«l)* 

Cum in ntraqiie formula (6*) et (7.) coeflficientes ipsorum R^ ei B^ fidem 
sinty sequitur, formulas has F'A, F^'A non minus quam inde derivatas 
F*Ä% F»Ä*, F"Ä^, F«Ä% F«/?, F''R\ qiiippe in quibus singuBs semper 
eoeffieientes ilK aequales maneant> coefficientem a^ habere =0; quo Tar- 
iere in (16.) sidistituto, fit: 0^=2 a^^ wrei F'R haud mutatur looo q;miis 

R idbique R^ substituto, i. e. 

F'Ä = F'R^ 

simifiters 

F*ß*=5 F' H\ 

F-Ä « f^ß% 
F"R = F"R\ 
qaae aeqnationes aequatioaB)«» (14.) satisfiMsiuat» 
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Quae onuuft cimi ita a priori derirata ninty iaod adbue per calcuhm 
oomprobeatur» Quem ad fioem functiooes F^ et F^* i^sae determiueiiiur« 
HabetaiM aequationes (6.) et (7,X lad^ omnes quantitates F' et F^ 
derivandae esseot« 

lam ibi aequatiosea has adlubeamus : 
l+/?*«0, Ä + /P — 0, /P + /t« = 0, /P+Ä^^O, 
quae cum, ioco ipsius Rf B^ Substitute) ^ haud nuitentury ralores inde 
prodieotes: 

F«Ä«i 13 — 4iR—»4Ä% 

F^Rxfz 15--4Ä — 4ÄV 
non minus quantitates (F- ft^), (F'If\ (F'ß'), (F"Ä'), (F"/P), F*«/?) sup^ 
peditabunt respectiVf«^, quam aequatiooes (6*) et (70^ dummodo pro R sub- 
stituatur renpeotive R\ R^^ iR% 

Vaiores vero fiiuctionum F«/P, F*/?*, F*/P, F"ß« (6.) et (7,), 
derivantur Ioco ipsius R, R? €A Rf mbstituendo; id qaod valde dimiDuitur 
negotium 9 si antea iu (0«) et (7.) aequationes hae 

adhibeantur, quippe quae Ioco R^ /2^ siye R^ substitutis haud commutantur« 
Valores fim^UMmi (F'W} et (F^'R*), io aequatianibus (6«) et (7,: 

Ä=Ä — 1 posito^ emanant« 

Valorea deuique F^Rf et F^R^ ex Mem formutis^ R^m i posito^ 

ariuotur. 

lade prodeunt hi ralores: 

F*Ä « ^ 4Ä — 4ß'~lSÄ* » F*«^ r:5 F"ß = F^R', 
F'RT- s 16/P+ R", F"Af^ = —257, 

. F'R* = — 257, F"Ä* « — 257^ 

* ^ F'Ä* = + 4ft 4.4Ä^ — 15Ä* ^ F'R" 9m f^'R^ = F"/r, 
F'RP 8 ~16/P+Ä^, F"/f 3= —257* 

F*/? = — I, F"/i» = — !• 

In bis aequationibus oateoto inventis stnnia tbeorranata m aequationibus 
(11.), (I2O9 (13,)9 (I40f (15.) eontenta se ofFerunt. Ita exempli gratia 
summa quadratorum ooefficientiuai in F'Re%t: 4^4. 4^ 4. 15^ s= 257, in F' /T 
est: 16^+ r« 257. 

Quantitatum F' et F* tribus ntknur a4 determinandos funetionnm 
/i,/t etc. J, valores; nimirum (F'ß)(F*/r uec non (F"fi) quam vero 
=s/ */2 esse inveniraus. Quae quantkates numerandae haoc formam induunt: 
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F»/r= ^(257)(co8a,--/smÄ.) = F'R\ F^Bf ss /(257)(oo8d,— /«in*.), 
qida (F»Ä) (F'ÄO = 257 nee non F'Ä + F»iP =s quantitas vtuSm est, 
et: (F'/P) (F'iJ") = 257 nee non F'Ä»-i- F'Ä» = quandtas realis est. 
Unde rerocatis aequationibus (4.) et (17.), invenimus: 

' V^(257) cos a. = 15, /'(257) sina. = — 8 /"f , 

/•(357)co8d, ^ — 1, *r(257)8inÄ, = 16, 

imde aumwantur: 

^, =s 339» SCy 14", 48, 

*. = 93'» 34' 34", 80. 
Ad quanthates / ipsas computandas , attrabantur aequationum (9.), (10.) 
et (11.) idoneae. Habemus enim: 



/« 



F'R- 





, (/,).(/.) 


267 
257 



18 ^^ /• _ 257 

tum deniquer 

Qiiia (/i) per aequatioucm octavi ordinis data est quantitas^ octo valo- 
res diversos assumere potest^ una Tero supposita omnes ceterae quanti«* 
tateB f^ cum per lineares functiones in aequationibus (18«) exprimantur^ 
certis yaloribus fruentur. Ex octo valoribus quantitatis f\ ^ quem eligas, 
perinde est^ unde postda dependebit quae nam fuerit illa radix toti caleuio 

supposita r; quae erat = cos -^ry- -+- i sin k^j ^^ * adhuc indeterminatum 
mansit. Ponamus igitur: 



tum erit 



/,= +/-(257.F'ff), A=-~> 



/• 



19. ;/* = +/'(257), 



- 1^(257 '*' R) f. _ -257 

Inde vero etiam darum est, functiones /, , /;, /j, fttfa f.., f-, 
haB'foniiaB induere: 



It '^ÜiehtUt, de mobakme alg t h i mit m mtfutlmii» X^^m'L 



m 



f,z^ V(a57)(ooe«f,+i«mtt».), 
f^ es ^(257)(oosz0,H-'ttnu'a)> 

/, =:/-(257), 

i anguli. w hos valoreit 

^i = 7^ - + TT, 



• • 



a 1-^ I ) 



w. 



f, 
f. 



/"(257) (ooB la» — i Nttiff,)» 
/■(257) (bosu>» — / sin w,), 
V"(257) (oM 2«*»— / IUI w»,)» 
— 1. 



w. 



2*,-t», 



:cum habe&mufl: 



4 

US quanätatum f, seq^idtur, aequationibuB acDubitis 
Ä 4. R» + Ä». ..•.+/? = 0, 
iP + Ä' + fi»,,. .. + «*== 0, 
etc., 






/• ~ Po + Pi^ + P.^ «tCi 

/» = P. + PxÄ' + P.Ä»eto. +p7Ä% 
efc. 

/7 = Po + p»Ä' + P.ß''eto. +p,Ä'\ 
/» = p, + Pi^ + P.^^^eto» +p,fl^% 



20. 8 p« == — 1 -fr /{25O0 + 5 •"(257) (oos li^» + cos i«»» + cos «»»). 
Aronus sutilli ratiooe iDTeDitur, esse: 

sequitur: 

21. 8p« = — 1 ± /'(257) 

+ 2/'(257)[co8(i«>»— m.-|-) + oo8(i^,— wi.-J)4-oo«(m»,- — ^)j» 

periori signo» si m niunerus par, mferiori; si impar est, valente. 



In secUone priori mTentum est, radice r supponta = oos tt^ + /sin 



^2,1) esse =2oos 

(32,1) = 
(32,3) = 
(32, 3^) = 



2n 



2d7- 

„.., hano ob rem hi valores: 

+ 11,8604556, (32,3«) = —2,6143817, 

4-0,2627706, (32,3*) = +^214192, 

+ 2,2657914, (32, 3«) = — 3,9962556, 

(32,3') == — 6,3864173, (32, 3^ ^ = —3,7133823 



257 



in ista suppositione computati, valent pro: 



ISS i% Uiohelot, df rtMolutiont algtbraica atquationii X^^ss^i. 

rMOM-^^±iiki-^j^ete., aut ^ = 00»--^^^— dt'«»--2Jr"* 
•if^ ifiiod ex tabula seounda legt potMt pro: 

^— "•-267"*' ■^'^ 257"» «"* ^==~*-257-i'**"25r^ "* 
__8*2fi . • • 8.2« . . 17.2fi . . . 17.2if 

'^~~*i55r±'**"-2är^^* ^"* '•— «^-j^r ±'"""Mr* 

lam vero quaeitie oriiKir^ quinam yalorea pro r poiiantin*^ o^ Pof Pi 
etcu pm praeaoriptoB valorea habeant. Quae quaeslio faoillime ita aolvitiir, 
Inter oeto qiiautitates p^ /»« y quae per aequationem (20.) detenmnehir^ ma* 
ximum paaitimm valorem aasequi facHlimey adhibitis ralorib«» Vi» ^^ et 
u^9 diiudioari poteat; haue ob rem p^^^ (32, t) fiit oeoesse es^ qood eal- 
culo ooioprobatiir itas 

€oa(ae>.+«) ae -.ooa?^^^^ « +0,97412293, 

00a lii^ «a eea-^ 9 + 0,&S4697b5, 

eoa(w^+«) = —eoa^J^ = +0,831708<4, 



11,86CV*553. 



imde fit 

Inda clarwd fit, fove: 

/^»(a!?,!), ;^, = (35,3), ^, « ::r.>,.V> irtc. p,^{VZ,S\ 
alque r isdaai valoribvs suppoailii ac «ntt*a firuu 

\dBciiwidnai a dfcue es^ valargwi /s» qui est afgrfga i um 
galoram talet 

-eoa81.^+2eaa ^.^ +?coaU>^.^ + 2"^-- * 



>eoa:V>^^4-2eaa IJ.^^^cm »•^ + ?eaa70.?^ 

'2aoalt/^+2eea 67.^+2«a 88.^+ 2«a2?.*"^ 



267 "^ 2t>s *ßM4 ^as 

y o me hric» per I>m>c6(Ni«bi «ngdi «omtra paaWk Ckan «mb lil: 
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folbi anguli •&, et ^^ determinantur aequadcmSm» his; 

^*^* = 7^57)^ •*"^»=~VT257}* ~*^* = V'^;7)^ •^^• — VT247) 
[iriiimin aoguli $^ et <&« constniMitHry d^de anguli w oomponaDtur, tum 
deDique fonnula ipsius 8^^ per geometrioas constructioiiea exprani poteat^ 
. Haod dmuque erit iaiitile quomodo formula ipaiua 8p^ cum formiif* 
lia ex priori parte emanantibus oohaereat^ oatendere» 

Ex intwpretatione aignorum / hae aeqiiationes identicae sequimtur : 

/i ^(Po+p.+pA+Pch-(jh+p,+P^+h)^ (128,1)-(128,3), 
/t+/6«2((po + p0~(p.+p*)) « 2((64,l)>--(64,9)), 

/+/i+/»+/7 « ~4(Pa-p4) = — 4((32,1)~^(32^1)), 

qoibus aequationibm apte inter se additli eiradmit hae t 
4(Pa+P4)= ~l+[(128,l)~(128,3)l+2[(64,t)-64,9)] 
et 8;.,« -l+[(128,l)-(128ß)J+2((64,l)-^64,9]-4[Ä^ 
Ex ai'ticulc TL vero sequitur: 

(,28,1) «Illi^, <6l>t)«:^*^'*^-^^<^*^-*>*+**>> 
(128,3) ==1=^^, (64,9)-ü2M):ir^^^+64)^ 

(32,1)-(32,81) » *^[((64»l)»+4)5+3(64,l) + (64»9)J, 
UMie aeotpinitiB • 

4(/»»+/»4)=-l +/"(257)+2[/((128,l)»+64)I , 

«I 8/», = ~l+i^(257)+2[/-((128,l)*+64)]-4/K(64^)'-H)5+3(6*,l)+(64,9)I, 
^piibiia fimniiulis comparatis oum his: 

HP.+Pa) = — 1 + ^C257) + 2 y^(257) cwei^. , 

8p^ S55 — 1 + /'(257) ^2/-(257)(öoaa^,+oo8ur^-|-eo8W3)^ 

^Seri- apparet : 

V"((l 28,1)* + 64) =» 1^(257) cos i£^. et 

2/K(W,l)'+4)4 + 3((i4,l) + (64^9)J s |r(257) (cos ii/. + ooe i^,). 

Quod etiam calculo comprobatur« 

Quae cum ita rint^ formulas nefas Id hoo articula ioTeatae^ nifaS 

%liiid esse, quam conciwiiores expressiooes trigonometricas loeo magii com«^ 

^licitarum formularum algebraicarum fungentes^ expMuisse mihi videor» 

EL 

Kikil impediret^ quo muius^ prorsus simili calcufo omoea sedemm 
^alores (16«) tanquam aequationi» sedecuai ordinis radicet defioiaiitiir^ nee 
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V 

non duae et triginta periodi (8|) tanquam aequationis 32ti er Alis radioes 
etc. adeo denique 128 valores^ (2,) tanquam radices aequatitwis 128ti or« 
dinis per formulas oonotimas trigonometricas perhibeantur. Ne rero quid 
in dubio remaoeat^ geoeralem aequationes Utas solr^idi raun quam bre« 
intime adunriiremmu 

Omnea has aequationea tales ^sae oonstat^ ex quarum radidbus to« 

tidem (unotiones lineares ^ ao numwus radicum^ eonstitui ac detenninari 

posaunt« Sit igitur pm^i numerus primus datus, nee neu pm radioes 

aequationis: 
^ X^ + X^-^ + X^-^ + etc. +X + 1 = 0, 

in m dirersa oerta aggregata, quarum singulum quodque p terminos eon« 

tinet, segregentur« Tum baec aggregata radioes fiunt aequationis resohi« 

bilis i?7ti ordinis, quae quomodo'solratur^ ostendere reÜDU 

Si A radix aequationis J^ = 1, euius mta dewum potestas fiatssl, 
supponatur^ quippe quae formae erit, 

R s=: oos h/sm • 

ubi A^ et m numari inter se primi sunt» sS deinde: 

Po9 Pif P%J • • • • Pim^) 

m radices aequationki solvendae assumantur, ülae aequationes lineares ^ de 
quibus sermo erat» fiunt: 

/, = p, + p,. R" '^p.B' + etc. + p,«.o R^^\ 
etc. 

/«= Po + Pi Ä-4-P.Ä^+etO. +p,^^^R'^^'\ 

^^■titates 

fit fn9 /l> • • • • fmf 

ex indole prpptla aequationis solrendae determinabiies^ multis tiieoremati- 
bus de ipsis functionibus fi^ A etc. f^ introduotisy per fiinctiones trigono* 

roetricaa aagukwum -^9 -^^ — exprimuntur. Quippe quorum theorematum 

primum, id quod simili ratione ae pro mesS, generaliter demonsfratur 
est hoc: 

fwfim^n) »■ P^ + *• 

Valoribus quantitatum /, , /$ etc. /^ determinatis, liisque aequationibus ideii- 
tiiDis adhibitis: 



IS. Itiehtlot, dt nsobttUtu olgebreiem «egiictfiORit JC^.^1; 

Ä + Ä» +Ä» + etc. + ß* a= 0, 
Ä» + Ä* + fi» + «tC. + ß»" =: 0, 

fi' + Ä» + Ä» + etc. +fi'- = 0, 

etc. etc. eto* 

Ä-;-» 4. fi»'"*-« + H»("^o + etc. + Ä"("-») s= 0, 
Ä» =s iP" = /P"* etc = 1, 
bM radioes aequat%>iiis solyendae mti ordinis emanant» 

;i!.= ^{/. + /. + /. + etc +/_,+/4 
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^, ==^tÄ-7. +«r*/. +Ä-^/3 +eto. +Ä/_,+/4 

p. = l{fP^"-!/; + ««--*)/, 4. /p(--»)/3 + etc. +/?*/_ 4-/4 
etc. 

articulis praemissfo casum^ ubf pm-^-l =s 257^ neo non m = 8 est, ex« 
[)atum inveiiis» Geteri oynnes casus eaudem methodum seqimiitiir neo 
B in ultimo, ubi ni = 128 est, contineniur; quippe quem casum in se- 
entibus articulis satis accurate expositum atque elaboratum mn^oire licet, 

(Cont aeq. prox.^ 



Crelle'i ioonal d. M. Vt^ tX Hft. 2» 
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iT^iii;^ 



13. 

;angen über die Lcmibertsdie BeOie 

(Jum H«na TnL A K SMv* b Hai*.) 



Dab «KneRdhe^ io wddier bekunlfieb 4er Gtofik^ 
m rn ri ilnln fTtiihrtTwi r^r". ih IrrftTf nnriil jiBiiiili%n fTtiiinrw, 
^ Cjrobte 4ii&BerkBUiAeit i'wJt^, kC w«U keiMr If^« Mtarwwfe^ 
OüHM ^ dir SxpoBenleB dfe MlärGelie Rdhe der geoMB ZiUbb Udea, m 
etUflt OHB hierd u rch nicht blofc ■u cce aw Te dfe AnaM der l^eüer jeder 
Zetal. aondMft «nh, %v«i «Kh wkhl%|er irt: dfe FiriattihleB 
nacF der andern, nnd swer anf enäe bcstiiaaBie W( 
Zahlen f ee chieJ en, Mem derCo^faienl 
Exponent ewe Vt^naM, ^UUb 2, derCoeffieMne ieder 
tens hi^<>g«n pSfrer A'2mi, Wire et eiar BKgliiMeity dfe F 

C u e flk ie nle n giober ii».t2 «nd, am der maptSm^Ubmm B«ftn, aa 
derRcat cyneFonetion Jhgeheu, dardi deren Batwicfcohnie man dfe 



•l^-i-. 




» 







aa «Riehoi ht, iidar udte; anf jedm Ftf aoheint bht |eder 

anr gmunt evetk BrfencfiUng dcrWai« omarer Rahe 

werlbn* Einen aolcben, und awar einen anigeaochi 

Herr Dr. Clansen ia AeaeaiJoamal (3. Band, & ftS.) gegelMi« bideni 

erwSlBlie, dab «ch dw f amiiitiiihii Hefte in dw folgende: 

¥4?rwandeln hamtm Da, ao rid ick weib, Tton ii e wi Uarfonn 
t ein Beweis gegeb en hkj ao aaq; Ibiar Merat mc aoleb» nntgiUhüli 

KntwidLelt man nfimliBn dw euaanMn «nder ^ ci , ^ r« 7- 



«JüTcfa blo&e DiYnion und setzt £e Besnitnte nnter e in ander, so erUt 

x+x' + jr' + x^+x^+Ä^ + etc 
+ x^ + ;r* + ^ + *^ +x^'' + jr^+ ete. 

+ *' + jr^ + *» + <r*^ + X** + x» -h «te- 
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+ «* + «»+«»» + »" + ar*» -f. jr» + ülfc 

+ etc. 
Nimmt mm tob diesem Quadrate die Glieder weg, die in der ersten He«(«m« 
tilraBray mid die !■ der ersten Terdoalreüie striMB, lo irt'die Summe der- 
selben aa 

«+ 2«»+ Sä* + 2jr* + etc as ;r(ji|). 

TerflUirt man vaH dem ^rigbMbeaden Quadrete uai deiche y^tlke, so ist 
diel Summa der weggepommepen Glieder aye ;(t 

Wiederholt man dasselbe YerAlumi bei dem nunm^ur fibrIggelbUebeQen 
Quadrate^ so erbült man 

Ue 8, fe Da jedes Glied von der Fofvn sp^% wo m, /2 Terschiedene Zahlen 
sind 9 sowohl als n*^^ in 4er m*^'^ Hori^Eontalreihey als tuoh alf m*^ in der 
n^" Yertimlreihe ersdieiqty und aus devMdben Grunde fai d«r Diagonale^^ 
deren eine Spitze ^ ist, nur sokhe Glieder stehen können ^ deren Expo« 
nenten die Quadrate der natiirUdien Z^ahlenreflie bilden^ so hat man^ nach« 
dem die angegebene Opw^tion n^^i mal Torgenonuora wordWi dos n^ mel 
hin wegzunehmen I 

«B8 «^»[l + 2?r^+t.5ar»*4r et©,] « ^"(ri5)f ^» ^ beweisen war# 

BeiUtufig mag nocdi heinerkt werden ^ da(s dieselbe Reihe in ^e 
unendliohe Anzahl k^gp^mtßßt oder unbegrenzter Reihen zerlegt werden 
kann, deren Exponenten arithmetisohe Reihen der zweiten Ordnung bilden^ 
und die man daher sdiicklii4i geemetrisohe Reihen der zweiten Ordnung 
nennep konnte« Ijpmmt man uemHab vpn dw obigen Tafel zuerst x, dann 
die beiden x^^ d^pn die mit ihnen piu^el liegenden Glieder a^, x\ x^f 
hierauf die abermab auf j^ner Parallele stohendeo x^^ a^> ^% x"^ weg, und 
führt auf gleiche Weine fortj so ist idie uvsprimglicbe Lambertiche Reihe 

21* 
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cnf folgende Art zu sdudben: 

X 

+ ar*(2 + ?x')rf 
+ a:'(2+2x^ + x«) 

-i-a?»(2 + 2«* + 2jp«0 
4-x'(2 + 2a^ + 2a^ + jO 



*|.ar«»-i(2 + 2j:*^» + 2ar*"-* + 2a/»«-"H-.... + 2«"("-') +arf"-«'-)) 
•i-jer«» (2 + 2ar^-*+2«*"-° + 2«^'^» + ....-f-2a^(»-*>^'4-2«^'''-*') 

Nimmt man hingegoi zuerst die in der Diagonale stehenden, dann 
die in den beiden ihr näclisten Parallelen liegenden (gleichen), dami die 
auf den beiden nächstfolgenden Parallelen befindGchen Glieder u. s. f. , so 

erliSlt man: 

X + a?*+ aP + ar"+ x^ -\- etc. 

+ Zx" + 2ar« + 2jp" + 23?* + 2ar» + etc. 

-J-2a:» + 2«* + 2a?" + 2««* + 2ar» + etc. 

+ 2 ar^ 4- 2x*"+* + 2 3^"+« + 2»*^" + 2aH'»+»+ etc. ~ 
So viel von diesen Anordaungen. 
Es sej nunmehr 

Z 

80 zeigt, wie erwähnt, F^ die Anzahl der Divisoren von r an, und wenn folglich 

ist, wo /, m, ;i, # • • • verschiedene Primzahlen bezeichnen, so ist 

Sind femer 1, ^ ^, f , • . . • ^'^ * die Wurzehi der Gleichung af— 1 = 0, 
so erhält man, wenn in (!•) nach einander ^jr, ^^x^ ^jp, .... tut x ge* 
setzt, und die Resultate zu (1») addirt werden: ^ 

= /^F„^+J%^'+^3pfl^' + etcJ = /^Sä^^^x^^ 

Der zweite Theil dieser Gleichung läfst sich aber je* 
desmal durch eine begrenzte Anzahl von'Functionen <f> aus- 
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iS. S^herk, Bemerkungen über die Lambertsdke Reihe ^ 4-2 i4-clc. I^ 

draoken, deren- Argumente Potenzen von ^ siAd« Dies soll 
hier eezevgt WerÜtoi« bt nämlich 

Erstens /i eine Primzahl^ so bemerkeanan^ dals aDe Werflia^ 
die % erhaReu kann, in sokdie zevfallen, die nicht durch p di^bar sind^ 
imd in solche , die durch p getfieflt werden können« Es stelle a jeden in 
die erste, bp jeden in die zweite Classe gi^rendön Werth von h vor, so 
ist klar, dals b jede ganse 2Sahl bedeuten kann, ud dals 

ist, wo das erste Summenzeidien des zwdtei Theils dieser Gleichufig sich 
auf jedien ganzen, durch /> nicht theilbaren Werth von a bezieht» Nim hat 
aber jedes a die Form u^'^B^O'«..«, wo^, B, Cy ..•• von dnandar und 
von p verschied^ie Primzahlen anzeigen; folglich ist 

^ap = («+i)(ß+i)(y+i)...- ^M).... = 2F,, 

Jedes h hingegen hat die Form A^'A^O .... p"^.... (wo ^ auch :sO sein 
kann); demnach ist ^ipp = («+ l)(ß-+- 0' 7+*) • • • • ('"^ + 3) . • . • = 

2(«+l)(ß+l)(7+l)....(^+2)...:— («+l)(ß+lX7+l)----(^+^^ 
2Fhp—Fi. Demnach ist 

%Fi^x^P=^2^aF.a^^+2%F^^x^PP—%F^üif''^^ 

_ t OB OP 

d. h. wen in dem zweiten Theile £eser Gleichung statt 2^ eudi S^p ge- 
setzt werden kann, da p eine Constante ist, und dann das zweite Glied 
ganz dasselbe ausdrückt als das erste, nur daÜB dieses f&i* alle durch p 
nicht theilbaren, jenes f Sr alle durch p theilbaren Werthe von h gilt, so ist 

i^i^'ft jc*P = 2%Fj,a^P'^lt>F^-s:^'PP^2%FrX'^--2%F^x^'^^ 

IX 1 I X 

demnach, wenn in (1.) nach einander a^ und oc^^ statt x gesetzt wird, 

Hieraus folgt also z. B« 
fiir/issl^ <f>x ssz 2<Px — (pa*, 

u« s. L 
Die Gleidiung <P[^ x)''ssz — <t>X'\-i<p(x^'^2p(a^) giebt zugidch an, wie 
negative Argumente auf positive zu redudren sind« 

Es seiZweifens p eine beliebige Potenz einer Primzahl 
/, also /»= l\ so kann man fort ganz auf diesdbe Wefa» wie vorher sdilie- 
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' ' ' ' • ■ ■ ■ ' • . • , . ' 

lien. Cb xer&nen nemlich gegenwärtig die Werthe^ weldie dem A ' 




Caai^^iig (24) bebsulegen sind^ ia loldiey die durdh / getbeilt «joan Reit 
Imnn uqd in soldiei 4i0 durch / tbeOhar sind« Stellt abennab m jeden in die 
iMtBf b l jeden in die zwcate ClaiMe gellörfmdtti Werth von h ror, so hat maa 

Nun.bat aber jedes tt. die Form ^*i9^ (>•»•• t woJ^B^C^.... Ton eipander 
uii4 von / Tersohiedene Frimzahleii anzogen; nlglioh ist 

F^ = («+l)(ß + l)(7 + l)....(X + l)..... =s (X+1)F.. 
Pemer hat jedes i die-Förm^'-B^O'«.,.^«.., (wo ^auoh =16 sein kann);' 
demnach ist F„p.== (« + l)(ß+l)(7+l)-»»(^+J + 2),.*., d. h. wenn 
man bemerkt , d«»!« -A+ f + 2 = (A + 1) (? + 2) — X(j +1), F«^ = 

(?^+i)(«+i)(ß4-i)(y+:^)—(?+2).t..— A(*«+i)(ß+i)(y+i)....(?+i).... 

^(X+l)Fw— XFj. Folglich hat man 

%Fj,^a?^ =3 (A+l)2aF,*'''' + (A+l)ijF„x«"'^xijF4a;*-''' 

= (Ä +1) ^, F* ar*" — Xii f/x*-'", 

1 X 

woraus folgt, dafe, weon p z=: l\ 

Ist Xs=s 1^ äo geh<^ wie nc^h wendige (4.) in (30. über. 
Hieraus hat man z. Q« iiir / sp \ sc 2, /> «s 4, 

weiches speciale Resultat auch aus der öligen deiohwg 

herasulmten war. Deun setzt m^ in dieselbe ix statt 4i^| so bat man 

setzt man hingegen V^ statt x^ so ergiebC sidK 

4(p (x*) + 4(P(-^ jr^) = 16(P(Är*) -^ 8^(a^}, 
und die Summe dieser drei Gleicbungen ist 

(px + q>(ix)^(p('^x) + (pi'^ix) ?= l?(p(ar^) — 8(P<jc^)/ 
wie oben# 

Es sei Drittens p ein FiEoduct beliebiger Potanzea zweier verschie- 
denen Primzahlen /, m, also p^s^t^ mf'. Dann theilen sidi alle Wertb^ die 
h erhalten kann, in solche <9n, die 1) weder durch / nodil ;diih)b M^.2) dunb 
^ aber nicht durch m, 3) diH^ pi aber nicht durch /^ ,4) durdi /und dufdi 
m theilbar sin^« Es stelle a jeden iadie erste^ £i jodi» in die zweite^ cjm je- 
den in die dritte^ und dlm jeden in die vierte Glasse gehörenden Werth von 
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• I ■ ' 

A vor, so kt oflSanbar 

Nunhat ab« jede« tt die Fomi J'^C,,,,, wo w^yB, ^c«« von «in» 
•nder und Ton / «iod m Tendiiedenfe FrimnUen anzdgen; folglioh fat 

F.^ = («+i)(0+i)/y+i)....(A+i)O»-f 1).... « (A+i)0>t+i)^.- 

Femer hat jedes 6 die Form^B^CT«*«. /«••••, we\^, fi, C, ...• von einander 
und Ton m yendkied(Mie n»üahlen beMiolttie% und aneb sbO sein kann. 
Folglidi ist 

Fj^8=(«+ixß+ixyi-i)....(>^+e+2Xft+i).... 

=:(x+iXi.t+iX»+iXß+iXy+i)....(?+2).«.— AO»+iX«+i)(ß+iXy+i)*^.Cf+i)««- 
*»(\+iXm+i) ^i— X (M+i) n . 

Auf diesdbe Weise erhält man 

F^ = (\+l)Ot+l)F..— M(^+l)^.. 
EndEch hat fedes d die Form jä'B^C,„^lfm'.,,, Folglich ist 

Fa., «= (Ä+l)(ß+l)(y+l)....(^+?+2)(i^+<r+2).... 

Bemerkt man aber, dab 

/ + ^+2 = (X+l)(f +2)-.X(j+l), 

^-^.<^^.2 x= (^+I)(<r4.2)-fi((r+l), 

so sieht man, dab Fjo^ unter folgende Form gesetzt wetden kann: 

i»(x+tXi^+tX«+txß+iX7+iM?+2X«-+2)...-Kft+iX«»+iXß+iXy+i)-(?+iX«'+2). 
— K^+lX«+lXß+lXy+l)--(?+«)<H•l)+^K•+lXß+lXy+l>-.(f+lXf♦l) 

ac(X+lXM+l)Fa.~X0»+l)F4.-^(X+l)F«-|.A,«F4, 
Folglieh hat nsan 

S4Fi,x»''=(X+lXM'f l)[Si F.*-P +S»F„**'-»+ScF^«-''+SaFah»««-''l 

- X(^+l) [2> F, a^-^ + iaFa»«*^*} 

— ^(X+l) |:SeF.«*-P + I^F^«*"^] 
.f Xft.SrfFa«*'-?. 

t 

^ber die m der ersten Klammer stdiendeii Glieder bedeuttti alle dasseUM (wie 
^saan augenblidüioh mAtf weon man a4att 2»^ S^^ S<c resp« S^^, 2cm» ^dim 
^etzt^ was erlaubt ist): aemlidi dafii ^Fj^j^ genommen werdeo soU^ und 
^iwarerstens fiir alle Zahlen der ersleni dann der sweiten^ dann der drittem 
^%uid endlich der Werten Qasse^ d« lü für alle ganzen Wertbe^ Ton L^ Dieselbe 
^fewandpils hat es mit den in A(fi+1) ^^ hi f*(^+1) multipUoirten Sunv- 
men^ und folglich hat man 



•ee 



^> 
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WgBflh fat^ wenn yisa/'wi''.- 

bt Viertens /> ^ Prodiiot ]»did>iger Potenzen freier Tendbiedenen 
Primzablen /, fij ^> ako ps=fimf n% so erliSIt man ^ns auf demsdbenW^e: 

6. <px+<P(C*)+<P(r^)+....+<P(C^*^) = (^.+l)G«t+l)(»+l)/»^(«0 

— K(ft+1) (v+i) ;»<P (jp''') — ft(\+l) (v+1) /»<p(^'"'') — v(\+l) Ot+l)/»^(sr^ - 

Das Gesetz liegt mm so klar am Tage, dab jttan es augenblioklioh albe- 
Ta&a aussprechen kann: 

Ist nemlioh pzssl^ m'' n*,,,,, wo /, m, n, .... yersoUedene Prim- 
zahlen sind» so bilde man die beiden Produofe: 
(\+l— \L)(At+l— /»itfXv+1- viV).... ^m-r-ßL + y LM^ SLMJV-^- ele. 



und (i-\-lL)il+mM) (l+nTV)..., = 1 — bL^c LM^dLMN+ 



Ä.iV+c.iHriV 



♦ 



wo L, M, Nf •■• • . uribestimmte GrSlsen sind. Dann ist 



# 



irriohM die volbtSndige AHflSsiiDg der uns Torgesetzten Au%abe hU 
Hieraus ergiebt sich zugleich, dals, wenn maii 

setzt, und r eine kdiien Factor vim p bildende Frimzafal, ^ hing^mi eif ^ 
bdicUge ganM Zahl ist^ man 

hidbe,, eine Gldcfaung wdche wäi auf ^em Wege, der dem abea eing^^ 
aoUagenen fflinlidi ist, auch direot- beweisen liefee« 

Sind ff, 9py l^^ •«•• iff^"^ cEe Wurzeln der Glddumg ap^^-f-lss 
^o .übersieht man leicht, d|da 

(P(i|a:)+(p(fi^j?)+<p(fi^^)+/...+0(ir^»^) «>K2/i,ap)— t^C/F, r), 
80 dals diese Summe durch die ob^e mitgefunden ist« 
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14. 

MÄnoire sbr la theorie des nombres. 

(Saite dn n&aoire No. 3. daaa le caMer pr^cödent. ) 
( rar Mr. 6. LOm de Florence.) 



i^oit propos^^ par exemple» du trouver le Dombre IV des Bolutions entie« 
vM |KMftivee et moindres que e, de la eoDgruenoe 

o^4*i ^ (mod«c)^ 
la formule (24») ae diangera^ dam oe oaa^ dans la suirante 

qui exprimera le nombre 2V eherdi^# 

8i Von conaidere le terme g^n^ral de eette s^rie^ on aura T^quation 

— S oo»2u(ax4rb) — -sss , 

z c Sin 

c 

dans le aeoond membre de laquelle le num^rateur est tot^urs z6üo^ mais 
dont le d^nominatetir ne peiit ae r^uire ä s^ro, que lorsqoe a et c ont 
im diviseur oommun plus grand que Funit^^ puisque u est toujours plus 
pelit. que c. ü r&ulte de Ih que n a et c aoiit premiers entre eux^ tous 
les lennes de la serjle (20.») s'^yiuiouisseD^ ezoept^ le prenuer dont la v»* 
leur se r^duit ä 



O «^-ft c 



Mais si a et c ont un feoteur oommun gf on su^^osera assntffs 
ngs et eii finsant usan, on obtioBdra 



1-f ^, ^..n ^2n{b+ac^^)^^un2n{b^j)^ 
— Soos2/j(cx+i)— ea -— 



»i.2(6+an^-..^)f-^sio2(.--|-)^ 



2ngmk — 



Cette exfiresnon se rMuift Ä §9 en yertu de Thypoth^ azszmg, On 
davra dono diffiSrentier le numerateiur et le d^nominateur par rapport a Uf 
pour avoir nne valenr d^termini^^ et i'on trouvera apres les r^uctions: 

Crdle*! Yonmftl d. M. Bd. IX. Hü. 2; 22 
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. ü.2(>+..,-f)^-.i.2(>-^)| 

£ 2- s— OOS-Z-« 

2ii^tiii — ^ 

6 

Si au lieu de prendre zi ss= /i, on ftit en g^m^ral n s=s ^/i^ € ^taot üb nom* 
bre entier quelconque^ ob trouve 

— Z oo9^7i(ajjr + Ä)— c= oos ;. 

et oomme le nombre n est eompris ^ — 1 fob dans e-<— 1^ on pourrafiure 
suocessivement ^ = 0, 1, 2, 3^ «« •« g — 1 ; ei la valeur de llat^grale (2(3.) 
Mra exprim^e (dans le cas actud ou Ton suppose qoe ü fk e ovk un oom- 
muB £?]Mur g) par la serie 

doBt la somMe 



M^^)*+^~ 



2siii — 
8 

a pour Taleur g^ lonque — est tm Bonibre OBtier, et qui sa r^iut ä wkto 
daBS le oas ooBtraire« 

De 1& r^lte 
V. Que la oongrueBee ax-^-b^Q (mod. c)^ a toujoun ime fM>latiOB 
enti^ et ph» petite que c^ lonque n et c v^fmt d'autres diYiseuni eom- 

BBUB8 qüfc TuBite« 

V^ Que a o et c OBt üb oommuB diiriieur g diff^reot de Tutiit^^ qui 
ne di?iie poiBt b^ oette eoagrueBoe B'admet aucuue 8<rfutioB OBÜere« 

3\ Qu^eufiB a — est UB sombre entier^ <m trouver^ pour x üb bobi- 

bre ^ de ndeura entidrai |^ petites que c^ qui satisfoBt k la coBgrueBoe 
propofl^ 

BfaiBteaaBt si toB fidt ^ssaor-f-i, et msse^ dum liBt^grale (25«) 
OB trouyera que la Ibrmiile 

27. Tx (l+ 00Ä2(ar+A) -J. ^ + omTu (ax+b) ^.... + 0082(iN-lXaar+i) ^) , 

expffimera la sobubo de« Taleura de Xy. eati^res et aioindMi^qae c, qui 
tatkfoaA ji la eoBgrueuoe mx-{-b=iO (mod^e), jk>nqu'dle est r^luUe^ 
€t ^piB focBqu'eUe ue l'ert pa% oetie iat^rale se x^hiit ä wikfh 
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Noits avons d^montr^ quo a a et c ont ud fiaioteiir canunim dSBS6^ 
reut de I'unit^^ et quine divise pas 6, la congruenoe aj?-|-i^O (mod^c) 
n'admet aucone solutioii entiere; et comme, si ce fieKTteur cohubuh diiiBe 
aussi bf on peut toujours le supprkner^ D sera penms^ dans ce cas^ de 
suppofier que o et c sont premiers entre eux; et alors on sera amir^ 
qu'il existe toujours une valeur entidre de ä^y oompriBe entre z4ro et c, 
qui satisfait ä ht congruenoe propos^; mais oomme il n'existe qo'une seule 
de eet raleurs, comprise entre les limites que nous venons d'indiqner, la 
formale (27.) » ^ exprime la somme des racinet de la congruenoe 

ax'^ b ^ (mod* c), 
aura pour valeur I9 plus petite de ces radnes enti^rea et poritivef« 

Actuellement pour trouver cette valeur de jr^ on considSrera le 
terme g^n^ral de Pint^grale (27») ^ et on aura 



1 *=^ n 

— Z jrcoB2ii(aa?4-Ä) — 



2c8ia 



ca-|-^ — al cos2m(6 — a) — 

oa fl fisadra fiaire suooesrivomcmt » =b1, 2, 3, • . . . tfr^l; et ajcmter «a r^ 
snltat le Premier ^enne de la i^rie (^•)> qui est 

l'^ X>(— 1) ^ 0-1 * 

Poia^ie a et c sont prenüen entre eis, et ^e u est phw petit. 
que c, s'en suit que le d^onünateur 2 c sin-^^^^ ne i^ourva ^onais s'^ra« 
nouir; on obtieadra par ooos^quent, m fisubant les r^dnctions n^cessairesa 

(c— l)«n2«(ao+i— -j)^ +«wi2u (^--y)-^ aH2H(oe+»— a)-.— co«2ii(*-«)-J 



2sui^ 

c 



parlant 



22 
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2t. —"r X (l+ co«2(oar+Ä) — .... + oos2» (axH) - .... + wm2 (o-iXaxH) -) 

T ^^ T 



2im— 2iui— ^ 

• 



"~* »in— — 

o ' 

Xlette fermale tr^s-niqple donne pour « la plus petite' Talenr de x 
•qjui Mtislaase «^ la oosgruenoe ax-{-6^0 (mod. c), en nombrea entien 
et poirftifii: nuiis toutes les valeun eiiti4rea de de sont donn^ per l'^qualiOQ 



•in 
o 



dttns laqudle « ert un nombre entier qaeloonque« 
n trat obaerver u» que la oongraenoe 

^quivaut d r^quation dn premier degr^ 4 deux moomraeB 

et <]iie la formule (29a) donnera toutes les valeon de x qui tMbmak oMte 
^qiwtion« 

Seit propo8^9 par exemple, de r^udre en nolnbreB entien l'^qaa- 
tion 3x-|-l=4/i en la oomparant fi T^quation g^n^rale ax'\'C^aicy^ 
on aura as:3^ 6ssl^ css4; et par oons^quent 

o'esC k dura 

. « .2« .3« 

3 "°T ""T ""T __ 3 1 . i 1_. 

• = 2-77^""^;;;;^"";;^^ 2 + 2-2 -^ 
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et toatef» les valeurs de a?^ qui r4aohreat r^quation 30^4*1 ==4jr, seront 
doDn^ par requation j?=l-f*4^ oomme on le aait d'ailieurs« 

La raleur de « peut en g^n^ral se calculer k I'aide des tables 
frigcmom^triques; H est yrai que par ee mojen on n'obtiendra^ le pliui 
Moaventy que des valeurs iractioiouares approoh^^ mais comme par sup« 
Position j^ ne peut avoir que des valeuni entieres^ on en trourera la ra« 
lenr exaote exk substituant d oette valeur approcb^^ le nombre oitier le 
plus TOisin« 

On peut obsenrer que pubqu'on a 

Sin (26 — a] — sin cos cos sm 

\ / c o c o c 

• aun • aun 



.m 2b'uft .auft 2bun 

sm cot cos ; 



^ 2lu9t 
Zcos— — • = — 1; 



(Bt que d'aitteurs 



on pourra ^ire 

a = -5-+2-Z8m^-j-cot-^+Y=2(c^ + 

et cette expression servira» aussi Inen que la pr^dente^ d r^soudre la 
oongruence propos^« 

n serait ais^ d'i^pllquer ces principes aux conguences du prender 
degr^ d plusieurs inoonnues: mais nous allons passer de pr^£$rence aux 
eoDgruences du second d^r^: et ä cet e£Fet nous rappellerons quelques 
propriet^ ^I^mentaires des r^ddus quadratiquesy que nons pourrions d^ 
duire de nos formules g^n^rales^ mais dont nous omettons les dÄnonstra- 
tion ii cause de leur simplicit^. 

1^ Si /z est un nombre premier, en ^erant successivement au carr^ 
tous les nombres 1^ 2^ 3 •••• n — 1; et difisant chaque carr^ par n^ on 

aura ^^^— restes di£G$rens (que M» Gauss a nornm^ r^idus quadratiques 

de n) r^pet^ cbacun deux fois: et il restera^ dans la s^rie des nombres 

inf&rieurs k n^ vm nombre - ■ "!" ■ de non^r^sidus quadratiques» 

V^ Si Ton fait ;i=::2/i + lf ^ V^ ^'^^ repri^sente par 
les p r^ndus quadratiques de n, et par 
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^tf *'t5 •SJ •••• Ouy •••• Opy 

les p non-r^siduB quadratiques, on aura les ^quations 

E008 =3 2 £ GO8 — ^} Z gm = 2 Z am — ^^; 



Z (cos I-C082 — )=Zco«-^^— ; Z [sin — ^+8m JasZain-^^. 

3"^. En muItipHant suooessiTement im r^du quaAratique quelomque 
a^^ par tous les aufres, on aura la serie 

CrO^y a^a^^ a^a^f •••• araj,j 
qui founura de nonveau^ ep diynant tous ses termes par n, p restes di&* 
i&teoAy qui seroat tous les r^sidus quadratiqoes de n diq^os^ dans un 
ordre quelconque; d*oa Ton d^duira 

«^ lx=» ^ «=1 » «ort ^ 

Z sm = 2 Z sia^ ==— = 2 Z sm- • 

4^ En multipUant la r^sidu quadratiquo a^^ sucoessivement par tous 
les non-r^idus quadratiques 

^15 ^«f ^35 •••• ^uj •••• »p> 

on anra de nouveau, apopes avoir divis^ tous les produits par n^ p restes 
SS&reoBf qui swont tous las non«r^sidus quadratiques de n^ et oa trouvera 

Z cos = Z 00s — =-; 

- I «IC* «• u=. » 

• ^^ . 2arhun "^^ • 2bun 



«=S1 ** ICSI ** 



S\ En multipliant le non*residu qoEidMitiqüie brf snooessive meut par 
tous les r^dus quadratiques 

et divisant tous les produits par /z ^ on aura po«r restes tons les noii-r^ 
fljdoi quadratiques; et par cons^quent on obllondra 

«^^ 2f^mun «it+* 2*„« 

Z cos^ ■ = Z oos-^-=— ; 

32. <^^, 26, «MÄ "^ . 2»u» 
Z sm — • -a» Z s m . 



11=1 ^ «=» ^ 



lultipliant sccoessiyeiBant nn non-r&Uu quadratique 
tous les non^r^sidus quadratiques 

^i > ^« f ^3 f • • • • •»> • • • • *p r 
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cm aura pour restes^ apres av<Mr dlvis^ chaque produit par n^ tous las r^ 
aiduB quadratiques^ et parlant on troavera 



dL Bau "— 3= i. Sun »•• 

Urs» ** .u=i '^ 

MainteiiaBt si Ton repr^iente par IV le nembrä des Solutions en» 
tiSres et moindres que ^^ de la oimgrueiice 

a^-^c ^ (mod. /j), 
dans laquelie /i est «n nombre premier^ on sait par ce que nous avons 
d^montre pr^damment, que IV ne peut qu'etre ^ale d z^ro ou ä 2^ et 
en partant de la formule (24.)> on trouyera 

/IiV==T{l+cos2(^+e)^+eos4(a:'+c)-•.•• + cos2(/^^^ 






= /i+Zoos-^ r ^ Zioos-^^ oos--^-^^ wak-^ sm-* — !• 



substitoe 



«e:» a It vssi \ w a t a / 

^ ^^ 2y X« ^ ^.^ 2ycn ''=p^/jt^ 2aua^n ^^ 29au^ , ^^ 2*««*«^. ^c*«!^ 

i-Bm-*^ sm-«^— s=s 2. I8UI sat ■ ^* am — am— — |* 

y=a '^ a MBS» \ » w • a n /^ 

on ebtiendra 

' - * ^ . 2auis^n . 2cauft . 2huX^n • 2c&tfm 

— — .ftiq ■ ■ iffn — fpn — -- 



ly en »^parant las int^gralesi 
ix-f-Zcos-"^ h Z (ooa — ^ Zoos— ^^ — j+ Z (cos— ^ Zoos— ^^ — 



^^ , r=» " •« ^ " »« 



"TVda^^fJif T«in^'^^^ -_'YYrin££*-« Tsm^if^ 




et oette ^quation^ ä Taide des ^quatkms (SO.)^ (31.)> (32^)9 m transformera 
dans la smyante 
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68 quantit^ 

"^^ ^^un «=ar^ 2Juic 

£ cos y Z oos — ^, 



'^ uax n 



Z sin , Z sin — ^—^ 

qtii sont des integrales d^finies^ deviennent ind^pendantes de tt et Egales 
a des constantesy on pourra les Iransporter en dehors de la premiere in-* 
tdgration dans I'^quation (SS«)^ et on aura 

34. nNr-' y' "»=»"«"«=. 



OM 



•et cette ^quation devra exister en memo tems que les suiTantea 

'*^»/ 2aun , ,2bun\ y^ 2yic y™ 2cy^ . 

Z (cos l-ooi isÄ Zooi-=^— = Zoos— ^^— =e— .1, 

A pr^ent supposons css±l; /is=:4i7i4'lf ^ dbaoune des o( 

gruences 

4?^+ 1 eeO (niod./i); a^ — 1^0 (mod.») 

aura deux Solutions: par cons^quent JV sera ^gale ä 2^ cit T^quatioD 

se transformera dans la suivaiite 

;„-l+.c1:~'-^t+^cr"•'-^")^ 

d'ou Ton tirera 

-41 = ci"«^'* er -'-^") ' 

et pmsquei par les ^ations (35.) 9 l'on a 

on trouvera 

/2 + 1 = *( Z oos — ==-) +* Z oos |-i; 



2« 
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et partant 

n s (2 £ cos-— Hl); 

d'oä Ton deduira les fScjuations 

Z COS— ^ = — -jr- + -^/^/2j Z 008-— =:~5.qF-5-/"/ii 

Z Sin — =- = 0; E sin — =— =0# 

U=3l Ä USA '^ 

Lorsque /z est un nombre premier de la forme 4 m -4- 3^ si l'on 
fait c = ± 1, la congruence or^ — 1 ^£ (med. n) aiura dem Solutions^ tan« 
dte que l'autre ^^-f- 1 —: (mod« n) ne sera pas r^hiUe; aloni on anra 
les detix ^uations 

\n + 2( E€0S-f-)+2( Z «>8-tr) 








,/?+,>( £ COS— f-)+2t Z 008—^) 

Z sm?^— 2( Z rfni^ 

assi ** ^ ^ ICSI ^ / 



ibin^ avec les ^quations (35«), donnent 

"=2+» 2au9t i "^^ 2JuÄ 1 
E cos saß— — 5 E cos ^== ' 

liSl *• <4 USS& 



2 |i-3& J* ♦ 



37 

E am— -*i-= +-5-/^/ii E sm— ^= + ^/^ä^ 

Ces integrales d^finies ont M6 donn^es pour la premiere fois per M. Gans« 
dans ses Rechercbes Arithm^tiques ; et il les a trouv^ en partanjt de' sa 
th^orie ^e la diylsion du cercle en parties Egales« Cet fllustre g^mdfre 
a repris 1e mSme sujet dans un memoire particidier ^ o& fl les a deihoi»- 
tr^ de nouyeau« Mais les deux d^monstrations de M. Gayss^ qui sont 
les seules eonnues jusqu'ici^ quoique tres-ing^ieuses^ neus paraissent mo&is 
directes que celle que nous yenons d'exposer, qui se d^uit iout sia^le- 
ment de la formule fondamentale (24.)^ avee beaueoup d'autres r&idtets« 
Cqpendant oomme les ^quations (36.) et {37«) sont I91 base de tout ce 
que Ton sait siv les oongruences du secpnd degre, nous dlons reprendre 
la d^monstration que nous arons donn^e, pour la rendre plus simple et 
plus olaire. 

Crelle's Jonrnal d. Bf. Bd. IX. Hft 2. 23 
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On saH quo lonque n ss 2p-\-i est an nombre prender de la forme 
4m 4-1» les congraenoes 

«^4- 1 = (mod.n)9 «*— 1 = (mod. n% 
wexoai r^solubles toutes deux, et auront diaenne ieux «dutioiiKi alots par 
la formule (24^) om obtiendra T^quation 

2^^ . (co8-+/-(~l)8m— ) +(co.— + /'(-l)8iII~) (_ 

t par coDs^guent Pautre 



2« 



^ #1 II / XS30 \ H n ' 

9 

+(00S !-+/•(— l)g,Q_i^ 1.J j; (ooS-^^ ^— 1-/^(— 1)8111 J. 

Si Ton eflPeetue les nmltiplioatioiis bdiqu^ dans cette equation^ m 
observant que les imagioaires .doi?ent se d^tniire entre eux^ on trouvera ^ 



Oä^ Oa?*|f , 2^^» 2x*n , 2<;j^ 2fa?*^ , 2(n-.l)Vf'^ 2(ii« 
008 — 2.C0S f-COS— ^ Zoos •••+006 Z OOS •••+COS-: X^OOS 



±(8iii — ZsiB + 8m«^ 2. sin — — •..4-8m — Z sin >^— 4"sm ■ ■ Z 9111 

el partent 

2«^ 2a?*^ , 2/«*^ aar»Ä , 2(7i-l)i»«» 2(ii-l)a?^ 
t~ Z'OOS •••+OOS Z OOS •♦•+OOS-^-37-^ Z oos-^^ — -^-^ 



r 



sm — Z sin •«•+>u^'-^ — -^^ »n-^ — ^— 



H xao 71 71 

n faut obserrer ioi que / doit prendre suooessivament toutes les 
valeurs 1^ 3^ 3^ ••*• • n — 1^ dont la moiti^ smit des r^dus quadratiques 
4u nombre h tt Pautre moiti^ des non-r^sidos quadratiques dn mSme 
nombre: A ron suppose dono t ijgA a im r^dn quadratiqiie ^pialooäque 



^* tf\*« a«« 
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iP»— — £ OOS— — aa 008-r — JL QQt-— ^ — — 



008— EOOB— ^p- as 008 ^t + 2 Z 008-2^)t 



et Ton tlouverii'de m&ne| lonqae f e8t im noii-r^ridu quadratiqae ^gel ft 6,t 

008H £008 T-^aa 8 (1 + 2 E C08t---=-K 

« 

Chi yqit po^rtaiit quo ia valevDr ^e 



2f«^» 2fa?*i5 

.C08^— — Z 008 -t 



iie saurait £tre ^pe Fune de odles-ei: 

008 (1+2 E 008—-^; 008—^(1+2 Z 008. ti 

aoioii que / est iin r^du quadratiqae od iin non-räddu quadratique de /z>- 
et oomme parmi Ie8 Dombrea 1^ 2^ 3^ •••• n — ly repr^sent^i par ^ fl y 
en a ;i qui sont r^dus quadratiques de /i^ et aikant qui jie le 8ont pas^ 
on pourra les r^nir en deiix groupes dai» les ^quations (SS.), et on aura 
lea ^qaatioitti 

(1+ 2"T'o«HsiS) (o„?ai: + oo.£^„ . , + ,«?^ 

Mais oomme Ton a 

e08 ^- + 008— ^—.•••+008^^-^— s= Z 008- ; 



OOS ^^ l-COS ^^..f. + OOS E— =3 Z 008 ; 

II A n wsi ^ 

. 26,11 , . 2aa« , . 2apft "^¥^ -^ 2a„» 

siD — - — h Sin — ^-..•• + 8in — 2—==- 2: gm . 

26,« , . 26.« , . 26p« "^^ :„ 26«« 

— - — l-sin — =— •^.• + «n — ^— = Z sin — — j 



sin 
les deux ^uations (39.) denendront 



23* 
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»=(l+i £ 008 ) Z 008 |-(l+2 E 008—^] Z 008—^; 

^ «=t H 9 \ MCI X / 

et puisque Ton a aussi 

Z C08 (- Z cos s= — 1; Z gm— --—4- £ im — — ssO; 

OD frouvera, en ^liminant entre les quatre ^quationa pr^o^entei t 

«=1 n 2""2^ u=t n 2^2^ 

Z sin = Z sin = 0. 

11=1 1 ust n 

Si n ^tait de la forme 4m-(-3^ on aurait h la place des ^quationa (SS.)» 
les deax autres 

(1 + 2 Z COS ) Z cos f-(l+2 Z cos ) Z cos 

\ iisi n / ic-i n \ US» I» / ICSI II 

qia Stallt combin^ avec les ^quations (35*) donneraient 

Z cos s=s Z cos 







«sp+i 2au« «==£+* 2hun 1 

Z ( 



II 2' 

«=2+» 2ii,*fr . 1 - «=5E+* 26a^ — * ^ 

Z cos 5=5 ±'T'Yns Z 008 csb 4. — /•«. 



Ces dernieres ^quations couiddent avec edles que nous avions treu* 
v^ pr^c^emment« 

n r^sulte de Tanalyse pr^c^dente^ qii'^tant propos^ 1^ cQngraence 

a^'\'C ^ (med* ä), 
(dans laqaelle /z est iin nombre premier ^gal ä 2/i+l)^ si Ton repr^sente 
par N le nombre de ses solntions^ on aura 
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Mab ocnnme, lonque /i est de la forme 4m-f-l, on a 

i. am =s Z sm =*0| 

ICSI 1 ttsa n 

CO trottverai dans ce oas^. 

et la Taleiir deiV resiera la mSme quaiid on chasgefa +^ ^n — ^* Donc 
u la. congruenoe 

4P^ + c ^ (inod./i);> 

(dans laqaelle n est un ncnnbre premier de la forme 4i7i-}-1) est räiolu» 

ble^ Gellend 

j* — c = (mod.i2) 

le sera de memo; et ai I'une d'elles n'est pas r^Kduble^ Tautre ne le aera 

pas noD plusu 

Si /zssS/i-f*!» rat mi nomhre premier de la fo^e 4/7? +3^ on 

1 + 2 £ cos = 1 + 22: cos— !i- SS 0; 

lest t i^si H 

et le nombre JV des sokitions de la congruenoe 

«^ + c ^ (mod. /i) 
sera donn^ par T^quation 

40, nN^s^n — 2 Z siu £ sm 2 £ sm £ sm ; 

iz=:t t IC31 11 ussi 1 xesi " 

qui se reduira^ lorsque c est un r&idu quadratique de /i^ st l'autre 

nN=n—^2l £ sm )— 21 £ sm )=:;i— .— — — = 0. 

Si Ton cbange '{-c ea — c dans requation (40.)^ on trouvera qae 
le nombre Ti des Solutions de la congruence 

j^ — c ^ {ixioA.p\ 
Bern exprim^9 lorsque c est un r^du quadratique de n^ par l'^quation 

On di^int de Xhi^ que lorsque /i est un nombre premier de la forme 

4 m/}- 3, I'une des deux oongruences 

jr^+c = (mod./2); /*— c = (mod. /i) 
sera toujoura r^luble^ mais qü'on ne pourra jamais les nSsoudre toutes 
deux k la fois« 



Scfru^ 
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En partant des ^qvatioiui (30.) et (37«), on iatom% qu^ai mdiqiiaDt 
toujoun par a^ un räudu quadratique qaeloonqiie dq nombre proBier 
/is=2/?-j-lf ^ pw ^r uo non-räftidu quadratique qoeloon^pie do iii6me 
nombre, on aura» lonqto n est de la forme 41714^1^ 

Zfoos *+/^(-l)sm -)=:l-}*2 E oob h^/C— 1) £ «n--— 

Zfoos 1-/^(— l)gm ^1=6:1+2 Z 008 ^+2/^(— 1) Z am — ^ 

tandis que Iprsque /i est de la forme 4m -{-3^ on trouvera 
Elcos j-/^(— l)8m )==14.2 Z cos r^vC— 1) E sin 

= 1 + 2(- 1) + 2/-(-l) (+ y /-z^) == ± /•(-«); 

Zfoos f-/^(— l)8in )s=14-2 Z cos r2/^(— 1) Z am — - 



» 1 +2(— |) + 2/(-1)(+|/-ä) = +/•(-«); 
de Sorte que Ton obtiondra en gen^ral Ics ^quatioiis 

Z (cos f-/^(— l)sm ) = ±V\n{r^l)^ J; 

Z (cos + ir(*-4)sm ) = +rV/i( — 1)*/# 

Maintenant ^.soit propos^ de trouvw le nombre N des solntionii 
tiSres et moindres que /z, de la congmence 

a?^+^J^ + ^ == (piqä»n}^ 
dans iaquelle n est im nombre premier, et a^ bf sont des nonAres entiers no 
dhrisibles par^/i>* 3 est dair que par la formule (24.) on obtiendra Ve^piatio 

Va Z X( l+(cos^+ir(-l)sm5) .^+(co82(/2-l)-.+/^(-.l)sin2^/i-i:)^) 

+^(-l)A^r_(«»--+/-(-l)«a-^)^s(«.-2-T/-(-l)«.-^ 

♦/•(_l)A.15!0'=(«»--+<^(-»>*'^^(«»*-V=+>^(-»)"^ 

£2 +^-(-l)8m2(/i-lÖ z'(oo82(/2-l)^ +/-(-l)am2(«-l)~)'z (oo82(;i-l)^+/ 



et la valeur de iV d^pendra des nombres a et &• 

Supposons d'abord que a et & soient tous }m deux des rMdus 
quadratiqueB de n^ et nous aurons^ en subetituant dans r^quation jpc6o6^ 
dente les valeuni d^jik trouTj^e% 






Lorsque a et 6 sont tous les deux non-r&idus quadrafiqaes de n, on 
obtiendra 



Lowqsie a est ua nSsidu iniadr<i<i<(iie de ih ^t * «n non^r^sidu quadratique 
du mi^me noir.bre^ on aura 

Et enfin lorsque est im iMMi-r^odu quadratique de n^ et 6 im r^du 
quadratique du meme nombres| on trouvera 

nIV ±2 n' + n(^^iy^. 

n resiilte de lä, que la ccmgruenoe 

d^ + oy^ + Ä ^ (med. n\ 
dans laquelle n est an nombre premier^ aura toujours un nombre n±i 
de Solutions« 

Lagrange a demontr^ pour la prämiere fois que la congruenoe 

x^ + oy^ + A ^ ^ (mod. n), 
etait toujours r^oluble^ iorsque le nombre premier n ne divisait ni o ni 
b. Cet illustre geometre est parti de ce tb^oreme pour d^montrer qu'un 
nombre entier quelconque est toujours la somme de quatre carr^ en nom« 
bres entiers: mais sa metbode ne saurait servir ä d^terminer le nombre 
dM Solutions de la eongruenoe propos^e^ comme nous Tavons feit en par- 
tant de notre formule fondamentale (24.)« tl est clatr que Ton pourrait 
applicftier les memes princq^ aux oongrueaces du second degr^^ qui ren- 
ferment un plus grand nombre dincoltoues* Mais nous allons nous oecu- 
per de pr^£^renoe de la r^solution des ^^quetions A deux tames« 

On a TU que iorsque* /2 = 2/i ^ 1 est un nombre premier de la 
forme 4m 4* U ^^ troufe 
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en indiquaiit toujours par a» an .r^udu qiiadratique qudcooque iie n^ par 
b^ un non-F^idu quadradque de n^ et par f ua nombre entier non divi« 
ubie par n^ Si Ton fait mamtenant 






r exprimant la raoine 



de r^quation 



X = COS — + /^( — 1) 8in — 



^ = £lzi* = o. 



o? — 1 

on aura^ par ce qui pr^oede: 

41. X, = j?«» + a?''*-* + ^°''+iTiir/J=0; 
et cette ^cpiatioü» qui $era aath&dte par la valeur xcsr^ le aera auni 
^ar toutea les autres valeurs 

dont le nombre se r^duira h la moiti^^ puisque r^ = r^"^^ . Afab comme 
ces raciDcs r^olvent T^qu^tion JX s= 0^ ellea aeront oonmiunes aox deux 
^quations XsO, Xt = 0« Les ßutre^ racinea qui rdaolveot T^quatioii 
X^sOj Sans r^udre T^uation X^csO, seront^e la forme 

et ne pourront pas r^oudre l'^quation JC^ = 0; oar si Tune d'elles^ /^< par 
exemple^ pouvait r^udre oette ^uation, oomme pn a toujours 



r = r , 



en substituant cette radne suppos^ x ss r'#^ dans l'^quatfon X^ =s 0, elfe 
devien^rait de la forme 

mais cette equation est absurd^ puisque Ton a 

Dono les deux ^uations XssO^ X.sO, auront les p racines conumme^ 

r % r , rP\ 



et en cherchant le plus grand oommun diviseurA entraJCet X^^ on aora 
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i equation A s=s 0, qii! sera da degr^ ^^T'> ^^ ^ oonti^idra toutes les ra- 
dnes de la forme x s=: r"*^« 

Si /2 s 2p + 1 ^tait de la farme ^m + 3^ an lieu de l'^quation 
(41.) on aurait trouv^ l'autre 

X. = :r** + *"\.^.^"^ + 4+Jir(— ä) = 0; 
et en oherchaiit le plus grand diviseur oommun entre 

X = f5j = 0, etX. = 0, 

on obtiendrait r^quation qui a p raciaes de la forme 

et l'equation X = Berait encore d^mpos^ en deux autres du de« 

/ n — i * 

gre -2~* 

li fiuit remarquer ici qiie lorsque ^ est un nombre premier de la 
forme 4 m -f* 1 5 Im coefficiens des diverses paissances de x dans l'equa* 
tioa A = O9 sont des fbnctions de — vi:!/*^ ep g^n^ral^ tandis que 

les coefficiens des puissances correspondantes d«is l'equation ^ = A, =x 0^ 



sont des foncdons* sernUables ^ ^-tTI/"^* Eneffet^ si Ton 

* 

A = ffP + -<iV"' . . . . + -^^ = 0; 

A» = «P + *.*^S • • • + J5p s= 0; 

• 

les coeßiciens A^^ A^^ •^••^py pourront s'exprimar exdurivement par 
la somme des puissances des cadnes de l'equation A=:0^ somme qite 
noiis iiicüquerons ep gi^n^ral pfur P,; et les ooeffidens B^^ B^^^.^.B^^ 
s'expriineront de la meme mani^re par la somme des puissanoes des ra* 
dnes de l'equation A^^O, somme que nous indiquerons en gen^ral par 
P^; et comme^ lorsque r n'est pas an multiple de (^^ on a toujours 

ü n'y aura d'autre difference mitre Vr et P^^ que dans le signe de 7/^/2; 
par cons^quent si Ton d^signe par r la somnje de tous les termes de 
r^ijuation A s=: 0, qm ne contiennent .pas /*/?> et par Z^n la somme de 
tous ceux f]iii oontiennoat V/r^ <m aura 

et partant 

X s: f^l=l == AA, = m^nZ". 

X — I 

Crelle't loamal 4. M. Bd. IX. Hft. 2. 24 
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. ■ - . ' • • . .1 ■ 

Si n ^tait de la fctrme 4m + 3^ on trouveraift 
et en e^n^ral on obtiendra 



n ^fant im nombre premier quelconquey et T^ Z^ dßsak des fonotiom 
entieres et rafiomteHes de ,x. On trouvera aftidmeii^ p^ la oomparaiMa 
des coeffidens datis l^quatiaii 

que les ooelBciens num^riques des diFOses puSssaBoes de^ x. dans lea 4qna- 
tions A = 0, A, = 0^ oe peuvadi adEtnettre d'autire divueor que le non^ra 
2; et l'OB d^uica de Ik qne i'^qoatioB 

xc — 1 — 

(daps hqn^e T fit JZ seot deux polynomes ea x entieBB et rationiielii 
a ooeffioieos entiers) aiisa taujours lieiu 

Poar. donnw une tippKcation de ce th^reme a la di^rie des oob- 
gnieooes, nous obsenreraw q^ poisque la eoBgnienoe 

cB^ — 1^0 (mod. n\ 
a too|oiirs a Solutions ^ lorsqoe n est iin noabre premier de la forme 
ar -{- 1> ^ puisque^ si a «t un nombre premier impair on a aiissi 

4(:r^— 1) =; {x — l){TP±aZ')^ . 

il ^'easidt que T ^ ast r^sida quadratique de ar-\^i^ ou fl &ut prendre le 
dgne ±9 si a est de la forme int +.1» et le signe — ^ m « est de la forma 
4/71 + 3. On d^duit aussi de xee qui pr^edde que lorsque a est ua ikh» 
bre premier^ on peut toi^ours r^udre l'equation 

. (4ö)-=:^±a/ ^ 

en nombres i^ittiers, qael que «oit Texposant m^ pourvu qu'ü reste toafoars 
entier et positif^ dans laqudle ü fiiut prendre le Signe -4*» ^ ^ ^ de la 
forme 4m 4* 3^ et le signe — ^ lorsque a est ^ la fonne Am^t.- Od 
treuve de meme que T^quatlon 

5- ztr jr^ + öy^ + 1 
est toujours räloHpble en nombres entiers, lorsque e est un nombre. pi^ 
mier quelconque; ^ 1 setait fädle de treoFer «n grsBd non Ar e de prsN^ 
positicnüs de la meme nature. 
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tsoiif^ ^tMdmsaoeaij on n'a pas determine le signe da radijoal; oepeiUi 
dmt en obsenrant que Ton a 

^=a (2|r(-l)>^iia^«b^8mi^ 

et en ahercbant oombiao 4a ammi posiüb et de ranis n^gatSTs il y aura 
dana le aecmod memlMre de eette ^qnatioiii on troinrera qoe^ qu^e qua 
mit la forme da nombre premier h , il (aut toujoan prendre le radical 
aveo le signe -|* dans la valeur de J^ Mauitenant enfoisant /i=s2/i-f>l9 
et ea exprimant toojoun par a„ un r^du quadratique qiielccmque du nom« 
bre premier /i, et par b^ un non-r^sidu quadratique du memo nombre^ 
on aura las deiix ^quations 

dans les seoondy membres desqudles il fsut prendre le signe +f lomque 
n SS 4m -^ly ^ \e signe ^—^ lorsque ß sss 4/7i -j- 3* 

y j| plusieiirs piaoidres de trouver les ooefSoiens 



idj^pendantes^ comme 
Ton sait^ de Ja consf^^iwtipn 4m r^dus i^drati^ues* ]Mbintenant^ parmi 
les deux ^quations 

que nous avons jcl^jä jtroiiTeeS) il 7 en |i ^jouiB une qui |i ^utes ses 
raeines de la forme 

2ar^ I ^/ 4v • 2a>fK 

pc = 008— p- + !r(^l)sm--^, 

eu prenaut ppur ßr suooessivement tous les r^dus quadratique» de ns 
tandis oue l'autre de ces deux .^ouations aura ses raeioes de la forme 



X =3 008- + /(_1) sm — —. 



pManant suooessivement pour 6^ tous les non*r^dus quad 

24* 
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U resulte de la iine metliode direote potir savoir si un nambre qudcon- 
qiie est residu quadratique^ ou noo-r^du quadratiqae d'iin nombre pre- 
mier donne. 

En effet si I'oo ordonne l'^quation 

iY^lZyTn = 0, 
par les puissances descendantes de ^^ on iK)un'a9 par Im fbrmiiles con» 
nues, troiiver la somme des puissances de ses racines; alors en appellant 
i\ la somme des puissances ä^^ des racines de cette ^quation^ on aura 
en gene)*a]Pa =^ P^^ si a est un residu quadratique de n^ et JPa=^ l-**^i 
dans le oas contraire. 

On doit remarquer ioi que comme les coefficiens äe x^ dans leK 
polynomes r et ^^ se determinent d'apres la forme de /i, et non d'apres 
sa valeiir numi^rique^ on pourra transporter a tous les nombres premiers 
d'ime forme donn^e^ les th^)remes qu'on aura trouv^ par induction pour 
des petits nombros. Cette proposition^ qui est de la plus haute importance, 
mdriteralt de longs d^veloppemens que nous r&ervons pour un travail per- 
ticulier. On en peut deduiM des cons^quenoes fort singulidres sur la ma* 
uiere de verifier les räsuUats de Vobservation dans Vanalyse pure^ en 
suivant la route trac^ par Eni er dans cette branche de Talgebre^ route 
qui a ^t^ quitt^ trop tot par les g^metres* On pourrait tirer aussi de 
\h la demonstration de la Ioi de reciprocit^ ^onc^ d'abord par M« Le- 
gendre; mais comme M. Gaus a deja donn^ cette d^monstration , en 
partant des equations (42.), nous ue nous arreterons pas plus long temps 
sur ce sujet^ puisque ce qui pr^cede renferme toute la tb^rie des oon- 
gniences du second degr^, d^uite de la seule equation fondamentale (24.)« 
IVlais en partant de cette mSme Equation nous allons reprendre la r&KH 
lution generale des equations a deux termes: en commen9ant par ^non» 
cer quelques propositions sur les r^idus de tous les degr^, dont üoiks 
omettons les d^monstrations qui sont tres iäciles u retrouver. 

(La suite daot le cahler procliaiii.) 
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15. . 

Observatio arlthmetlca de numero classium divisorum 
^ quadraticorum formae yy + ^zz^ designante A 

nümeruin primum formae 47^+5. 

(Auct C G.J. Jacobif prof, math. Regtom.) 



iMotmii mty ^SviMftm mimeroniin, qui forma yy+^zz ocmtmentur^ sub 
ibnnis quadiaüeis exldberi posse (^yy'h byz-^^czz^in quibus 4a c — b b^^y 
qqoties 6 impar^ rive ac-^-2-=^> quoties b par, easque formas semper 

revocari posse ad tales^ in quibus b ipsis a et c minor est, quae formae 
reductae vocantur; formas reduotas autem alias in alias transformari noii 
posse. Unde fomuis omnes ayy-^- byz -^czz, quas diviiores numeri 
yyi'^zz induwe possunt, in varias dass» discerpere licet^ ita ut quae- 
Tis dassis omnes ampleotatur formais, quae in eandem reductam transfor- 
oiwi possunt; quarum igitur dassium idem est numerus atque formarum 

reductarunu 

Statuaraus A esse numerum primum formae 4/i-f-39Jnveni legem 
singularem, per quam dassium illarum sive formarum reductarum nuine- 
mm exprimere licet« Definimiui autem eo oasu formas reduotas ita, ut 
pro n pari statuatur & impar, pro n impart sit b par, uti a Gl. Legen- 
dre factmn est in tab^Y« Theoriae numerorum. Sit enim P summa rc* 
siduorum quadraticorum numeri primi^, Q summa non-residuorum, ipsis 
residuis et non-residuis in numeris minimis positivis exhibitis; inveui nu- 
merum illum, quem per N denotemus, dari per formulam : ^ 

Sit e. g. ^^=23, enint fonnae rediiotee.(Leg. T4orie des nombres, Tbö.Y.): 

yy-^-ilzZy ^yy+2yx + 8xx, 

ideoque iV-^3; fit porro 

P -- 1 4.*? 4- 34. 4+ 6+ 8+ 9+l*>+t3+16+18 ^ 92, 
V = 5+7 i-10+ll+l4+15-fl7-f. 19+20+21 +22 =161, 

aeoque 2iV-l « i:^'^ =»3, 

uti fieri deb«i. 



♦ ^ 



■ 
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Eorum in usum, qui theorema antecedens exempln profattre Toimit, 
adjungam e tabula Y. Theoriae rmmtrerum CL Legendre CMmas redo»- 
taa pro unmeriB prinüs fonnae 4ff4-3 uMiie ad 103» 



A 

7 
11 
19 
23 



N 
t 
1 

i 

2 



31 H 



43 
47 



t 
3 



59 2 



yy+y«+^«* 

yy-^l'izs 

3yy+2yx+8«* 

yyH-3ls* 

5yy+4ya4'7«« 
yy+y«+ll«* 

yy +47«« 

3yy+2y«+16«« 

7yy+6y«+8«« 

yy+y«+ 15z* 

äyy+y»+5«« 



67 
71 



1 

4 



79 3 



83 2 



ia3 3 



yy+y«+i^** 

yy+71*« 
3yy+2y«+34** 
9yy+2y«+8«« 
5yy+4y«+15*» 

yy +79«« 
5yy + 2y«+16«» 

tiyy+6y«+8«* 

yy+y«+2l«« 

3yy+y«+7«« 
yy + 103«« 
13yy + 2y« + 8«« 
7yy+6y«+ 16 



Nee non addam ^aKnU^Tn pro reridoii quadratiaiB nomeri primi ^, 
inde d> ^ss 19 iH(C|ue ad ^4=103; mxM&A in fiMsie positi; m fn argiu» 
mnt i^eridni in valoribm nnnin^ eidnlnü, quaraln s^ain + aot .— in 
tabula «ppoaiCum estr 



19 23 31 43 47 SO 6t 71 79 83 103 

1 + + + + + ++ + + + + 

2— + + — + + +— + 

3— H 4.+^+ — + — 

4 + + + + + + + + + + + 

5+^+ +-++ 

6++-++—++ 

7 + — + — + + - + + 

«—++—+ ++-+ 

9+++++++++++ 



10 
II 



13 
14 
16 

16 
17 



++ ++++— 

- + ++- 

++-+-+- 

— + — - + — + 

+ ++— + + 

- + - + + + + 

. + + + + + + + + 
♦ + + + + + + 



18 

19 
20 
21 



19233143475907717983103 



23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 



+ 
+ 



- + • + + - 

++++- 

+— ++- 

+ + + +-++ - 
+ + — + 

— + — ++ + 
— + + 

+ + + + + 
•f- + — + + 
+ — + - + 

•f + 

*- + + — + 
. - + - + 

• + + 

« — + + — 
. + + 



+ 
+ 



+ 
+ 



+ 
+ 
+ 



t 
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I923$14347^«7717983103| 1923 3143 475007717983 lOS 

Oiß • • « « « » • t «^^^^^^ ^^ I ^"^ P 

3d • • t«<»««# T T *i' 1^^ ^ 
37 •#4«*«*» T^-^ *T* 1 4o « 

3« ++ +»*7 • 



3tf . 

« 
43 . 



* • • % ^ 9 • ^^ ^^ 



+ 4- 



4d . 

49 * 

50 . 

51 . 



• t 






Üt invemas nunieniiii P^ quae est simima reuduoram quadratioo- 
rmn noineri ptSmi ^5 in Taloribus minimMi poathrb exhlbifonimy pro ^quo- 
übet A primum suminandl sunt numeri in serie Tartioali poaiti usque ad 

» ^ ^ «Dgulis tributiB ngpoB -jr &ut; — , quae ia tdbuk appoaita sunt; sit 



ea summa-AS^; sit d^de numerus 
gwtivum, 171 i patet^ fore 



i-.< Mi (I) 



I, quae ngnuw habent ne- 



nam ut residqa muiima s^o negativo aflfeola Taleres sädmos positivos 
ebtineant^ (As^ului a^endus est ^« 

Vit porro P+Q aequale sommae numerorum usqne ad^-»t^ snre 

unde 

sive posito ^ = 4/i -|- 3 ? 



N 



ii + l — m~i9. 



Obsenro^ numerum /i + 1 — «9 somper parom esse» fiffit enim sununa 
residuorum^ quae Signum habent negativurn^ *— ^» onit AS-\* 2T aequale 

, -rf— 1 . 
snnupae numerorum usqne ad — 7~f.sive 

(in + 3)3 + 2Ttss (-^~<K^+*) SS (2 /i + 1 ) (/i + 1 ), 

mde yidotmis^ wanefos i9 et n «f* 1 sunul aut pares aut impares esse, 
quod pvobiri debuit» Unde etwn^ cum sttJV-fmnsii-fl — ^f faeile 
pale^ ^sw m^ JV timA wut pares aut impares esse. Quod exemplis fa^ 
sfle probrtw; valores enim ^^rum iV^ m erunt, ut e tabulis anteoeden- 
Iftos Ratet: 



/ 
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J 1. lt. 19. 23. 31. 43. 47. 59. 67. 71. 79. 83. 103. 
m t. 1. 3. 4. 6. 9. 9. 10. 15. 14« 17« 16. 23# 
iV U 1* 1. 2. 2. 1* 3. 2. 1. 4. 3. 2. 3* 

Niimerum N etiam pro numem primiB A saÜB magiiiB ame taagaßSo 
oomputari^ notum est. Quoties eoim n par^ pommtiir pro h ranneri omiieB 

iinpares ^CVl-r)» ^loties n impary pcmuntur pro h numeci omnea pwea 
<;i/r~); et pro singiil» h dfooerpitur aut — '^ — aut -^ + -x" ^^ fiwtorea 

er, fiy e quSius u tantum el^imtur^ qui ^so h irni aiinores sunt; quo CmId 
TV erit nuinenis valonim, qui ipsb. a^ t, e oomrenimi^ caaibas ooii mmio- 
ratis, qui e eommutatione ipsbnim a^ c proTeDimih 

Per commitationam nomeri IV obtiuea soIutiihMm proMematiB ele» 
gantiSf a Cl. Le}eune-*Diriphiet olim in hoc Diario propo^Ui (YoLIIL 

p. 407.)^ TicIcKcet determioand] casus^ quibiis prodootum 1J2^.4. . .. ( T )» 

per J divisum^ rdinquat + 1 ftut — 1 reriduum. Alterum notum est fieri^ 
^luoties numerus residnoram quadratioomm minimomm iprins A^ quae* 
«ugDo negatiro aflfeeta sunt^ est par; alteniui, quo idem numerus ino^iar 
<^t; si\e reiectis mulHpüs nmneri prinn A^ est: 

1.2.3.4* • • • • r — ^ — ) = i — 1)"*. 

CJnde etiam e l^e anteoedentibtis proposita^ cei<H^tis mulfiplis ^sios^^ fit 

1.2.3.4..^..(^-) = (— J)^ 

Regiom* 13. Julii 1823. 

P. S. In exempÜH antecedentibus omissiis est valor ^^ = 3^ quippe cpii est 
exoeptionis 
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k. 


log, 6of« k. 


D. 


kg« Gin* k. 


a 


log* %md^ k. 


D. 


4,500 


1,«3 3467M 


«341^7 


1,663 2415 73 


4344 rj2 


9,999 8828 Of 


ais 


4,501 


tfi69 7829 SS 


4341 8H 


3,653 6759 75 


4344 Ol 


9,909 8030 22 


213 


02 


M 2171 41 


4341 88 


6f 1103 70 


4344 02 


8932 36 


9U 


03 


64 6513 29 


4341 88 


64 6447 78 


4344 01 


8034 49 


tu 


04 


55UB56 17 


434188 


64 9791 79 


4344 00 


8936 62 


2 13 


05 


65 6197 US 


434183 


65 413S 79 


4344 01 


89S8 74 


213 


4,506 


J,G55 PS38 93 


4341 89 


1,655 8479 80 


4344 00 


1^909 8040 87 


2U 


07 


50 3880 b2 


434181 


66 2823 KO 


4344 00 


8042 08 


2 11 


08 ^ 


b6 8222 7i 


4341 89 


66 716^ flO 


43U00 


894509 


2 11 


09 


57 2564 &} 


434189 


67 1511 8fi 


4344 00 


8947 20 


2U 


10 


57 69U6 49 


4341 Q 


67 5?55 ßij 


'4344 00 


8949 31 


2 11 


4,511 


1,658 1248 39 


434100 


1,658 0190 aO 


4343 99 


8^8951 41 


310 


12 


58 55«) 28 


4341 9Ü 


58 4'>43 79 


4343 99 


8953 61 


2(10 


13 


58 0032 18 


434190 


68 8HS7 78 


4343 09 


8955 60 


2(6 


14 


59 1274 09 


4341 90 


69 ä231 77 


4343 98 


8067 68 


208 


15 


51< 8G15 09 


434191 


69 7575 75 


4343 99 


8959 76 


208 


4,516 


1«GG0 2957 90 


4341 91 


1,660 1919 74 


4343 93 


9,999 896184 


2 08 


17 


00 7209 80 


4341 Ol 


60 6263 72 


4343 08 


8963 92 


207 


18 


61 1G41 71 


4341 Ol 


61 0607 70 


43U97 


8906 99 


200 


19 


61 5983 G3 


434191 


61 4931 07 


4343 08 


0968 06 


206 


20 


C2 0325 54 


434102 


61 9295 65 


4343 97 


8970 11 


206 


4,S21 


1,662 4^46 


4341 92 


1,002 3639 612 


4343 97 


^,909 8972 16 


? 'tt 


22 


62 9a)9 38 


434192 


62 79rt3 50 


4343 97 


8074 21, 


2 05 


23 


63 3351 30 


434192 


63 2327 50 


4343 07 


bfjrio 20 


2;» 


24 


63 7693 22 


4341 D2 


63 067J 53 


4343 97 


8978 31 


205 


25 


64 2035 14 


434t 02 


64 1015 50 


4343 96 


8O0O 3() 


2 i)3 


4,526 


t,664 G377 07 


4341 93 


1,66t 5350 46 


4343 •« 


9,000 8^2 30 


2 ti3 


27 


66 0710 00 


43-11 03 


64 9703 42 


4343 06 


8fW4 42 


2 (»3 


28 


66 6060 03 


434J 03 


05 4()47 iS 


4343 06 


(fm «s 


2 iB 


29 


66 9402 80 


4J41 93 


65 6301 ?4 


4343 'Mi 


60S8 48 


2 03 


dO 


66 3744 79 


4341 93 


66 2735 30 


4343 05 


8090 51 


2 01 


4,531 


1,CG6 8006 73 


434i 04, 


1^666 7079 26 


4343 96 


«,900 8992 52 


2 01 


32 


67 2428 ti7 


4;U( M 


67 1423 20 


4343 9S 


8004 53 


2 Ol 


33 


07 6770 tl 


4341 94 


67 6767 15 


4343 95 


800G 54 


2 Ol 


34 


68 1112 55 


4341 94 


:eSOnt 10 


4343 04 


8008 55 


2 00 


65 


68 5454 40 


4341 05 


68 4455 04 


4343 US 


OUüO 65 


200 


4,536 


1,668 0796 44 


434105 


4,eea 8798 99 


4343 94 


4>,000 00)2 55 


1 09 


37 


69 4U8 39 


4341 95 


60' 3142 91 


4343 94 


91K4 54 


1 09 


3S 


00 8480 (4 


4341 95 


6t» 7486 87 


4343 93 


&m 53 


1 08 


dO 


70 2822 29 


4341 96 


70 1830 80 


4343 94 


9008 51 


1 08 


40 


70 7164 25 


434196 


.70 6174 74 


4343 93 


9010 49 


197 


4,541 


1,071 1606 21 


434196 


1,071 0518 67 


4343 93 


9,999 9012 46 


197 


42 


71 r.84« 17 


4341 06 


71 4802 CO 


4343 93 


9014 4S 


1-97 


43 


72 0190 U 


4341)» 


71 92U6 63 


4343 93 


9016 40 


1 97 


44 


72 4532 <^ 


4341 f7 


.72 3550 46 


4343 92 


9018 37 


197 


45 


72 887-r (»5 


434107 


.72 7804 38 


4343 93 


0020 33 


1 •» 


4,546 


1,673 3216 02 


4341 97 


1,673 2238 31 


434192 


9,999 9022 29 


191 


47 


73 7557 99 


434197 


73 6582 29 


4343 92 


9024 24 


198 


48 


74 1899 96 


434107 


74 0926 15 


4343 02 


0026 19 


19S 


49 


74 6241 03 


4SU07 


44 6270 07 


4343 91 


S028 1« 


193 


60 


75 0583 Ol 




74 9613^ 




9UI0 07 

• 
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25 
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fr. log.€of.]t D. log. ®fn.ft. 



log. Son0. k. D. 



4,600 


1,096 7086 00 


434^107^ 


1,600 6807 38 


4343 02 


(MV0012298 J 


L-78 


4^601 
02 

ai 

04 
05 


1,0971027 07 


4342 07 


1,007 U51 20 


.4843 82 


0^9000 194 U 1 


178 


07 030014 


4342 07 


07 5405 02 


4343 82 


12568 ] 


i'h 


0BO7ir^ 


4342 07 


07 9838^ 


434981 * 


1S709 1 


174 


08 60^38 


4342 00 


0B418ite 


4343 88 


12087 1 


174 


08 9305 30 


4342 ÜB 


018528 47 


4343 81 


UIU '] 


17» 


4,605 
07 
08 
09 
10 


1,099^3737 44 


4342 00 


1,000 987010 


434981 


0,8090192 04 ] 


17» 


99 8079 52 


4342 08 


09 7214 00 


4343 81 


1»4 57 j 


173 


1,7IN> 2421 60 


4342 08 


1,700 1557 00 


4349 81 


19039 1 


17» 


00 6763 00 


4342 08 


00 500171 


4343 80 


19009 J 


172 


011105 70 


4342 00 


010245 51 


4343 81 


190 75 ' . 1 


172 


4,6tl 
12 


1,7015447 85 


4342 00 


1,7014580 32 


4343 80 


O»0000 141^7 ] 


171 


019780 04 


4342 00 


010913 12 


4343 80 


149 10 1 


172 


13 


02 4132 02 


4342 00 


02 3270 0t 


4343 80 


144 90 J 


1 71 


14 
1$ 


02 0474 11 


4342 00 


02 7090 72 


4343 80 


146 61 ] 


l 70 


03 2810 21 


4342 00 


09 1964 52 


4343 70 


148 91 « j 


L70 


4,616 


1,703 7150 30 


4342 09 


1,709 6»00»i 


434980 


9^9989 160 01 ] 


t 71 


17 


041500 39 


4342 10 


04 04ttU 


4343 70 


151 72 j 


160 


18 


04 5642 40 


4342 10 


044805 00 


4343 79 


15341 j 


L60 


19 


05 0104 50 


4342 10 


04 0330 60 


4343 70 


156 10 ] 


160 


20 


05 4620 00 


4342 10 


05 3083 48 


4343 70 


16679 ] 


169 


4,521 
22 


1,705 8080 70 


4942U 


1,705 8027 27 


434370 


9,9999 148 48 j 


108 


00 3210 00 


434EIU 


00 297100 


4349 78 


160 16 ] 


t 68 


23 
2« 
2$ 


00 75« 00 


4»ttU 


00 6714 84 


4343 78 


161 84 . ] 


t07 


O71005U 


4342U 


07 1058 02 


4343 78 


163 51 ] 


167 


07 0237 21 


4942U 


07 5402 40 


4343 78 


165 18 j 


167 


4,626 


1,708 0579 3» 


4342 U 


1,707 071018 


4343 78 


• 

9^9999 166 ;85 


L67 


27 


08 402144 


4342U 


06 408996 


4343 77 


IflH 62 i 


L66 


28 


00 «20» 56 


4342 12 


1004337» 


4343 78 


170 17 ' ] 


167 


129 


00 3005 67 


4342 12 


00 2777 51 


4343 77 


17184 J 


165 


ao 


00 7947 79 


4342 12 


09 712128 


4343 77 


173 40 ] 


L65 


4,631 


1,710 2280 Ol 


434212 


8,71» 1465 05 


434377 


0,9999 175 14 j 


166 


s 


10663203 


4342 12 


10 5800 02 


4343 77 


176 79 j 


L65 


110074 15 


4342 12 


U 0152 60 


4943^ 


178 44 ] 


165 


34 


U5310 20 


4342 1» 


U 4400 35 


4943 77 


18008 1 


L64 


35 


|1 0050 40 


43421» 


U 8040 12 


48U70 


18172 1 


L6» 


4,636 


1,712 4000 5» 


49421» 


MI2»18»88 


4343» 


0,9699183 38 ] 


16» 


57 


12 8342 60 


4342U 


12 7527 64 


4343 90 


18498 1 


L6» 


38 


U26B4 79 


4342 1» 


13 187140 


4M3 70 


18661 1 


L6» 


39 


U7U2602 


4342 1» 


1» 0215 16 


43tt70 


188 24 1 


L62 


40 


141369 00 


4342U 


14 0558 01 


4843 78 


18986 J 


162 


4,641 


1,714 5711 19 


4342^ 


1,71|4 4002 67 


4348 75 


9^989919148 t 


L^ 


42 


15 0053 33 


4342U 


14 0246 42 


4343 7(5 


10309 l 


L6t 


43 


15 4305 47 


4342 14 


15 359017 


4943 75 


194 TU 1 


L61 


44 


15 8737 61 


4342 14 


15 7933 92 


4343 75 


196 31 ] 


L61 


45 


16 3079 75 


4»t2i4 


16 2277 67 


43U74 


197 92 J 


L60 


4.646 


4,716 7421 od 


4942 U 


1,716 6621 41 


4343 75 


9,9999 199 52 1 


L60 


47 


17 1764 04 


4342 15 


17 0966 16 


4343 74 


201 12 ] 


169 


48 


17 6106 19 


4342 U 


17 631« 90 


4343 74 


202 71 1 


L69 


49 


18 04(8 34 


4342 IS 


17 9652 64 


4349 74 


20430 j 


L60 


50 


Ib 47Q0 49 




18 5996 38 




205 80 
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4,650 


1,7JB«700 49 


8348 15 


1,718 3986 36 


«MST« 


%9009 208 89 J 


19» 


4,651 
52 
53 
54 


V^S dlM M 


«342 IS 


1,718 8340 12 


«343 7« 


%9999 207 48 ] 


ISO 


I9M74 70 


8342 18 


19 2083 86 


«348 73 


209U7 1 


i» 


19 7810 M 


8842M 


19 7027 89 


«349 7« 


S10 65 1 


ISO 


SOSIMIO 


4348 10 


90U7133 


«843 73 


S1223 1 


\%1 


65 


»660120 


4818 16 


SO 8715 00 


«l«3 7S 


113 SC 1 


IS7 


4,656 
57 


1,T31 OBM « 


'8Mil8 


1,721 0068 79 


«M97S 


1^9699 215 37 , 1 


l»7. 


21.5iaSM 


4S»88 


214402 52 


«343 78 


216 9« .1 


ISO 


58 


tl0iS7 7# 


4348 10 


118746 24 


I8U7S 


218 50 ] 


L56 


59 


»S880M 


4342 17 


22 3089 97 


4S«3T2 


22006 . 1 


L56 


60 


»8212 07 


«34117 


22 7433 69 


«343 78 


221 02 1 


156 


4,661 


l,7t3 25S4 24 


4342 n 


1,723 1777 42 


«343 71 


49060 223 18 1 


156 


62 


23 6898 41 


4342 17 


23 6121 14 


4343 TS 


224 73 1 


L55 


63 


24 1238 M 


•4342 17 


24 0464 86 


«S«3 71 


226 28 1 


154 


64 


24 5580 75 


4342 17 


84 4808 57 


«343 72 


227 82 1 


L54 


65 


24902203 


4342 17 


S6 9112 29 


«SU TS 


22930 i 


LA« 


4,r>65 


1,725 4261 10 


4342 18 


1,795 3496 01 


«343 Tl 


8^9909 230 91 ] 


153 


67 


25 880? 29 


4342 18 


25 7839 72 


«343 Tl 


2324« 1 


153 


68 


96 2949 40 


4342 18 

• 


16 2183 43 


4343 Tl 


S33 07 1 


L53 


69 


26 729164 


4342 18 


20 0627 14 


4343 Tl 


S35 50 ] 


153 


70 


27 1633 82 


4342 18 


27U870 68 


«SUTI 


837 03 1 


153 


4,671 


1,727 6076 i » 


4342 18 


1,727 5214 50 


4343 70 


9^0099 2r.8 56 1 


152 


72 


28U3t8 18 


4342 19 


27 9558 26 


4343 Tl 


240 08 1 


162 


73 


28 4600 37 


4342 19 


28 39r)l 97 


4343 70 


24160 1 


L52 


74 


28 9002 56 


4348 19 


28 8245 67 


4343 70 


SttU 1 


L51 


75 


29 3344 76 


4342 10 


29 2589 37 


43U7U 


21462 i 


151 


4,676 


1,729 7686 94 


4342 19 


1,729 6933 Ü7 


4343 70 


0,9999 240 13 A 


L 51 


77 


30 2029 IS 


4342 19 


30 1276 77 


4343 70 


247 64 i 


151 


78 


30 6371 32 


4342 19 


30 5621147 


43^3 60 


349 15 i 


150 


79 


31 0713 51 


4342 19 


30 9[I64 16 


4343 69 


250G8 1 


L40 


80 


Sl 5055 74 


4342 20 


314307 85 


4343 09 


2521« 1 


L40 


4,681 


1,731 OST 91 


4342 20 


1,731 8G61 54 


4343 09 


0,9099 253 63 1 


l 60 


82 


32 3740 11 


4342 20 


32 2995 24 


4343 09 


ViA a J 


140 


83 


32 8(Xt2 31 


4342 20 


32 7338 92 


4343 69 


256 61 1 


149 


84 


33 2424 51 


4342 20 


33 16R2 61 


4343 60 


25810 ] 


149 


85 


33 6766 71 


4342 20 


33 6026 30 


4343 68 


21050 \ 


148 


•4,686 


1,734 llflB 92 


4342 21 


1,734 0309 OB 


4343 69 


8^9999 261 07 ^ 


148 


87 


34 5451 12 


4M2 21 


34 4713 67 


4343 68 


26258 ^ 


147 


• 88 


34 ')7«J3 33 


4?42 21 


34 9057 35 


4343 68 


264 02 J 


147 


89 


35 4135 54 


4342 21 


35 34f)l 03 


4343 68 


26549 \ 


146 


90 


35 8477 75 


4342 21 


35 n44 71 


4343 67 


26695 • : 


146 


4,501 


1,736 781?» 07 


4342 21 


1,736 2()68 3S 


4343 68 


0,9999 20R 41 \ 


146 


92 


30 71Ü-2 18 


4342 22 


36 6432(16 


4343 67 


269 87 1 


l 46 


1»3 


37 1M4 40 


4342 22 


37 0775 73 


4343 63 


27133 1 


1 40 


94 


37 5S«» Gl 


4342 22 


37 5! 19 41 


4343 67 


272 79 1 


1 4« 


9S 


38 01S8 83 


4342 22 


37 94G3 00 


4343 67 


274 28 1 


1 45 


4,r)06 


1,738 4531 05 


4342 22 


1,738 3S06 75 


4343 67 


9,9909 275 70 


1 46 


97 


38 8873 27 


4342 22 


38 «iW> 42 


4343 66 


277 15 1 


1 44 


98 


39 3215 50 


4342 22 


39 2494 (18 


4343 67 


278 59 : 


1 44 


99 


30 7557 '1 


4342 22 


30 6837 75 


«343 66 


29003 1 


14« 


4,700 


44» \^n *« 




40 1181 41 




281.47 
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t. log. (Sof. ft. p. log. @in. i. D. leg. %Mi, k. D. 



4,700 


V^ ^8^ 9t 


4342^ 


1,740 U81 41 


4343 60 


0,9999 281 47 ] 


143 


Voi 


1,740 6342 17 


4342 23 


1,740 6525 07 


4343 67 


0»9a99 262 90 1 


144 


02 


4i 056440 


4342 23 


40 9606 74 


4343 60 


284 34 1 


144 


03 


41 492Q 63 


4342 23 


41 4212 40 


4343 66 


365 77. ] 


L43 


04 


«1 92G8 86 


4342 23 


416656 06 


4843 60 


287 19 ] 


L42 


OS 


43 3011 10 


4342 23' 


42 2890 71 


4343 66 


28881 ] 


L43 


4,706 


1,742 7963 33 


4342 24 


1,742 7243 37 


4343« . 


6^999029001 j 


141 


07 


43 2295 57 


4342 24 


43 1^02 


4343 65 


28145 1 


l 41 


Oft 


43 6637 80 


4342 24 


43 6990 67 


4343 66 


80287 j 


L41 


09 


44 0960 04 


4342 24 


44 0274 33 


4343 65^ 


90420 j 


L4ft 


10 


44 5322 26 


4342 24 


44 4617 97 


4343 66 


99500 ] 


140 


4,711 


1,744.0664 52 


4342 24 


1,744 8061 02 


4343 65 


f,9C99 297 10 1 


L4I 


12 


15 4(;J6 76 


434.2 24 


46 3303 27 


4343 66 


208 61 ] 


141 


13 


45 8349 OL 


4342 26 


45 7646 92 


4345 64 


299 91 .1 


L40 


14 


46 269125 


4342 26 


46 1092«« 


4343 64 


90191 1 


l 40 


15 


46 7033 10 


4342 26 


4663362Ö 


4343 84 


90270 1 


L90 


4,716 


1,747 1376 75 


4342 26 


1,747 0679 64 


4343 64 


8^8U0 904 09 1 


139 


17 


47 6716 00 


4342 25 


47 5023 48 


4348 64 


90646 1 


139 


18 


49 0U00 2S 


4342 25 


47 9367 12 


4343 6« 


906 87 1 


LS9 


19 . 


b 48 4402 50 


4342 25 


46 3710 76 


4343 64 


90620 1 


LS9 


20 


46 8744 75 


4342 26 


48 6064 40 


4343 63 


96066 1 


1137 


4,:-?t 


1,740 3067 Ol 


4342 26 


1.749 2396 03 


4343 63 


8^9990 ^11 02 . 1 


I3f 




49 7429 27 


4342 20 . 


40 674166 


434364 


912 39 1 


L38 


23 


60 1771 53 


4342 20 


80 1066 SO 


4343 88 


913 77 1 


L37 


24 


60 61tS 79 


4342 20 


60 6428 99 


4343 82 


915 14 1 


138 


25 

4 


M 0466 06 


4342 20 


10 0772 65 


4343 88 


918 60 1 


^37 


4,726 


1,7U 4796 31 


4342 26 


1,761 4116 18 


4343 63 


%9099 917 67 J 


137 


21 


61 9140 57 


4342 27 


61 8459 81 


4343 62 


911 24 1 


L36 


28 


62 3482 64 


4342 27 


62 2803 43 


4343 63 


820 80 \ 


L3i> 


29 


62 7625 10 


4342 27 


82 7147 08 


4343 62 


32106 \ 


L35 


30 


63 2107 37 


4342 !"? 


89 1460 68 


4343 62 


923 31 1 


L35 


4,731 


1,783 6609 64 . 


4342 27 


1,753 5894 30 


4343 62 


8,0999 324 66 1 


135 


32 


64 666191 


4342 27 


64 0177 92 


4343 62 


326 01 ^ 


L3S 


33 


64 5194 18 


4342 27* 


64 4521 54 


4343 62 


327 36 ^ 


L34 


34 


•4 9636 40 


4342 27 


64 8605 10 


4343 61 


928 70 ] 


l 34 


35 


66 3678 73 


4342 20 


66 92U6 77 


4343 62 


930 01 1 


134 


4,736 
57 


1^765 6221 Gl 


4342 28 


1,756 7552 39 


4343 61 


9,9999 331 33 1 


134 


66 2563 28 


4342 28 


6616960 


4343 61 


332 72 1 


133 


58 


S66906S0 


4342 28 


66 6299 61 


4343 61 


33405 1 


133 


59 


57 1247 64 


4342 28 


87 0563 22 


4343 61 


935 38 1 


l 33 


40 


67 5590 12- 


4342 28 


67 4926 63 


4343 61 


336 71 \ 


l 33 


4,741 


1,757 9932 40 


4342 23 


1,757 9270 44 


4343 60 


0^9990 338 04 1 


U32 


42 


58 4274 06 


4342 28 


56 3614 04 


4343 Cl 


330 36 J 


l 32 


43 


58 STilfi 97 


4342 29 


68 79S7 65 


4343 60 


9(068 ] 


L 32 


44 


59 2939 25 


4342 29 


59 2301 25 


4343 60 


942 00 1 


1 31 


45 


59 7301 54 


4342 29 


69 6644 35 


4343 60 


943 31 1 


L31 


4,746 


1,760 1643 83 


4342 2«J 


1,760 0968 45 


4343 GO 


0,9999 344 62 1 


131 


47 


60 59?n 12 


4342 29 


60 5332 05 


4343 00 


945 93r J 


131 


48 


61 0328 41 


4342 29 


60 967^65 


4343 60 


947 24 1 


1 31 


49 


61 4670 70 . 


4342 29 


61 4019 25 


4313 69 


348 55 1 


l 3(; 


60 


61 9012 99 




618362 64 




349 H5 
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«og. iaof.il:. 


D. 


log. 9m. t. 


a 


log. ZMß. k. 


D. 


4,750 


i,761 9011 09 


4312 30 


1,781 m 84 


4343 60 


■ 0^9099 34988 j 


ISO 


4>751 
52 
53 
54 


i,7K2 S355 Ud 


4342 10 


1,782 1768 44 


4343 50 


0^9999 351 16 j 


t 29 


82 7697 69 


4S42 30 


811U50Q8 


4343 59 


85244 I 


1*30 


«3 21139 88 


4342 30 


831393 61 


4343 59 


35374 ] 


l 29 


83 8382 18 


4342 30 


'63 5737 21 


4343 59 


35508 1 


l 29 


55 


• 64072448 


4348 30. 

• 


64 0080 80 


4343 59 


35632 1 


128 


4,756 
57 


1,764 8888 79 ' 


4342 30 


1,764 4424 30 


4343 50 


.8^999935760 | 


1-29 


ß4 9M9 09 


4342 Sl 


64 8767 08 


4343 58 


35880 1 


L27 


58 


85 37S1 40 ' 


4342 31 


65 3111 50 


4343 50 


360 10 1 


l?9 


elf) 


65 8Un70 


4842 31 


65 7465 15 


4343 68 


361U j 


i 27 


60 


86 2436 0t 


4342 31 


881796 73 


4343 56 


362 78 1 


L27 


4,7«it 


1,786 8>AS2 


• 

4349 31 


1,186 8142 31 


4343 68 


M88036390 j 


127 


62 


67 U201B8 


4toU 


87 0185 80 


4343 68 


36526 ] 


L 27 




67 541*r94 


4342 31 


•7 4829 47 


4343 58 


36653 ] 


l 27 


64 


8798Ü8 28 


4342 3t 


07 9173 05 ' 


4343 59 


367 80 ] 


l 20 


65 


88 414/ 18 


4342^ 


88 8518 


4843 58 


38008 ] 


L27 


4,7ßti 


1,768 8480 87 


4342 38 


1,788 7888 30 


4343 17 


8^988037033 j 


.28 


67 


60 2832 19 


484232 


09)203 77 


4843 58 


371 80 .] 


l 20 


68 


80 7174 Si 


4349 3t 


89 6541 35 


4348 87 


372 04 ] 


L2S 


69 


701418 88 


4342 32 


70089092 . 


4343 57 


374 00 ] 


:25 


70 


70886018 

1 


4842 39 


70 5234 40 


4843 57 


37534 1 


128 


4,771 


1,7710)8147 


4342 32 


1,770.8578 08 


4343 50 


9^896037680 | 


104 


It 


71464S79 


4342 32 


71392182 


4343 57 


87783 ] 


184. 


•3 


71 8888 12 


4342 32 


718265 10 


4343 57 


37007 ] 


[ 28 


74 


72322844 


4342 33 


72 2608 78 


4343 56 


380 32 ] 


123 


75 


»7570 77 


4342 33 


72 8962 32 


4343 56 


88158 ] 


124 


4,776 


1,773 1913 00 


4342 33 


8,7731295 88 


8543 60 


8^8880 302 70 | 


L23 


57 


73 8255 42 


4342 3S 


73 5838 44 


4148 50 


80402 1 


123 


78 


74 0607 75 


4842 38 


73 0883 00 


4843 50 


38528 j 


123 


79 


74 4040 08 


4842 3$ 


74 432610 


4343 50 


38648 j 


L23 


80 


74 9382 tt- 


^ima 


74867012 


4843 80 


187 71 j 


L21 


4,781 


1,775 3624 75 


4342 38 


1,778 3013 88 


4343 55 


%9099 388 03 j 


L21 


82 


75 7067 08 


4342 34 


75 7357 23 


4343 50 


390 U j 


L21 


83 


70 2309 43 


4342 34 


70 1790 70 


4343 5« 


99437 j 


112 


84 


70 865175 


4M234 


78 6044 34 


4343 58 


80250 ] 


llt 


85 


77 0894 09 


484i'34 


77 0987 80 


4343 6f 


30380 1 


in 


4,786 


1,777 8336 43 


4342 34 


1,777 4731 44 


4843 68 


8^189939601 : 


ist 


87 


77 9678 77* 


4S42 34 


77 9074 99 


4318 55 


39622 i 


in 


88 


78 4021 11 


4342 34 


78 3418 54 . 


434355 


39743 1 


L21 


89 


78 8363 45 


^342 3C 


78 770100 


4343 54 


39864 1 


110 


90 


70 2705 80 


4842 34 


70 2105 63 


43tt65 


39984 1 


120 


4,791 


1,7:0 7ütS 14 


4342 3S 


1,779 8440 88 


4343 54 


%0099 4OlO4 1 


119 


92 


801380 49 


43^38 


-800792 72 


4343 64 


40223 ] 


i 19 


93 


80 5732 84 


4342 35 


80 5136 26 


4343 54 


493 42 j 


l 10 


m 


81 0075 19 


4342 38 


80 9479 80 


4343 54 


404 61 1 


L 10 


9S 


814417 54 


4342 35 


813823 34 


4343 54 


40580 1 


l 10 


4»796 


1,7818769 89 


4342 3S 


1,781 8166 09 


4343 54 


O,<J90O 406 99 1 


110 


97 


82 3102 24 


4342 36 


82 251U 42 


4343 54 


40618 J 


119 


98 


82 7444 59 


4342 36 


82(iH53 9ö 


4343^ 


409 37 1 


117 


99 


83 1786 OS 


^2^ 


83 1197 49 


«»43 Ö3 


410 54 2 


117 


4,800 


j»3 j»i20 Jl 




^3 (54102 




4JU71 
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k. 



log, Cof. 1^ D. los. Gin« ^- ^* ^°i' ^Hd* *• ^' 



4,800 


* t;m9ni^'n 


«342)0 


1,783 554102 


«343 64 


0,9999 «U 71 


1 19 


4^801 


1,78« 6I7X 60 


«842 30 


1,7819884 56 


434358 • 


0^9680 «12 90 


117 


02 


. S« 1814 02 


«342 30 


84 4228 00 


«343 S3 


«14 07 


117 


03 


••9166 38 


«342 30 


S4 8671 62 


«343 53 


«15 2« 


117 


04 


SS »488 7« 


«342 30 


86 2915 15 


«343 62 


«10 «1 


110 


05 


SS 7811 10 

• 


«342 30 

» 


SS 7268 67 


«343 53 


417 57 


110 


4,806 


1^88 2188 47 


«342 38 


1,7801602 20 


«343 53 


0^9919 «18 73 


1 17 


07 


S0 662S89 


«342.30 


80 6945 73 


4343 52 


419 90 


110 


08 


87 0868 19 


«342 37 


S7 0289 25 


«3to52 


«2106 


1 15 


09 


S7 6210 66 


«342 S7 


S7 4632 77 


«343 53 


«22 21 


1 10 


10 


67 9662 93 


4342 37 


. 87 8976 30 


«343 62 

• 


«24 37 


115 


4,811 


V88'388$'30 


«342 37 


1|9B8 3319 82 


«343 52 


8^9999 424 52 


1 15 


12 


88 8237 67 


«342 37 


88 7(y)3 34 


4343 52 


425 6T 


1 15 


13 


89 2680 04 


«342 37 


89 2006 86 


4343 51 


«26 82 


114 


14 


80 6922 41 


«342 37 


89 6J50 37 


4343 52 


427 96 


1 15 


15 


901264 78 


«342 37 


90 0693 S9 


4343 51 


429 11 


114 


4^816 


^190 1607 18 


«342 38 


1,790 5037 40 


4343 51 


0,9899 430 25 


114 


17 


90 9949 63 


4342 38 


90 0380 92 


4343 51 


43139 


113 


18 


Ol 4291 91 


4342 38 


Ol 3724 43 


4343 51 


«32 52 


' 113 


19 


918634 29 


«342 38 


Ol a«7 94 


4343 51 


«33 65 


118 


20 


92 2976 67 


«342 38 


02 2411 45 


«343 51 


«34 78 


tu 


4,821 
22 


I^IK 7319 06 


«342 38 


1,792 6754 96 


«343 51 


8^^9 435 Ol 


8 13 


SS 16^1 43 


4342 38 


93 1098 47 


4343 51 


«37 04 


112 


23 


03 6003 82 


4342 39 


03 544198 


4343 51 


«38 16 


tl2 


24 


04 0346 20 


«342 39 


03 9785 49 


«343 50 


«39 28 


tl2 


25 


94 4668 60 


4342 39 


04 4128 99 


«343 61 


«40 40 


tia 


4,826 


1,704 9030 97 


«342 39 


8,794 8472 50 


«343 50 


0^9099 441 52 


tvt. 


27 


OS 3373 36 


«342 39 


06 2816 00 


«^3 60 


442 64 


111 


28 


95 7716 76 


«342 39 


7;59 50 


«343 60 


.«43 75 


t n 


29 


96 2US8 1« 


«342 39 


061503 00 


4343 50 


«44 80 


111 


30 


98 6400 68 


«342 30 


06 5848 50 


4^50 


«46 97 


111 


4^1 


1,797 0742 92 


«342 39 


1,707 0190 00 


«343 10 


8^9909 447 08 


lU 


32 


97 5085 31 


«342 39 


07 4833 10 


«348 49 


448 19 


1 10 


33 


07 9127 70 


«942 39 


07 8876 99 


«343 60 


«49 29 


1 10 


34 


98 3770^0 


4342 40 


08 3220 40 


«343 40 


«50 39 


110 


35 


98 8112 49 


«342 40 


08 7563 98 


«343 60 


«5140 


4^0 


4.83G 


1,799 2454 89 


4342 40 


1,799 19r>7 48 


jl343 49 


0,9999 452 59 


too 


37 


99 6797 29 


4342 40 


99 6250 97 


«343 40 


«63 08 


109 


38 


1,800 11S9 69 


«342 40 

« 


1,800 094 46 


«343 40 


«54 77 


100 


39 


OÜ 6482 09 


«342 40 


00 40S7 9S 


«343 48 


«66 88 


188 


40 


00 9824 49 


4842 40 


00 938148 


«343 40 


«56 9« 


tos 


4.841 


Vm4166SS 


«342 40 


1^3824 92 


«848 «8 


8^0998 «68 08 


100 


42 


018509 29 


«342«! 


Ol 7908 41 


«343 48 


«5912 


107 


43 


02 2851 70 


«342 4t 


02 231180 


«848 4S 


46010 


107 


44 


02 7194 U 


«342 40 


02 6655 87 


4^40 


«6120 


^w 


45 


03 1636 61 


4342 41 


03 0998 80 


«HS IS 


«62 35 


101 


4,846 


1,803 5878 92 


4342 41 


1,00)8342 8« 


«848 «S 


.9^9609 463 43 


107 


47 


04 022138 


4342 41 


03 988SSI 


«S«SIS 


464 40 


lor 


48 


04 4563 74 


«342«! 


041029 30 


«343 48 


46650 


107 


49 


08 89U6 16 


«3tt«l 


04 8372» 


4813 «S 


466 63 


107 


50 


06 3248 66 




08 2716 20 




467 70 
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4,850 


1,805 3248 Sa 


4342 41 


^^3716 20 


4343 47 


0^9999 467 70 


100 


4,851 


1,805 7590 97 


4343 41 


1,806 TOS« TS 


4343 48 


^9809 468 70 


100 


52 


06 1033 30 


4343 41 


C8 1403 21 


4343 48 


40083 


10? 


55 


06 6275 8a 


4342 43 


00 6746 69 


4343 47 . 


470 80 


106 


54 


ü7 0j18 22 


4342 43 


07 0^90 10 . 


4343 47 


«7194 


i06 


55 


D7 4960 6« 


4342 a 


07 4433 6} 


4343 47 


473 99 


ti» 


4^56 


1,807 9303 0$ 


4343 42 


1|907 8777 10 


4343 4T 


M080 474 OS 


106 


57 


08 3646 47 


4342 43 


08 3120 57 


4343 47 


475 10 


105 


53 


08 7937 89 


4342 43 


08 7464 04 


4343 47 


476 15 


106 


59 


09 2330 3i 


4342 42 


09 1807 51 


4343 47 


477 20 


104 


60 


00 667174 


4342 43 


09 6150 98 


4343 40 


478 34 


106 


4,861 


1^310 1015 16 


4342 43 


1,810 0494 44 


4343 47 


1^9999 479 28 


100 


62 


^0 5357 58 


4342 43 


10 4837 91 


4343 46 


480 32 


101 


63 


10 9700 Ol 


4342 43 


10 9181 37 


4343 46 


481 36 


1(»4 


64 


' 11 4042 44 


4342 48 


U 3524 83 


4343 47 


4S2 40 


104 


65 


110384 80 


4343 4i 


U 7868 30 


4343 46 


483 44 


103 


4,866 


1,813 3727 29 


4342 43 


Ml3 2211 70 


4343 46 


0,9099 484 47 


liV 


67 


13 7069 73 


4342 4S 


12 6655 23 


4343 46 


485 SO 


103 


68 


13 1413 Itf 


4342 43 


13 0898 68 


4343 46 


486 iS3 


103 


69 


13 57H69 


4342 43 


13 6242 13 


4843 40 


487 56 


103 


70 


14 0U97 02; 


4342 48 


U 9585 69 


4343 40 


488 67 


103 


4,871 


1,814 44J8 44 


4342 44 


1,814 3929 06 


4343 46 


9^9999 489 50 


101 


72 


14 8781 89 


4342 44 


14 8272 50 


4343 40 


490 61 


102 


73 


15 3124 32 


4342 44 


16 2015 96 


4343 46 


40163 


103 


74 


16 7466 76 


4:^42 44 


15 6059 41 


4343 46 


402 66 


101 


75 


18 1800 20 


4342 44 


16 1302 80 


4343 44 


493 60 


101 


4,876 


1,816 615i 64 


4342 44 


1,816 5640 31 


4343 46 


1^9199 494 67 


101 


77 


17U494 08 


4342 44 


10 9089 76 


4343 46 


496 66 


101 


78 


17 4836 52 


4S42 44 


17 4333 21 


4343 46 


496 69 


Itll 


79 


17 9178*!» 


4342 44 


17 8676 60 


4343 44 


497 70 


100 


80 


13 352140 


4342 44 


183020 10 


4343 44 


468 70 


109 


4,881 


1,818 7803 85 


4342 4a 


1,818 7303 55 


4343 46 


^jtmmTo 


100 


82 


19 2206 29 


4342 45 


19 1706 99 


4343 44 


50070 


099 


83 


19 6548 74 


4342 45 


19 6050 43 


4343 46 


50100 


IUI 


84 


20 089119 


4342 44 


30 0303 88 


4343 44 


502 09 


100 


85 


90 5233 6S 


4342 46 


20 4737 33 


4343 44 


,503 69 


099 


4,886 


1,620 3678 08 


4342 46 


1,820 0080 76 


4343 44 


^9999 604 08 


099 


87 


21 30J8 53 


4342 45 


21 3424 20 


4343 44 


405 67 


099 


86 


218260 99 


4342 45 


21 7767 64 


4343 44 


5(9 86 


098 


89 


22 26()3 44 


4342 45 • 


32111106 


4343 43 


507 64 


098 


90 


32 6945 89 


4342 45 


32 «454 51 


4313 44 


50803 


98 


4,891 


M23 1288 34 


4342 45 


1,823 0797 95 


4343 43 


4^0909 600 00 


090 


92 


23 6S30 80 


4342 46 


23 5141 38 


4343 44 


610 58 


098 


93 


23 9973 25 


4342 4^ 


23 0484 82 


4343 43 


511 66 


090 


94 


24 4315 71 


4342 46 


34 3828 25 


4343 43 


512 54 


Oi)7 


95 


24 8658 17 


4342 46 


84^171 68 


4343 43 


513 61 


97 


4,896 


M^ 3000 63 


4342 46 


1,825 2516 11 


4343 43 


8^0909 514 40 


• 97 


97 


25 7343 09 


4342 46 


25G858 54 


4343 43 


515 45 


097 


98 


28 1666 55 


4342 46 


26 1201 97 


4343 43 


516 43 


• 97 


99 


86 6028 01 


043 46 


96 6645 40 


4918 48 


517 39 


• or 


4,000 


37 0370 47 




96 9668 83 




518 50 
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h, log. C«(l ft. Dl log. 6in. Je, D. log. SAng. h. V, 



4^900 


JA27 0I7D47 


«349 46 


M36 06116 83 


«343 43( 


0^0900 61636 


600 


4^MI 


Mrr«7]t^M 


4342 40 


11^4339 36 


«3a «9* 


1^0090 610 99 


096 


02 


27 906$ m 


4342 47 


27 8676 06 


.«918 49 


. 620 20 


096 


03 


28 3397 87 


4342 47 


38 3010 90 


«34^49 


62139 


699 


04 


28 7740 M 


4343 40 


98 7269 69 


4343 49 


633 18 


696 


0& 


292üe28U 


4342 47 


201606 04 


«343 49 


«331« 


#9« 


4,906 


iSTO 0«» 27 


4343 47 


41,820 6010 30 


«343 «9 


ip^mooMoo 


6^ 


07 


30 07G7 74 


«343 47 


30 0202 78 


4343 42 


626 04 


096 


08 


aOSliü21 


4343 47 


90 4636 20 


4343 42 


626 90 


09« 


09 


30 0462 86 


4343 4j| 


90 8070 02 


4343 43 


•36 04 


006 


10 


S137M10 


4343 47 


313323 04 


4343U 


627 88 


006 


4^911 


M318137 83 


4342 47 


1,8317686 45 


4343 43 


9^M0 620 69 


60« 


12 


32 2480 10 


4342 48 


32200087 


4343 43 


620 77 


00« 


13 


32 6822 58 


4342 47 


32 6353 29 


4343 41 


630 71 


00« 


14 


33 1168 05 


4342 48 


33 0666 70 


4343 41 . 


«3166 


003 


15 


33 5507 53 


4342 48 


93 5040U 


4343 43 


«3266 


«04 


4,910 


l>8S3i»|0Ol 


4349 48 


1,833 9383 63 


4343 41 


«^9000 533 53 


ooi* 


17 


34 4192 40 


4342 48 


34 3726 94 


«343 41 


63445 

• 


099 


18 


34 8534 07 


4343 48 


34 8117035 


4343 41 


S34 38 


093 


19 


35 2877 46 


4342 48 


35 2413 70 


«3U 41 


«36 31 


099 


20 


35 7219 03 


4342 48 


35 6757 17 


«343 41 


«37 2« 


99 


4^921 


M3aX562 41 


4342 48 


9|836 1100 67 


«343 49 


1^9099 63916 


003 


22 


36 6904 80 


434^40 


90644396 


«34341 


639 00 


91 


23 


37U247 38 


4^40 


96 0787 36 


'4343 41 


«40 00 


092 


24 


87 4&80 87 


4342 46 


97 4130 70 


434340 


«40 02 


003 


25 


37 8032 35 


'43«I40 


97 8474 19 


«343 «0 


«410« 


6 02 


4»926 


lj8S8 3274 8t 


«342 40 


1^838 2817 69 


«343 40 


«1,0990 54^76 


01 


27 


38 7G17 33 


4^42 40 


38 7160 09 


4343 41 


543 66 


092 


28 


991060 82 


4343^ 


991504 40 


4343 40 


544 58 


91 


29 


90 6302 31 


434340 


90 6647 80 


«343 30 


i^40 


090 


30 


40 0644 80 


«342.40 ' 


40 0191 10 


«43 40 


546 39 


91 


4,931 


1,840 4007 20 


4342 46 


1,940 463« SO 


434340 


^9009 547 30 


91 


32 


40 0329 78 


4342 50 


40 8877 99 


4343 40 


548 21 


090 


33 


41 3672 28 


4342 40 

r 


41 3221 30 


4343 39 


^11 


0.90 


34 


41 8014 77 


4343 50 


«1 7564 70 


4343 40 


550 01 


0.90 


35 


42 2357 27 


«343 40 


42 19U8 18 

• 


4343 30 


660 91 


90 


4,936 


^942 6699 79 


«343 60 


1^625167 


«343 30 


%g099 55181 


080 


37 


43 1042 26 


^343 50 


43 0694 96 


«343 30 


552 70 


0H9 


38 


43 5384 76 


434260 


43 4098 35 


4343 40 


653 60 


090 


39 


43 9737 25 


«342 60 


«3 928178 


4343 99 


«54 49 


090 


40 


44 4069 76 


«343 40 


«4 3626 14 


4343 90 


565 39 


080 


4^941 


1,844 8419 25 


4S42J1 


1^844 7968 63 


4343 30 


«^9090 556 28 


w 


42 


45 2754 76 


4343.60 


45 2311 91 


4343 30 


657 16 


88 


43 


45 7097 26 


4343 50 


46 6655 30 


4343 30 


558 04 


89 


44 


46 1439 76 


4343«! 


«6 0998 69 


«343 36 


558 93 


088 


45 


46 6783 37 


4542 60 


«6 5342 07 


«343 90 


65981 


088 


4^6 


1,847 0124 77 


«343 61 


1,04^9666 40 


«343 30 


%9999 660OO 


87 


4'^ 


47 4467 28 


«343 61 


47 4030 84 


4343 30 


06I66 


87 


48 


47 8800 79 


«342 60 


«7 8372 23 


«343 38 


662 43 


088 


49 


48 3152 20 


* «Ott 91 


«8 3716 00 


4943 30 


663 31 


88 


50 


48 7404 80 




«8f068 00 




66419 
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k. 


log. 6of. fc 


D. 


log. &tn. k. 


D. 


log. :Saii8. ^ 


D. 


%950 


1,810 7491» 


48tt51 


1,818 7058 99 


4349 38 


6^9698 964.19 


087 


4,951 


1,840 1837 31 


4948 51 


1,849 1402 37 


49tt37 


9,6800 565 06 


088 


52 


40 8170 82 


4342 51 


49 5745 74 


4343 38 


965 92 


87 


^3 


S0U522 33 


4948 51 


50 0089 12 


4343 38 


560 79 


087 


U 


50 4864 84 


4342 52 


50 4432 60 


4343 38 


567 66 


'J86 


55 


«00207 95 


4342 51 


5U 8775 88 


4343 97 


968 52 ' 


1166 


4*956 


t,8SJ 3d4d «7 


4342 51 


1,851 3119 25 


4949 38 


• 

0^9999 5«» 38 


087 


57 


51 7992 38 


4342 52 


51 7402 63 


4343 37 


570 25 


•f>85 


, 58 


52 2234 90 


4342 52 


52 18Ü6 00 


4343 38 


871 10 


086 


59 


52 6577 42 


4342 51 


52 0149 38 


4343 18 


67196 


080 


fiO 


5S 0019 93 


4342 58 


53 0102 75 


4343 37 


572 82 


085 


V'^'* 


V«: SIC! 45 


4342 52 


1,853 <^yb 12 


4%43 3'. 


O^n&OJ 573 67 


085 


62 


53 90M07 


4342 52 


53 9179 49 


4343 37 


574 52 


065 


C3 


64 3947 49 


4342 52 


54 3522 86 


431? 37 


575 37 


085 


64 


54 8290 01 


4342 52 


64 7866 23 


4343 37 


576 22 


085 


(SS 


55 2632 53 


4342 52 


55 22Ü0 0U 


4343 30 


5no7 


084 


4,9S'i 


t,as5 0076 05 


4348 59 


lVtJ5»i&52 96 


4343 37 


9,9009 577 91 


084 


6y 


56 1317 58 


4842 52 


56 0896 33 


4343 36 


578 75 


0H4 


'iä- 


56 6660 Sm» 


4342 53 


56 5239 69 


4J4J 17 


679 59 


084 


09 


570002.03 


4342 52 


56 9583 üü 


4H3 36 


äe(»43 


084 


70 


67 4345 15 


4342 59 


57 9926 42 


4343 37 


581 27 


084 


4.97' 


%85/ WVf 68 


4342 59 


V857 8269 79 


4343 JO 


9,999!^ 582 U 


089 


ri 


58 9030 21 


1342 52 


58 26U 15 


4343 «6 


582 94 


084 


7.i 


58 7372 73 


4342 59 


88 6056 51 


4343 36 


583 78 


08S 


74 


59 1715 30 


4342 59 


501299 87 


4343 36 


584 61 


089 


7^ 


^6067 79 


4342 53 


50 5643 23 


4349 96 


585 44 


083 


4,97f» 


1^0400 32 


4342 53 


1,859 909r> 59 


4343 tO 


9,9999 Wi 87 


083 


r/ 


60 4742 85 


4342 54 


09 4329 95 


4343 16 


587 lü 


082 


7S 


60 6085 99 


4342 59 


•0 8673 31 


4349 35 


587 92 


082 


79 


Gl 9427 92 


4942 53 


013016 66 


4343 30 


588 74 


083 


SO 


^7770 45 


4342 54 


•17360 02 


4349 30 


680 57 


088 


4,o8t 


1,802 2U2 99 


4342 53 


1,802 171X3 38 


4343 ^5 


9,9009 H» 99 


081 


8^ 


02 6465 52 


4342 54 


02 0040 73 


434? 3h 


69121 


81 


83 


03 0798 06 


4342 »4 


69 0390 00 


4943 36 


592 02 


082 


84 


63 5140 80 


4342 54 


63 4733 44 


4949 95 


692 84 


081 


85 


65 9483 14 


4942 54 


63 9976 79 


4949 95 


503 65 


081 


4.<>86 


1,884 3825 68 


4342 54 


1,864 3420 14 


4949 95 


9,0099 694 46 


081 


87 


64810828 


4942 54 


64 7763 49 


4949 95 


595 27 


#61 


88 


05 2510 70 


4942 54 


65 2106 84 


4349 94 


Ö96 08 


080 


89 


65 6853 30 


4342 54 


65 0450 18 


4943 95 


506 88 


81 


90 


68119584 


4342 54 


66 0793 53 


4349 35 


607 60 


001 


4,991 


1,8605538 38 


4342 55 


1,866 5130 08 


4349 34 


^9089 «08 50 


086 


92 


66 9880 93- 


4948 54 


66 9180 22 


4343 35 


509 90 


080 


93 


67 4223 47 


4342 55 


67 3823 57 


4343 34 


60010 


080 


94 


67 8S66 02 


4342 54 


67 8166 91 


4343 95 


QUO 90 


000 


95 


«29Ü6 50 


4342 55 


68 2510 26 


1349 34 


6UI 70 


0-9 


4,996 


1,868 7251 11 


4342 55 


Mei6853 60 


4343 94 


9,908Q6n» t9 


79 


97 


69 1503 66 


4342 54 


69 1196 94 


4iU 34 


60i %o 


080 


98 


69 5936 20 


4342 55 


00 5640 28 


4M9 34 


d04fJ8 


019 


W 


70 0278 75 


4348 8k 


69 9083 62 


494191. 


604 87 


090 


5,000 


TU 462130 




70 4826 96 




605 60 
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1u 


log. Sof. k. 


D. 


log. ©in. k. 


D. 


log. Sang« Je. 


0. 




5,00 

5,01 
02 


1,871» 4621 >0 


43426 M4 


1,879 4226 965 


43433 352 


9^9999 005 662 


7807 




1,874 8040 818 
1,879 1*72 409 
1,883 48U8 106 
1,887 19323 938 
1,892 1749 782 


4341S02I 


1,874 7800 317 


43433 270 


^9009 613 460 


7653 




03 
04 
OS 


^697 


ly870 1093 693 


33 199 


021 124 


7 602 




25 772 
25 844 
25 51« 


1,883 4526 702 ' 
1,887 70S9 917 
1,892 1392 970 


33 125 

33 053 
33 961 


038 626 
636 979 
6U186 


7 353 
7200 
7066 




5,06 
07 


I98O6 5175 G98 
1 Olli) W ^ 


43425 981 


1,896 4825 961 


43432 911 


0^0000 600 263 


6925 


• 


08 


*,*■' *"^>l G83 


26 066 


1,900 8268 802 


32 842 


667 179 


6787 




^^^^ 


1,9(15 2(127 738 


26 121 


1,9U5 1691 704 


32 770 


663 060 


6 665 




Q9 


i,9U9 5453 859 


26 187 


1,909 5124 480 


32 700 


070 621 


6 622 




10 

• 


1,913 888U (MO 


26 252 


1,9U 8667 180 


32 646 


677 143 


6303 




5,11 


1,918 230G 298 


4342r 315 


1,918 1989 834 


43432 601 


0,0900 083 636 


6266 




12 


1,!»2 fV732 6U 


26 377 


1,922 6422 416 


32 620 


6800U2 


6 143 




13 


1,920 9158 99(1 


26 438 


1,926 8854 936 


32 450 


606 046 


6020 




14 


1,931 2586 428 


26 498 


1,931 2287 393 


32 390 


701966 


6 901 




15 


1,935 (»11 926 


26 656 


1,935 5719 792 


32 341 


707 866 


6 785 




5,11» 


1,939 9438 482 


4M20 613 


l,<i39 9162 133 


43432 203 


0,0090 7U 661 


5 6?r> 




17 


i,044 2865 (19$ 


26 669 


1,944 2584 416 


32 227 


710 321 


6^M 




18 


1,048 «»291 764 


26 725 


1,918 6016 643 


32 172 


724 870 


5 447 




19 


1,952 '»718 «89 


26 :78 


1,952 9448 816 


32 119 


730 326 


5 141 




20 


1,957 3J45 267 


36 831 


1,a'i7 ?8«0 934 


32 065 


736 667 


6 234 




5,21 


1,*'f.! 657: <r8 


434'>6 8»3 


1,961 6312 99D 


4343? OM 


0,9909 740 901 


& :-M 




22 


l.nrs 099R 981 


'^8 O.lf 


1,965 9746 013 


32 902 


746 032 


5 028 




23 


1,070 3A25 915 


20 084 


1,970 3176 97S 


32 OU 


761060 


4920 




24 


l.<*74 i«6Z fi99 


27 032 


1,974 («08 880 


38^ 


766 900 


4 832 




25 


l.OTD .'«TÖ 93i 


2; (m 


1,979 0040 762 


32 817 


760821 


4 737 




.^,26 


;,9»ö i/o- v'U 


«3427 ;27 


1,983 3472 560 


43432 700 


9^9990 706 660 


4 642 






l,'V7 7J34 138 


27 173 


1,987 6904 338 


»1 Tz3 


770 200 


4 6:^.» 




28 


1,992 0561 Mt 


, 27 219 


1,992 0336 061 


316:^9 


774 750 


4 46(k 




29 


t,0% S988 S3Q 


27 262 


1,996 3767 740 


31tt3| 


770 210 


4 3Ti 




ao 


•2,U00 7415 792 


27 302> 


2,000 7190 374 


31591 


780 502 


4 286 




s>u 


2,00?i 0843 («7 


«3427 348 


2,006 0630 964 


4343K940 


9y6Kr«7a7 860 


4 201 




12 


'^,tJÜ9 4270 445 


27 390 


2,009 4062 614 


31 507 


792 000 


4117 




33 


2,01. *. VCfO? 8J5 


27 430 


2,013 7494 021 


31460 


^96 188 


4096 




U 


2,018 1(25 265 


27 471 


2,018 0925 487 


31420 


001^222 


3955 




35 


2,02-z 4552 730 


27 600 


2,022 4360 013 


31387 


ooiin 


3 878 




5,36 


2,i>26 7980 245 


43427 940 


0,026 7788 300 


43431340 


9,0099 808 066 


3Hr»> 




37 


2,031 1407 793 


27 685 


2,031 1219 640 


31 3U 


0U866 


3 726 




38 


2,035 4835 378 


27 623 


2,035 4650 960 


31274 


016 881 


3 051 




39 


2,039 '«263 001 


27 658 


2,039 8082 233 


31238 


010 232 


3680 




40 


2,0U 1690 659 


27 694 


2,044 16U 47t 


31203 


022 612 


3509 




5.4t 


2,04f» Sil« 351 


434^7 729 


2,048 4944 674 


43431160 


0^0009 026 321 


3 430 




42 


2;1»6'> S546 («2 


• 27 765 


2,Ctf '> 8:^75 842 


31133 


820 700 


3 370 




43 


2,^5: 1973 846 


27 796 


^057 1806 076 


31101 


033 130 


3 30s 




44 


2,i'61 WOl 641 


27 829 


2,«51 5^v: 076 


31067 


810 436 
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27H60 


7fi6r 866U 143 
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2,070 2267 \^ 


«Slovans 


2,n70 2100 170 


43«; 004 


0^0990 042 040 


3 111 




4/ 


2,07» .Vj86 223 


' 27 yi^ 


2,074 5531 183 


30 973 


046000 


3i«0 




48 


2,0:h 9113 116 


2V 953 


2,'»:'« H5J02 jr« 


T)P4J 


040 010 


2000 




49 


2,083 254» m 


27S8S 
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062 000 


2 03^ 
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log. Sof. ^ 


D. 


log. 6tiu K 


D. 


log. Song* k. 


0. 
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4M28 012 


i^087 5824OU 


43430 884 


8^9009 854 «U 
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5,00J 0307 UM 
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8^9090 857 810 


t817 


52 


'jm «25 IM 


28 ÖQ» 


2,096 2685 754 


30 828 


MO OKI 


2 780 


53 


3,100 6253 2aS 


28 095 


1^100 6116 582 


30 80t 


863 379 


2 706 


54 


2,10* 0681 298 


28 123 


2,104 9547 383 


30 774 


86808C 


2 061 


55 


2,100 3100 421 


28148 


2,109 2978 i57 


30 747 


868 736 


2 MO 


5.j6 


2,113 6537.569 


43428 170 


241s 6408<|l»4 


43430 723 


9^9000 871335 


»547 


57 


2,117 9965 745 


28 108 


2,117 '1^0 127 


30 696 


873 882 


2 408 


58 


2,122 3393 d«3 


28 224 


2,122 3270 323 


30 672 


876 380 


2 448 


59 


2,128 6822 167 


28 249 


2,136 6700 996 


30 648 


878 828 


2 399 

• 


60 


2,U1 0250 416 


28 272 


i^l 0131 643 


30 624 


881227 


2 352 


5,61 


2,135 3678 6i!l8 


43428 206 


2,135 3562 267 


43430 0i;i 


9,9999 883 579 


2 306 


62 


2^130 7106 064 


28 318 


2,U0 6002 8ri6 


30C78 


885 884 


2 260 


63 


lt,144 0335 302 


28 341 


2,1U 0423 446 


^ 5Mi 


888 144 

* 


2 21s 


64 


2,148 3963 G43 


'43 303 


2,148 3854 002 


30 534 


890 359 


2 171 


65 


2*152 7392 006 


28 384 


2,152 7284 536 


30 512 


892 530 


2 128 


5,66 


• 

2,157 0820 390 


43128 405 


2,157 0715 048 


43430 401 


9,9999 804 658 


2 086 


67 


2461 4248 795 


28 426 


2,161 4145 539 


30 471 


806 744 


2 045 


68 


2,165 7677 221 


.28 44« 


2yl65 7576 010 


30 450 


898 789 


2 004 


69 


2,170 1105 667 


28 466 


2,170 1006 400 


30 430 


900 703 


1 964 


70 


2,174 4634 U3 


28 485 


Tt^in 4436 880 


30 411 


902 757 


1 920 


5,71 


2,178 7962 618 


43428 505 


2,178 1867 301 


4343(» 3Q2 


ll^99(XI 904 683 


1*887 


72 


2,183 1391 123 


28 523 


1^183 1297 G93 


30 373 


^570 


1850 


73 


• 2,187 4819 646 


28 542 


2,187 4728 0G6 


30 355 


9Ü8 420 


1 813 


74 


2,101 8248 188 


28 550 


2,101 8158 421 


30 337 


010 233 


t 778 


75 


2,196 1676 747 


28 577 


2,19^ 1588 758 


30 320 


612 011 


1 743 


5,76 
77 


2,200 5105 324 


43428 594 


2,200 5019 07a 


43430 302 


9,9999 313 754 


1 70R 


2,204 8533 918 


28 612 


2,204 8449 380 


30 285 


915 402 


J 073 


78 


2,209 11«? 530 


28 627 


2,209 1870(166 


30 268 


917 135 


1 641 


79 


2,213 5jOI 157 


28 644 


2,2U 5^J 933 


30 253 


918 776 


lt|p9 


80 


2,217 8810 801 


28 660 


2,217 8740 186 


30 236 


920 385 


1 570 


5,81 


2,222 224fl 46t 


43428 676 


2,222 2170 422 


43400 '>21 


%9090 921 001 


1 545 


82 


2,226 5677 137 


28 601 


2,226 5600 643 


30 206 


923^606 


t 515 


83 


2,230 9105 828 


28 706 


2^230 9030 840 


30 190 


925 021 


1 484 


84 


2,235 2534 534 


28 720 


2,235 2461 039 . 


30 176 


926 505- 


1 45() 


85 


2,239 5963 254 


28 735 


2,239 5801 215 


30160 


927 961 


1 426 


5^ 


2,243 939r ggQ 


43428 740 

• t 


2,243 0321 376 


43430148 


6^9999 929 38.7 


1396 


87 


2,248 2820 738 


28 763 


2,248 2751 524 


30 133 


930 786 


1 370 


88 


2,252 6219 sei' 


28 777 


2,252 6181 657 


30 120 


032 116 


1 343 


89 


2^236.9678 278 


28 700 


2,256 0611 777 


30 107 


933 489 


1 317 


90 


2,201 3107 068 


28 802 


2,261*3011884 


30 093 


934 816 


1291 


5.91 


2,265 6535 870 


43428 816 


2,265 6471 «177 


43430 061: 


8^9990 936 107 


l:«5 


92 


2.:69 9964 686 


28 828 


2,269 9002 (158 


30 068 


037 372 


1240 


93 


2,214 3393 514 


28 841 


2,274 3332 126 


SO 050 


038 G12 


1215 


94 


2,278 6822 356 


28 852 


2,278 i5762 1^ 


30 044 


039 827 


1 192 


95 


2,283 0251 207 


28 864 


2,283 0192 226 


30 032 


041019 


1 168 


.96 


2,287 3680 071 


43428 876 


2,287 :i022 258 


43430 OH 


0^9990 942 187 


tl49 


97 


7,201 -108 047 


28 887 


'»,201 7052 279 ' 


30009 


043 332 


t 122 


98 


2,-.»00 0537 834 


28896 


2,206 0482 288 


.2i^996 


944 454 


110» 


99 


2,300 3066 732 


28 910 


2,300 3012 tm 


20988 


046 554 

• 


14178 


6,00 


2,304 7395 642 




2,304 7342 274 




04l>6^ 
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6,00 


t,30l 7395 6t2 


43428 91§ 


1,304 7342 976 


43429 970 


0^00090 40 082 


1057 


6,01 


f ,309 0824 sei 


43428 931 


3,909 0772 210 


43429 900 


1^90000 47 080 


1030 


02 


2,3U 4255 492 


28 940 


2,3U 4202 210 


29 960 


48 724 


1010 


03 


2,317 7»I2 432 


28 951 


2»317 7632 172 


29 940 


49 740 


OOOO 


04 


2,322 Uli 383 


28 9GU 


2,322 1062 118 


20 990 


80 736 


070 


05 


2,326 4540 3U 


28 970 


M20 4492 054 


89 J20 


61 7U 


OW 


6,06 


2,330 7960 3X3 


49428 980 


2,930 7921 069 


43420 D17 


%09g90 52 667 


bon 


07 


2,.U5 1.1«IB 293 


28 989 


2,335 1351 897 


2«! 9U8 


£3 604 


919 


08 


2,330 4827 282 


28 908 


2,339 4781 805 


29 898 


04 519 


OOOO 


09 


2,343 8756 280 


29 007 


2,343 *Qtl 703 


29 890 


S5 4I9 


0861 


10 


2,348 1G8S287 


29 OU 


2,348 tfV4J 593 


29 880 


16 90« 


9 866 


6,1 1 


2,:w2 5114 302 


43429 024 


2,352 5071 473 


43429 872 


0^09090 67 171 


0840 


12 


2,Jv6 «543 326 


29 033 


2,366 85 «l 345 


29 864 


68 010 


0831 


13 


2,li;! J'jr2 359 


29 DU 


2,361 1031 209 


29 856 


88 860 


816 


14 


2,36.'^ 510] 400 


29018 


3,3430 5361 U6S 


29 847 


69 065 


0790 


15 


2,3ö:* PöJL» Mvi 


29 057 


2,3G0 8790 912 


39 840 


•0 464 


789 


6,16 


ä(374 2259 505 


43429(165 


9,374 2220 752 


43429 832 


0^09999 Ol 247 


Ojp 


17 


2,378 5088 57« 


ZI n?2 


2,378 5650 584 , 


29 824 


62 014 


75t 


1« 


2,382 9117 C42 


29 079 


2,382 9000 408 


29 817 


02 760 


730 


19 


2,387 2546 731 


29 087 


2,387 2510 225 


SO 810 


03 604 


729 


20 


2,391 5975 8Ü8 


'29 094 


2,391 594U 035 


29 802 


04 227 


706 


6.21 


2,305 9404 902 


43429 101. 


2,305 9360 837 


♦29 795 


0^09099 64 935 


0094 


22 


2,40() '4834 003 


29 108 


2,400 2799 032 


29 789 


65 029 


0681 


23 


2,404 62Ü3 Hl 


20 US 


2,40« 6229 421 


29 782 


00 910 


667 


24 


2,408 »»2 220 


29121 


2,4fi8 9659 203 


29 775 


06 077 


0654 


25 


2,413 3121 347 


29 128 


Vl3 3086 978 


29 768. 


07 631 


OOI^i 


6,i5 


2,417 6550 475 


43429 134 


2,417 6518 746 


43120 763 


0,99999 68 271 


629 


27 


2,421 9979 609 


29 140 


2,421 9946 509 


2il 756 


68 9(J0 


616 


28 


20*9.Ü 3408 749 


29 146 . 


2,426 3378 365 


29 750 


09 610 


604 


29 


2,43«> 6837 895 


20 153 


2,430 6608 OlS 


29 744 


70 120 


591 


30 


2,4:;5 0267 0«8 


29 158 


2.435 0737 759 


29738 


10 7U 


0580 


6,31 


2,439 3696 206 


43429104 


2,439 3667 497 


43439 732 


0^99099 71201 


568 


32 


2.443 7125 370 


29 169 


2,443 7097 229 


20 727 


71859 


558 


33 


2,448 0554 539 


29 175 


2,448 0526 060 


29 722 


72 417 


547 


34 


2,452 3983 714 


29 181 


2,452 3956 678 


29 715 


72 964 


U594 


35 


2,456 7412 895 


29 186 


2,450 7386 399 


29 711 


73 408 


525 


6,36 


2,461 0842 061 


43429 191 


2,461 0816 104 


43420 706 


0,09999 74 029 


514 


37 


/,465 4271 272 


29190 


2,465 4245 809 


29 701 


74 537 


0606 


38 


2,4«;9 76UU 468 


29 201 


2^460 7075 510 


20 605 


, 75 042 


0404 


39 


2,474 1129 G89 


29 206 


2,474 1105 205 


29 690 


75 690 


0484 


40 


2,478 4558 875 


20 211 


2,478 4534 806 


29686 


76 020 


475 


6,41 


2,482 7988 086 


4M29 215 


2,482 7964 581 


43429 681 


0^90090 76 405 


O460 


42 


2,467 1417 301 


29 221 


2,487 1394 962 


29 670 


76 061 


0460 


43 


?,401 4846 521 


29 22S 


2yl01 4823 930 


29 672 


77 417 


0447 


44 


2,495 8275 746 


29 229 


2,495 8253 610 


29 667 


77 864 


0430 


4j 


2.SU) 1704 975 


29 233 


2,100 1663 277 


29 069 


78 902 


0430 


6,46 


2,504 6134 208 


43429238 


2,104 5112 040 


43429 659 


9,90909 78 732 


0421 


47 


2,508 8563 446 


29 242 


2,508 8542 599 


29 655 


79 169 


419 


48 


2,513 1992 088 


29 246 


2,513 1972 254 


29 650 


79 660 


0404 


49 


2,517 6411 ^4 


29 250 


2,517 5401 004 


29 647 


70 79U 


307 


50 


2,521 8851 184 


. 


2,£>21 8631 651 
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6,Ä0 

55 

6,56 
57 
58 
59- 
60 

6,61 
62 
63 
(>4 
65 

6,6» 
67 
68 
69 
70 

6,71 
72 
73 
74 
75 

6J6 
77 
78 
79 
80 

82 
83 
84 
85 

'),86 
8/ 
88 
89 
90 

6,91 
92 
93 
94 

95 

6,96 
97 
98 
«9. 

7,00 



7,Stt 2280 437 
i,5l0.57U0ei6 
'tyM4 0138 Im 
t9&39 2668 222 
2,S43 M)07 480 

lyU7 9«26 769 
2,S«2 28S6 038 
2,SS6 0285 318 
«»560 0714 800 
1,585 3143 888 

2,580 6573 1?» 
2,5H 00J3 467 
2,578 3431 763 
2,582 6861 Ubf 
2,587 029» 36? 

2,501 3719 AU) 
2^595 7148 073 
2,000 U678 283 
2,004 4007 506 
2,608 7436 911 

IfilZ 0808 229 
'i,bl7 4295 549 
2,621 7724 872 
2,016 1154 108 
2,630 4683 526 

2,634 8012 866 
2,630 1442 180 
2,643 4871 524 
2,647 83U) 861 
2,652 1730 200 

2,656 5150 M2 
2,660 8588 885 
2,666 3013 231 
2,600 5447 579 
2,673 8876 918 

2,678 1X^^ 280 
2,882 5735 634 
2,8K 9164010 
2/SOl 2594 348 
2,605 6023 706 

2,699 0463 068 
2,704 2882 429 
2,706 6311 793 
2,712 0741 159 
3,717 3170 527 

2y7U 0599 806 
2,728 0020 287 
2,790 3458 690 
2,734 6888 OU 
2,739 0317 368 



4)410 263 

4M29f58 
29 261 
^266 
29 988 
2#273 

43420175 

2fr 280 
20. «82 
20 286 

28 289 

43410 292 
20 296 
20 298 

29 301 
29 304 

43429 307 
29 310 
2C 313 
29 315 
29 318 

43429 320 
2«} 323 
i9 326 
29 128 
29 330 

43420 333 
2P 335 
20 337 
29 339 
20 342 

4M29S43 

29 346 
29 M8 
29 349 
29 352 

13420^54 

29 355 
21» 357 
99 360 
29 360 

43429 .y;3 

29 30* 
2<» 360 
29 368 
29 '360 

43429 37« 
29 372 
29 374 
20 375 



2,521 8R31 451 

r ar526 ^261 80S 
2,630 5600 833 
2,534 9120 467 
2,539 2250 006 
1,543 5979 720 

2,5470400 350 
2,552 2838 97U 
• 2,556 6268 688 
2,o6(» 9698 201 
i,f>ü5 3127 812 

2,560 6S57 419 
2,573 0987 023 
2,578 3416 025 
2,582 0844i 210 
1,587 0K75 818 

25,91 9705 410 
2,595 7U4 090 
2,600 0064 680 
2,604 3894 169 
2,60d 7423 751 

2,613 0853 329 
2,617 4202 90S 
2,621 7712 478 
2,628 1M2 (149 
2,630 4871 nlB 

2,834 8001 184 
:^630 1430 748 
2,643 4860 909 
2,617 8280 868 
2,652 1710 425 

2,658 SM8.0B0 
2,080 8679 483 
2,665 2008 084 
2,669 6497 Ott 
2,673 8807 110 

^,57«) 2206 711 
2,682 6728107 
2^686 0155 8C7 
2,691 2S«5 347 
2,095 6014 W4 

2,699 0444 419 
2,704 2873 959 
2,706 Ü30i 185 
V,712 tr33 016 
2,717 3lO'i 548 

1,721 6602 071 
1,720 0021697 
1,730 94G1 121 
1,734 6860 640 
ft>730 ttlO 180 



4341» oll 

43420 090 
29 63S 
20 031 

29 620 
29 024 

434« on 

20 618 
29 6U 
29 0U 
20 607 

43429 Ofk 

• MI 602 

'>9 598 

29 506 

29592 

4342*1 S89 
29 587 
29 589 
29 502 
20 578 

43429 590 
29 673 
29 671 
29 500 
79 506 

43429 604 
29 5^1 
29 569 
29 657 
29 656 

13429 509 

29 6U 

29 548 
19 547 
29 545 

03429 fit} 

11)540 

19 540 
99 5S7 

20 635 

t3r»9 430 
i9 632 
-29 531 
23 620 
•i0 527 

43429 626 
29 524 

214 523 
19 021 



9,90009 00 987 

6^00000 80 950 
81197 

81 5U 
81878 
81190 

^00900 81 007 

82 081 

83 170 
83 801 

83 926 

0,99999 84 144 

84 860 

84 881 

85 101 
85 466 

0,09909 86 704 



86 300 
88 573 



0^90999 87 100 

87 356 
87 806 

87 851 

88 002 

0,09000 88 328 
88 669 

88 785 
89a>7 
80 225 

0^00000 09 «8 
0^648 

89 053 
00069 

9om 

0^00300 0(' 444 

^693 
00 818 
91001 
01178 

S'«IIQ9k353 

J\ 524 

91 692 
«Lt857 

02 018 

0,9y9n9 02 176 

92 330 
02 482 
016U 
01777 



981 

974 
865 
380 
351 

.^ 
3i8 

•331 

325 

318 

312 
3(» 
300 

294 
288 

282 
277 
170 
157 
160 

156 
150 
146 
141 

236 

131 
216 
112 
.118 
lU 

210 



100 
1«» 



«80 



177 

.«75 

i;i 

«08 
165 
^.dl 
.%S8 

J154' 

149 
140 
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7<00 S|73Q 0S17 30i 

7 Ol 2»T4f fTM TM 

02 a,747 7170 14 

OS 1,751 oi[« 5» 

04 • VS6 4ttM9n 

05 lyMO 746« 1» 

7*00 ymo&m m» 

07 2,700 4919 W) 

06 1^773 77»! 4M 
09 1,77B liat 827 
iO lyTMl 4611 HS 

7,ii 2|7a0 8040 605 

12 2,781 1469 990 

13 2,784 4689 388 

14 1^780 8328 781 

15 1,804 1758 17& 

7,16 ym 4187 S70 

17 2^2 0616 966 

18 1,817 1016 964 

19 ijKtl 547S 701 
30 1,815 8QÜ8 181 

7|21 1,890 2994 561 

C2 2,834 576S 963 

23 1,838 9193 988 

24 2,?«^ 2620 768 

25 3,8«7 6052 171 

7,26 2,841 9181 «77 

27 1,816 1910 882 

28 2,8in 6340 988 

29 ^9768796 

30 2,H60 3199 204 

7,31 2,873 6626 613 

32 2,878 0Ü58 023 

33 2.882 3187 439 

34 2,886 6016 846 

35 ' 2,8810346 257 

7^ %0» 3775 689 

37 1^890 7205 089 

38 2,904 Üüa4 497 

39 1,9R8 4Ui3 911 

40 2,9x2 7493 327 

7,41 2,917 0022 749 

42 2,921 4352 160 

43 2,925 7781 577 

44 2,930 1210 09^ 

46 2,934 «640 419 

7,46 2,938 »069 832 

47 2,913 1499 252 

48 2,947 4028 672 

49 2,9U 8958 093 

50 1,918 1787 516 



«9488 978 

«9429 370 
29 370 
20 381 
90 382 



49429 
10 988 
29 388 

19 388 
29 990 

43429 39t 

20 992 

20 993 



29 306 

«9419 990 
29 908 
«1998 



lO"«» 

«M20 4Q2 

20 4Ü3 
29 409 
29 404 
29iü6 

43129 405 
29 407 
29 407 
29 408 
29 400 

49429 410 
29 410 
29 412 
29 412 
29 411 

494B6 414 
29 414 
19 414 
19 416 
29 410 

4M29 417 
29 417 

19 418 

20 418 
29 419 

«3429 430 
29 430 
29 421 
88 "412 



1,799 CblO 165 

2^749 9799 606 
1,747 7188 209 
2,752 0508 7» 
^750 4028 190 

1.700 745? HO 

4^765 0887 168 
^789 4318 774 
1,773 7746186 
1,778 U75 704 
1,782 4606 908 

2,782 8034 809 

2.701 1484 814 
2,796 4889 810 
2^798 8tt9 322 
2,804 1798 8^ 

2,808 4181326 
2,812 86U 825 
2,817 2011 325 
1,82t M70 823 
!^ 8000 920 

MOO 2329 Olli 
2,894 5759 Sil 
1,838 9188 806 
%849 2618 'i» 
2,847 6047 701 

1,851 94n 283 
1^29118 773 
1,860 6336 MS 
1,864 9765 752 
2,888 3195 240 

2,873-8624 728 
2,878 0054 216 



2,881 3483 700 
1^888 6913 185 
2^8810342 670 

1,885 3772 164 
1,809 7201 637 
1,904 0631 UO 
1,908 4nBfl (iOt 
2,912 7400 0R3 

1,917 0919 56t 
1^14349 048 
2,925 7778 521 
1,990 1207 999 
2,934 4637 477 

2,938 8Ue6 954 
2,943 1496 431 
2,917 4925 907 
1,951 8355 383 
2,9M 1784 88« 



43429 520 

«9429 518 
29 517 
29 516 
20 51« 
20 618 

43429 8m 
29 »tt 
29 500 
29 588 

loaoor 

«8420 886 

29 506 
19 609 
29 102' 
29 501 

43428 500 
29 5CH) 
28 496 

28 497 

19 496 

43419 496 

20 404 

29 499 
29 403 
29 402 



48420 487 

20 485 



18 484 

«3429 483 

20 482 
29 482 
29 481 
29 480 

49429 480 
29 479 

19 478 
29 478 
29 477 

43420 4T"? 
19 »76 
29 m» 
29f?i 



9,808 909 2 777 

%880 0002021 
9080 
9 198 
9 939 
8466 

«^000 0009584 

9 721 
9646 
8967 
4067 

0,908 980 4 204 
4 318 
4 431 
4 54t 

4S49 

0,000 809 4 755 

4 859 
4961 

5 061 

5 159 

fl|;808 9005 255 

6 348 
6440 
6 590 
6 610 



49429 480 %099 900 5 TrjO 

29 400 5 791 

20 480 6 87« 

29488 695« 

29 488 6(06 



MN 980 6 115 
6 191 
6287 
0940 
6419 

9^009 980 486 

6 554 
0022 
0690 
759 

0,000 009 f»I9 
6881 
0944 

7004 
7084 

0^999 909 7 122 

7 179 
7/95 
7290 
7949 



144 

139 

138 
135 

132 
129 

127 
125 
121 
IW 
117 

11« 
119 
110 

108 
K« 

104 
102 
100 

98 
06 

93 
92 
90 
89 
87 

85 
83 
82 
80 
70 

77 
75 
73 
7» 

71 



66 



89 
62 
«0 
60 



57 
56 
65 
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7,50 


SyOiO 1787 516 


43420 422 


2,066 1784 868 


43429 47« 


8^000 000 7 3«8 


. 62 


7,51 


9jaaO 5210 087 


«3429 422 

• 


2,000 6214 332 


«3429 47« 


0^000 090 7 306 


52 


62 


2,0518616 350 


29 423 


2,064 8643 806 


29 47« 


7««« 


5i 


53 


2,860 2075 782 


20 423 


2,960 2073 280 


20 472 


7408 


40 


54 


2,073 6505 206 


20 42t 


^973 6502 762 


r9 473 


7 647 


«0 


55 


2,8n 8034 629 


20 426 


2,077 8032 226 


.9 472 

• 


7*696 


«7 


7,56 


2,082 2364 064 


43429 424 


2,062 2361897 


«3429 471 


0^0007043 


«7 


57 


2,086 5703 478 


29 426 


2,086 6701 108 


29 472 


7iH0 


46 


58 


2,000 0222 001 


29 426 


2,000 0220 610 


29 470 


7 736 


44 


59 


2,005 2652 330 


29 420 


Si006 2610 110 


20 470 


7 780 


4« 


60 


2,000 6081756 


29420 


2,090 0970 680 


20 470 


7 824 


4« 


7,61 


3,003 9511 182 


43420 428 


3,003 0500 060 * 


«3420 460 


%009 999 7 868 


«1 


62 


3,UÜ8 2040 610 


20 427 


3,006 2938 510 


29 469 


7009 


42 


63 


3,012 6370 037 


29 428 


3^12 6367 088 


29 460 


7 061 


41 


64 


3,016 0700 466 


29 428 


3^016 4^797 457 


29 468 


7092 


40 


65 


3,021 3228 803 


29 429 


3,021 3226 925 


29 467 


8 032 


38 


7,66 


3,025 C668 322 


«3429 420 


3,025 6656 392 


«3429 468 


0,099 999 8 0170 


30 


67 


3,030 0087 751 


29 420 


3,030 0084 860 


29 467 


8100 


38 


68 


3,094 3517 180 


29 430 


2,034 3514 327 


29 4G6 


8 147 


36 


69 


3,098 6046 610 


29 430 


3,038 0943 793 


29 46G 


8183 


36 


70 


3^0U(O76O40 


29 431 


3,043 0373 259 


29 466 


8 210 


36 


7,71 


3,047 3805 491 


43429 431 


3,047 3802 726 


«S429«4e6 


9^000 000826« 


36 


72 


3,051 7234 002 


29 432 


3,051 7232 191 


29 466 


8289 


33 


73 


3,066 0664 334 


29 431 


3,056 0661656 


29 466 


8 322 


3« 


74 


3,060 4093 7riS 


20 432 


3,060 4001 121 


20 464 


8366 


32 


75 


3/164 7523 107 


29 432 


8,064 7620 585 


20 464 


8388 


32 


7,76 


3,0ö0 0052 620 


43429 432 


3,000 0950 049 


«3429 46« 


0,000 009 8 «20 


32 


77 


3,073 4382 <IGl 


50 433 


3,073 4379 513 


29 464 


8462 


31 


78 


3,'»77 78U 40* 


20 433 


3,077 78(J8 977 


20 463 


8483 


20 


79 


3,082 1240 927 


29 U4 


3,082 1258 440 


29 463 


8 613 


20 


80-^ • 


3,U8G 4670 361 


'-t'i434 


3,086 4608 003 


29 462 


8642 


20 


7,81 


3,000 8000 706 


43429 434 


3,090 8098 365 


«3420 463 


0,000 090 8 670 


20 


82 


3,096 1320 229 


29 434 


3,095 1527 8-28 


29 462 


8690 


28 


83 


Z,<m 40:»« GC3 


20 435 


%009 4057 290 


20 461 


8 627 


20 


di 


3,103 8388 09K 


'^0 434 


3,103 838Ü 751 


29 402 


8663 


28 


85 


3,108 1817 532 


29 435 


3,108 181C 213 


29 461 


86ai 


26 


7,«6 


3,112 5246 967 


43420 436 


3,U2 6246 674 


«3429 46t 


0,000 009 8 707 


26 


87 


3,U6 807f{ 4U3 


20 436 


3,110 86''5 135 


29 461 . 


8 732 


26 


88 


3,121 2105 830 


20 436 


3,U1 2104 596 


29 461 


8 767 


26 


89 


3,126 6535 276 


20 436 


3^125 5534 057 


29 460 


8 782 


2« 


90 


3,129 S064 7U 


29 436 


3,129 8963 617 


29 460 


88U6 


2« 


7,91 


3,134 23^ 14? 


43'?^' 437 


3,134 -yiTl 977 


«3429 460 


9,900 009 f) 830 


23 


92 


3,138 5823 584 


2<» 437 


3,138 bS22 437 


20 459 


8853 


22 


93 


3,14i 9253 (»21 


20 436 


3,142 9251 896 


29 469 


8 875 


23 


94 


3,147 2682 457 


29.43S 


3,147 2681 355 


21)460 


8898 


22- 


95 


3,151 6111 895 


29 437 


3,151 6110 815 


29 468 


8920 


2t. 


7,96 


3,165 0541 332 


43420 438 


3,155 9640 273 


«3479 450 


O|909O998OU 


2t 


97 


3,lüÜ 2970 770 


•>9 438 


3,160 20n0 732 


29 469 


89^ 


21 


98 


3,164 Ö4(M> ':J8 


29 438 


3,164 6309 191 


29 458 


3963 


20. 


99 


3,163 9820 640 


20 438 


3,168 982H 640 


20 468 


0003 


20. 


800 


3,173 3269 084 




3,173 3253 107 




0021 




i 




(Die 


Fortsetzung folgt) 
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17. 

De resulutione algebraica aequationis X^ = ±y sive de 

divisione circuli per biseetionem angcüi septies repetitam 

in partes 257 inter se aequales commentatio cöronata. 

(Cont DiH. VoL DC Fmc. I. et 3.) 
(Anct. Biohelot f Doet phil. Regiom.) 



Introduoatur haeo notatio t 

Sit <r = ixM-^-^itan~- racBx quaellbot ima^oaria aeqaatlonb 

iSf^^ssl adhuo indeterminata. — Kadern drinde tagpk fn f na ia arti* 
ddo I. pro r adhibitis, unconiin rero forma oommiitata, ponaturi 

[2,3] = ,,. = <H + ^ « [3] +[3^] = [3J +[254J 
[2,3»] ^ ^. - <^' +-^ = {3'] +[3"«] =: [9] + [248] 

[2,3^ = p, « «r»' +^ « [3'] + [3"'J = [27] + [230] 

eto. 
[2,3H = Pi«=»«^'" + -4-,= [3*"3 + [3'«] = t3H + C257-3»«] 

uIh rursus in unds multipla num^ri 257 desumc^e licet a potesfatibus nii<*^ 
meri 3* lam per se darum est^ valores p^^ p^^ • • • • Pm conTeniro 
cum bb: 

2cas237, 2coB^, ^cos^jy, ••., Scos-^g^, 

licet in prorfms alio ordine scriptis» 

Ae(|iiatio 12^t^ ordinis^ cuius radices sunt po^ Pif p%f • • % ^ pi^^ OC 
aequatioue hao: 

ibi substitutione r = -^ + 7 adbibita^ oriatur neoesse ^t; ^iiaid aecjuatiD 

ereile's loarna\ iL M. Bd. IX. Hft. 3. 27 
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1!^ ordink, fit: 

125.124.123 .^ 124.123.122 ». . 

i.2.3 ^ i.2.i J' '^•"*' 



Cwoi aeqnatkRUB ooeffidenCes jooeESeieBtIbai «Folntte fbniHdae (y — 2^* 
fleoandum modulum 257 eongnios cne notum «st. 

PonamuB porro: R^eoB^ + inm^y imde bae aequationes mae« 
qaeiitibiis aaepiai^e adhiMtee derinitae mint: 

R12^m _ Jim _, 1^ 

nec non powto n ^ 64t 

Rimiis deoique fit: 

neo non: 

vefere g^udeaut a^nifioationey quae fmotiaaei «eqnenli ratiMe drtai niinan 
dae sunt» Rursua veto taatz 

Notas esse pone nec alia ratione quam in arlio. TEL demonstean» 
das propositioneB has: Primmm: predodom /&«/,» «enper fofe femne: 
s [F(R)].fo^^^ vbiF(R) nonnisi quaaiitafii A potastatas oontinen^ Iml 
WO qafluitiatoi ^i 

deinde: F(R) esse ooefficietftem gnanfitat» Pof prorenieBtem in«vo» 
Intiooe-prodMti flfios^ <«inibus prodnotiB g nai ili tat i im p ad Knnarcn fano» 
ticmea qinaititatam p rednotis; 

Arm :^ ^produotam ^^•/^» eiFohitom in Bue a iMU finninni quanfttatoBi 
p non eonfenturam esse quantitatem Po msi ant f s=t, nnt p^ et p^ laiee 
^jffli^faAi [2y3^J et [2^3''] sint, quarmn loeo ae^pdvaleBtibas (2^ ») afe|ne 
{T^v) sniMtitetis» (ubi ft et y^l28^) «^ et v eanditioBi ysa^l 
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rostremo: Es aequatioiie: 
praÜQus derivari poMO bano: 

ubi m et « int^gros ninoergs figiiificQiit 

Quarum propositionuiii tirtiaiii adhuo ite &c3e 
Habemnt: 

mre oom ^^ 

t2f*l:5s: W + C257-X] «t, 

oec HOB 

[2, y] » [y] + [257-v]; 

i]L theoromute satis noto est: 

[2,j.].[2,v] = r2,ii+vl + [2f257-x+v], 
«hre es [2,«+^] + [2,257— y + x]. 

Ut %itiir hic provemat quantitas p^ u?e [2,1],. fiat neoeaso est: 

x+vacl ant 257— «—v = l, 
auf 257— »4-»'^ 1 «wt — »4-vs=i, 

aut 257— v+itesl aiit — y-{-»s=sl« 

lade darum fit, pro » et y inter le inaeqwdibus, ex sex illls 
bus, cum » et V pothivi numeri < 128 amt, nonnisi qiiartam et aaiiaiB 
itare posse, q« d« e» 

Sia vero »c9 y^ etiuii fl)re eourtiiiita 

(P,f » [2,«*].[2,i.] ;« ]2,2%] + [2,257], 

[2,2 a] +[0] + [257], 
2 + [2,2x]. 
flnac ob fem, oofla habeami«) 

2 = — 2/»o>-2;?4— 2/Pjato. — 2/Uj7> 
eoefficientem quaiititatii /^i in enAaüßtm qiiadrati (p^y omnbo esie ss — 2 
darum nu 

Casus unua exdpiatur vero seoesse est, «1 k se= y n 128 est; tum 
enim fit [2, 2 si] ss [2, 1] s= /»o » ^nide seqpntur io hoo uno easu ooeffioieii- 
tem qnantitatii po fbre ss — l. 

Ad usum sequentem tertiam ocmstruxi tabulam, uiri in superiori sin» 
•gola Morie posita sunt i^gregata iarmae[2,ic], ita ut numerus x ex ordine 
lagpitur, in inferior! singula quaaqoe qnantitas />, cum ringulo quoque aggra« 
gato [2, x] snpra slante ooBgniens» 

27* 



*a9- • 



»jvi »I ' r» 
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Tabula tertia. 

pn [2,2] [2^] [2,4] [Z5] [2,6] [2,7] £2,8] [2,« [2,10] [2,11] [2,12] [2,13] [2,14] [m5] [2,16] 1 
' Po P48 Pi Pw Pss Pw Pes Pi6 P2 Pm Pm Pm Pjm Pt Pse P^ ] 
p,17r [2,181 [2,19] [2,20] [2,21] [2,22] [2,23] [2,24] [2,25] [2^6} [2,273 [2^ [2>29] [2,30] [2,31] [2,52] 1 
1 7>i20 ^so Pi25 Pn P» Pm Ptb Pn Pno M» P^ Ps^ P^ Pm Pm pm \ 
|[2,a3] [2^] [2,35] [2,36] [2,37] [2,38] [2,39] [2,40] [2,41] [2,42] [2,43] [2,44] [2,45] [246] [2,473 F2,48] Ä 
t /^w ^40 Pn P» P9i Pu Pm Pn Pi9 Pt Pn P» Pn Pn Pei P^ ) 
([2,49] [2,50] [2,51] [2,52] [2,53] [2,54] [2,55] [2,56] [2,57] [2,58] [2,59] [2,60] [2,61] [2,62] [2,63] [2,64] l 
I /'42 ;>» Pm Pi^ Pm Psx Pm jktt Pm Pi% Pm Pu Pw Ps% pm pxt ] 
([2,65] p,661 [2,67] [2,68] [2,69] [2,70] [2,71] [^2] [2,73] [2,74] [2,75] [2,76] [2,77] [2,78] [2,79] [2,80] l 
1 /'m />u7 Pu» Pbs Ptq Pgo p5s Pi9 P^ Pix Pill Pn Pia Pn Pn Pm f 
([2^1] ^1232] [2,83] [2,84] [2,85] [2,86] [2,87] [2,88] [2^9] [2,9qj [2,91] [2,92] [2,93] [2,94] [2,95] [2,96] I 
\ P* /^OT Pi$ />54 />47 /'n? />» Pm Pvm Pm Pts Pm Pm Pio9 Ps2 Pm f 
([2,97] [2,98] [2;991 [2,100][2,10llf2,102][2,103] [2,104] [2,t05] [2,106] [2,107] [2,10q [2,109^^ 
f />39 Pn Pto Pts Pi$ Pu Pn Pm Pn P9 pn />» Ps9 P4y Pn Pix f 
l[2,115] [2,iUJ [2,115] [2,116] [2,117] [2,118] [2,119] [2,120] [2,121] [2,122] [2,123] [2,124] [2,125] [2, t26] [2,127] [2,128|l 
I P(» /^«« />» Pn Pm Pds Pn Pii Pb Pw Pto Psi Psi Pi Pu Pno y 

Ex tabula törtia primum derivatur^ illam qfuaiititateiß p,^ , qoae ccm« 
gniat cum [2^128] , banoque ob rem cuius quadratum pl, cootiiieat non 
2 sed — 1 tauquam ooeffidentem quantitatui poy esse =:/9<^.« 

T ^ m yero nunc nihil est fistdlius quam determtuare f ifi)i com eubn 

oaboaiDtis 

/, =p + ;^.Ä+;^.Ä'+P3Ä»+ctc +p^ym' 

in produoto /i ./m 9 oorfßdens quantitatis /i^.;>„ ttit =Ä*+^+Ä^+^, ai y 
et n inaequalea unt; sin yero 9 = n^ coeffidens ille fit s=5 iR^c^-f o^ 

Ex tabula igitur tertia sensim seosimque loguntiv omnia prodnote 
Pg^Pnf luQttB ibi se exdpientes quantitates fi eoniungendo^ ex aingiila two 
quoque producto desumitur coefBdeos R'^'^ 4* It^"^\ Ad summam omnimn 
herum poteatatum quantitatis jß dgnifioatam per ^(Rp-^^-^-Rr^'^) adSdia- 
tor boc aggregatum: 

qnod ex 6oe(&dentibus qiiadratorum quantitatum p derivatur; inde sequitor: 

(—2(1 -f fiC«+i)^ ipCm+O ^^t^ ^ fl«7(,n+.} , j • 

Quia Tero omnes exponeotes potestatum R bio prorenientes^ imd» 
tipb ttumeri 128 subtrahendo <128 reddendi sun^ ad construendam pro 
singulo quoque numero m aggregatum S Ä""*'^'' -|-fi^'^''y adhiberi i>otest 
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tabula, niininnii renidua ponitiva et negativa numeronim horum ; 

m, 2/w, 3/71, etc. \27m 
aecimcluiD modulum 128 eontinenSy unde iptur residiia minima produoto* 
mm nm et fm protinus inveniantur« 

Transgrediamur igitur primum ad determinandam qiiantitatem FR 
pro msl; tibi ipsa FR «^nifioetur per F^(R)y ita ut habeamus: 

fJ, = iF^(R))f,. 
Aggregatum 2 ( A""^*"^ + ^^"^'* ) ^^ ^ ^^^ suppositione formae 
2(2 Z?"'^'")). Altera pars guantitatisF'/Z ex quadratis quantitatnm py ema* 

nens ent: s=- ~ ? ( 1 4./P+ß«+/?«4. etc. + ZP^) + Ä»«> 

sive = — l f ß^+jFJ4+/?4.Ä«+ etc. + Ä«^ + Ä», 
ita üt habeamus hunc valorem ipsius F^R: 

+ ^ +i?48 ^^ +/^ ^.ßw ^.R^+ße +Rm^jii8 +ßws+Ä« +fl37 ^ß75 +Ä111+UÄ +Ät» 

+ Ä^ +fi*» +R*' +/?* +Ä^"^+Ä^* +Ä»« +i?« +Ä"'+fi«* +fi« +Ä^ +Ä« +/r« +Ä» +/?* 

1+ li'^rR'''' +iP^ +fi^' +fi'*^ +Ä" +Ä*^ +fi* +fi^ fÄ"^ +Ä* +Ä'* +Ä'* +ß^ +Ä^+Ä"* 

;fi)= { + B^ +i?2 +Ä«9 +Ä«> ^R^7 +/J80 +^ 4./J53 ^./J62 ^ß»5 +^04^^76 4.flll84./J52 ^/J« ^ßU 

1+ R'^+R'^ +Ä» +/P» +iR*^+/?« +/?^ +/?* +ß» +Ä'« +Ä«> +Ä«> +ß*"+ß» +/P» +JH" 
f+Ä^*+Ä^ +K^^ +Ä» +iP* +Ä"« +Ä*^+Ä" +Ä^ +Ä«+fi«>+Ä^ +Ä» +Ä*«+/F +IP* 
+ /?^ +ia"^+Ä^ +Ä*^ +Ä** +Ä" +Ä^+/P* +Ä» +F» +iP» +«*«+ä"Hä^ +ä* +/P* 
^2Ä^-2Ä*~?ifi^-etc -2/P*. 

Per se darum est^ inde F*(R^) derivari eo posse^ quod nbique A* 
pro ipso R ponatur. 

Quem ad finem sequentea aequationes ex iis derivatae^ quae sub 1) 
continentur, afiferantur. 

Numerus x est, quod attinet ad formam suam: 
aut 128/2, aut64(2Ä+l), aut 32(2;i+l), aut 16(2/2+1), 

aut 8(2/2+1), aut 4(2/2+1), aut 2(2/2+1), aut (2/2+1), 
nbi n numerum quemlibet significet} quibus positis hae aequationes re- 
speetive valent pro singulis ipsius ar formis: 



Jä*'+Ä*C+«)— 0, Ä''+/i!*^*<-"*^=:0, Ä«+Ä^H02)_Q^ R>^'+Ä*(H<»)_o, 

ubi ^ quemlibet signifioet numerüm int^ram positirum. 

Ünde sequitur, pro omnibi» formis numeri der, prima excepta, hanc 
Stare aequationem: 
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4. il* +/?*+«»* 4.Ä^ + etc. +Ä«*s=0^ 
qma pro omDÜni* oeteris tonxaBf quisque tenirfnin habeat in hae q^i t o a» 
•ioae talem altenun, quo adiocto, summa fiat a= 0, 

Eodem modo fitcüe iutelligittiry sequentes aequafiooes pro ommboa 
fonoM numeri x vatere, utraque priori excepta: 

P rorwi » nmOi ratimie es nsdem oauaiB progrediendom esaet. 

OrnnSn» hb aequationibuB ad fimotionea üoimae F'^It^ quam fi^ 
dDime d^vandes «x goierali formola F*iR) ita utimiir. 

Primom aum «larum at: A"" esM ss £'"" = 1, in qoantHate F^(A) 
pro quaque angcila potestate ipshis Ry R"' scribendom est; nt inde effi- 
dator: F* (£'"). Inda £t: 

6. F»(Ä««) e= — fi« = ^ 1. 
Deinde «lam habeamus: ««<*+«)« Ä"=:— 1, et /?<*»> s= fi*» = + 1, in 
F'(A) pro omnibcis in^rfbus potestatibus Ipsius R scribendom est A", 
pro OBUiibns vero paribos R^, nt lade effioiatur F'(i2**t^'i). Inde fit: 

shro K ~ 357. 
9ra «nnib« Tcro. qoaafitatibui F*(R^, ubi ar eeferas formas indoft, non 
■Am» Ibnmda generalis mtalto brerÜDr reddi potest. Com enim pro ha» 
fenms habeamus aeqnationes (5.)) eCiam ad illnm valetem generafem adi- 
eera poanmut lias expresrionas: 

+ 2(/P + Ä* + Ä»+ etc. +«"•) 
-.2(Ä+Ä» + JI«+ «tc +«»"), 
quippe qnae in ommbus oetern suppoutionibos pro Xy eocoepta x as 128it 
et xzss 6i(2n-{-i), ^psae manent =sQ. 

Quo laoto eocpressio generalis quantttatis F*(R), unde F*(It^ loeo 
ipsinp A posito R* seippar adhi»; derivari potest, haeo fit: 

^— 2 +2Ä' — 2/P +2Ä' +»Ä» --2II«' — 2Ä" +2Ä" — 2iP» +2Jt» 

+2B» +2Ä« +2/?** +2/P* +21P* — 2Ä» — 2Ä" — 2/1* --2Ä" + Ä» 

|+2iP» — 2fi» +2ß" — 2Ä« — 2Ä» +2fi" —2R*' +2Ä*» +2Ä" +2Ä* 

8. F»(R) =< +2Ä" +2fi»* +2Ä» — 2iJ" +2Ä» — 2Ä" +2Ä" — 2Ä« — 2Ä* +2fl" 

1— 2Ä» —2«" — 2«" — 2fl«» — 2iP — 2Ä" — 2Ä» +2IP" +2Ä» — 2Ä" 
L_2Ä» +2R* — 2ß'<»+2Ä«"4.2Ä*"^— 2Ä»"— 2Ä**— 2Ä«»-i-2/P"+2ii»" 
.2Ä"»-i-2fi^—2fi'»*+2Ä'^ 



{F 



n^ni« 



13. 
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fenunla ubique pro 900 R poaitii Mip«otive/2% Rf*y B?, A*, A*, A» 
expooentibin indcT energentibus < 128 redditk, adhibiliBqae 
io qnoqpie flingulo casii i^tis aequationibiM 'bter has: Sf •{' B?*^ im (ü^' 
R^ »{- B^ ssi 0, eto.» hfls iareiiimiit formulas: 
Ö. F*(fl»)ra— 1+16Ä», 

-fe''tR^'''~B^'+R^-^]^^I^-^I^^i-B^^^R^'i-Bf»^B*'i'Bf»-B^^R^+B^^B?^ 

Ex. fak fommiii «fMcpie iP'*^> ieoo iprim R posito, «ke muaivm 
poftastetam ipuus A exponeuiÜMM per ^n-J-l) mKÜäfliotikf imi» ot iim tBr 
^rerae fomralae InnolioiMim: 

^jj«(jH-i), ^/JM(2»+D^ f«A«****>, jPÄKSHi)^ i^Ä=t«»^J, i?»Ä***. 

Qoq^tpiMl per ae^ntioaes (3.) darum fif^ <puo dooeMt» fllas Mqna- 
tioMs A?4-A^B=0, A^+A"esO^ «to.» ^nbus «dbiUlw gumOk fbr- 
anilae (8.) temMoi m qpeeiafi qvo^M caev mkkiiti vbA, loeo A pasU» W^\ 
haud muten« 

Prinsqoam lias funotioMs F*R peÜD^piami», de memon&ffi «arom 
natura diMemidmn est. 

Pfimmdi ftdie «k fomxih (6.), <10.) «fcv decnmulur, <qiiadaila «oel^ 
Dtjk ii fi ai n fotestetum ipacm R esse ss 257. Babnaw «nim^ 
in formula (9.) : 1 + 16* a;: 257, 
ia formub (10.): 15'+2.4''rs2S7, 
m ibranila (iL): «'+2.4^+4«6'= 2S7, 
in foRnnla (12.): l+«.2*+2.4^+2.6'+2.9>»2S7« 
m foniiula (13.): 10.2»+ 6,4» + 2 . 6» = 257* 
^ i(j|«mb (UM 14-16.2*4.a.4^«t 



210 17« Ricshelot, de ^esolulione ulgehraica aequationü X^^ssl, 

Quippe quam proprietatem iam in priori parte anliiiadhrerfiiiiai^. et 
unde sequihir hanim functionum inddiem eiim numeri 257 oompoaffioiie 
ex quadratis arctissime cohaercre. 

Tum vcro et per se darum e8t5 et es: formuBB oompreLendttur 
quantitatem F^R''^ ai x forma 2^(2;i+ 1)^ liU h<zyj gaudeat^ ex ter* 
miuis solis formae mR^ ^(3»+^)^ ubi m et / numeri integii aint^ eompoii% 
nee non significari posse^ bis conditionibus valentilnis: F^R* per 2 m A' '(2H-i)^ 
ai antea iiierat t^R^"^ per ^mB^* expressum; qua prq>rie(ato adhibil% 
haee memorabilia thereomata sequuntur: 

Si, X — 2^(2/2-1-1) posito^ Ä<6>0 est, aemper erit 

_ F'/?' = l^R^-* 

Demonstratio: Numeru8.64 — x cadem forma, qua x ipse, gau« 

det, erit enim: 

64— ;r = 64— 2\2/2 + l) = ^^CJ^S^"^ — ä— 1) + 1); 

banc ob rem 64 — x loco ipsius x in omnibus formulis uln A<^6 est, sub« 

stituere licet. 

Formulas vero omnes aocuratius penpieientem haud fugere potest, ooi» 

que termino formae mR^ '(2"+o« alterum subsoriptum esse formae /ti/?*^^^^*^ \ 
(in formulis pracmissis ipsis /2 = est) eosque binos terminos in formnlis 
(0«), (10.), (110> (I2O9 ri / est numerus impar, eodem rigno, si ^ est mn 
merus par, contrario frui signo« Ex qua regula soll primi tennini inte« 



groB numeros continentes excipiuntur« Ponere i^tur li< 

ubi r, 171, ^, / numeri integri sunt. Iam vero si looo ipsius 2^(2/14-1), 
64 — 2^(2ii+l) substituamus, fit, aequationibus (1.) et (2.) adbibitiB: 

+ mfi^**-^*^^*^^^+* fit: ±mÄ?*^^^*^^*> 

+ 9 /p^-2^'^+^ fit: +9 Ä^<^A^+»))^ ==s 4:9/P**^*'^^*«-* 

5 9 ßC6^«*-^2"+» fit: ±9 Ä^^^-^-^^ 
quibuB valoribus oongregatis, signoque ^ adieoto, formulaque inde emer* 
gpnte pro [7^^/?^*^^^^ -^ cumf anft^i »Uata pro j/^/P^^^^j-^^r com- 
parata, positis, sponte inde fluit dieorraaa^tlejnonstrandum primum; 



17. Mich^lot, de reiokiUonß aIßebraißQ ae.^ationis X^^srU 



F*jR?*C«^i) -e F»/JM-«*( 



81 Ä<6 et >0 ponator« 

Si rero A = e8t<^ fconnla (13.) j^rovemt, emxm jpförmm wntttah 
natura haud diffioillug in oeulos oadit. 

Quamquam etiam hfe inveniimtur termhif bin! eorrespondente«^ 
mltP^^'y^ et mÄC«M^i)(WF^ tarnen hio, »f r est numerus par, sunt signa 
utriusque tersnini paria^ s! / ipipar^ imparia; praeterea ibS legituv unus teiv 
mmus solus« — 7?^^^^% 

Ponere igitur possumusi 

lam 3)1 ponamus; 

JV = 2^— n—t 

unde fit; . 

lam rursus ex aequatiombus (2») secjuuntnr haet 

tf ;72 »(M-2nK2^frl) j^- + 777 »(2n+l)(6«- (f H-D) 

QuSbus valoribuB supra rursus snbstitutis^ tota fprmula cum superiori col^ 
lata atque N^s^n positp, theorema secundum demonstrandum se ofiert: 

Haec fiierunt theoremata quae ex functionum F' forma solai derivarf po^ 
tuerunt ; quippe quae functiones quasi fundamentales in tota sOlutlone erunt^ 
bis sequentibus solis adiectis« 

Ponamus enini secundum s 

ubi. rursus 1^'(A*) quantitas^ quae ex integris potestatibus ipsins R^ integris 
coefficientibus gaudentibuSj compönitur» Id Tero licere ex prima buiiis arti» 
Guli propositione fluit» Prorsus simili in via profioiscentes ac apud functiones 
JTf generales forma» fimctiopum F"(B*^)', F" (/?*•), F"(Ä^) etc. nancisci 
potinssemusi quae loco ipsius Rp B?^^ positO| verae manevent» ünde bas 

CMl^» loumal d. If. Bdt nC. Hft.S. 28 






i 



Bio wrsa» i» ^"^ potfe*tat«m VP» ,^^^ y 



p" CR ) 
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Summa quadratonmi coefBdentium estt 

apud F"(n*) «cut apud F'(Ä«) «=257, 

apiid F^iB") s= 7.r+ 6.2» -f- 7.3^+4» + 3.5^ + 2.6» = 257, 

apud F"(R) =.-28.r+l4.2?+12.3--H4*s=257. 
lam habetnsi<< posito/,.^ixsr:fl^/i^/„y has generaks formulas: 






7r +/?«+7V^+/;^H/?''+Ä'*+fi*'+Ä**+Ä'^+/?^+ »*^- +/?«) 



summa quadratorum coellflentmm apud IT'R^ mt mcut apud F^(IP)s=z 257p 
apud i^^Ä = 17.1' + 22. 2^+7. 3^+4.4^5' = 257. 
Si denioue pouamus: 

hae gouera!es formae^ ubi igitur jH^"^^ looo ipsiu« ß ponere üoet, rnron« 
tae sunt 

18. F^'(«) =:^ R\F^Hy 
ubi nireu» sumiwa quadratorum coefßcientium io F'^'Äs=:257 est. 

PoÄtremo vero j)Po a7=2*(2/i+l), ubi A<C7, >0 eat, inveuimus esse 



Quod thcorema aeqiie ac plurima praeoedentium a priori deraou» 
«trarc licet^ simili calculo^ quam in articulo Yin. seouti sumuSy adhibito. 
?)erDonsfTprauii exempii gratia theorema (19.) ita» Habemut 

fr ^' Po-^'Pi K ^P2 R' + p^ Ä\4- etc. +,^^«7«*'' 

nt^i non 

/„. rn; p,^ ^p^B^^p^ B'^ ^ n, /^^ -1- etc. + Pm /? "', 

uod/) eeqiiitur: 

28* 



220 ^7. Richtlot f de rtscluHoHe t^ebraiea atquaüonis X^ssi. 

f„f^ s Sp.p. + Cifi.pdlR-i'R''] + CSpoP^ {le+R-^} + etc. 

ubii 

S;>o A» == /'o/'o ^PiPfh PiPt + «*»• + Puapisi 9 

S/?„/»i = /»o/»! + PiPi + PtPi + eto^ H-Pwpi,9 
eto. 
pcmtum est» 

lam yero /i ./n? b&ud mutatur^ in utroque fitctore in^oes quaotita* 

tarn p per 1 augendo^ quo fit : 

ex/o fi^Vi et ex/«75 Ä-«'/ir, 
haiio ob rem 

€X Jimfiny ^/fjm ^^^Ji*J 1X7 • 

Inde igitur kan a. priori conclodere lidhim fufeset^ omne? eocfBoieii« 
tes qiiantitatumiß, fP etc» fanotiones tales ipsorum p fore^ quae si indioes 
aHgeaiitur valorem non commntent. Eodem modo iam a priori iutolligcre 
potiiissemud^ quia/x./? valorem, pro Ä% R' vel pro ß% fi*^ etc. 8ubstihH 
tis non oommtttant, in forxnula ipsius fffs coeffioientes ipsorum H et F? 
wffiR^^ et Ä"*^ eosdem esse, non minus quam ipswum /P et Ä~* etc. 

lam rero darum est: ^(pgpm) negatiram smnmam esse ^w^ 
^^ntium ipsorum po, pi etc. in evolutione Kueari quanlitatis Pop,^^ 

Babemus vero^ propositione fertia articuli I^uius arfhibita: 

PoPm == Px +Pyf 

unde indiees augendo: 

pi Pm^l = px^* i^Py^i f 

ete» 
undr oritur: 

XpoP^ = S>E^o + Sjöi,= —2. 

Si vero habeamus mssOentz 

PoPq = ^-h Pxf 
PiPi = ^+PrHf 

eto# 

^p.Po^ 2.128 + Sp^r=: 2.1W — !• 

Qiiibus coHeetb babemus r 

sivp cum baboamiis: 
sequitur: 
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imde sequitur: 

Jx^fixix *== fx*fvt&'^ = 257^ 

uno ezoepto oasa u or f onnae est: 2\(2/2-|-l)y tum enim 

JP+/P + eto. + Ä» fit: 
B*^Ä»»4- etc. +ß^' non == — 1. 

Simfliter theorematum (18.) a priori possont priora demonrtrari; 
habemiui enim: 

ar=:128 posito^ 



:ii^Hiuk 



unile oiiiD 
habemiui: 



— 1 = F^R}^. 
Si vero Ars=:64 ponamus^ babemus: 



wre cum ^-yw^ =^^4»^= 257 (ex aeq. 19.) Bit; 

F^B^^ — 257. 
Eodem modo ^ = 32 positö sequitur : 

ttTe 

/52-/96= 257 = — F-fi^. 

Eodem calculo etiam ceterarum functionum F(B) formulae a priori de» 

rivantur» 

Simile quoddam theorema^ ac (19.) apnd functiones fj de omoDibus 

functionibu8 FR valet^ quae nee = — 1 neo s= — 257 erant« Nimirum 

habemus: 

20^ (F(Ä')).(F(iR«»-»)) = 257, 

ubi X fiMrmuIa 2^2/1 + 1) exprimittir, pro funotioaibus jF», ;F^% F"', F«^, 
F% F^, tarnen apud functiones F* casibua ubI ^ ^ 6 excepti8| apud func- 
tiones F*' adeo ubi A ^ 5, apud F^ praeterea ubi h ^ 4, apud F^ adbnc 
ubi Ä^3, apud F^ praeterea ubi A>2, apud F"^ denique oasibus ubi 
h>\ exceptts« • 

Quo tbeoremate supposito facile intelligitur in omnibus bis fitnetio- 
nibus, quae in tbeoremate (20») contineantur^ summam quadratoram coel*- 
ficientium qiianütatum R\ R\ etc. R!^ ad quas omnes eeterae potestatet^ 
ipsios R redigere licet, esse s=£357» 



•J^ 17. 'Miebtlbtt i* resobiäone argebraU» atquationü X^^ m^. . 

PonamuB mämt 
tum otf t 

und^ effidtur: 

(FÄ*), (Ffi»«-*) » . «t + p« + «? Äc + «& 

+ («1 o» + «« ffj + etc. + <»« «6») (Ä*+Ä'*) 

eto* 

+ («1 «63+ «» «»e») (Ä«+Ä-«) 



itf re Olim 



eto. 

ß»+Ä-*»C= 2008 '^ == 

st, habemuflt 

«? + c2 +etc. 4 «M 
4-2(oia2+«»<'3 4-e*o»* +«««64— ff6»o,)oos^ 

257 Ä. < + 2(aitf, -J- ««<'« + eto. Hh «c ?.i4 — CsjCi ~ c«, ff,)co»i ^^ 

f .-f -i (ÖX «32+ 0^2 «33+ €te# — 6c3 ^10 -^ ^^>- ^y i *> ' *' "^ , 

imdo sonjniDtur^ cum quaniitates inoommeiisurabües eomT>areotiir; 

257 r rfj + nj + eto. +02^, 
sLsec oon 

Ol C3 -f Oo «4 -|r etc. + ö«j fl^M =7 öl flfe3 + «2 fl^M 

^1 Ö30-4- (72 «33 -f- etCt + «53 ^ =• ^I «34 'f ^'s« ^:: + ^<^» + Öfji «54 • 
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faro veiro iheoremafa (20.) a pnori demonstrare rellquam est. 
Posninius in univeno , si ^ est numerui <C 7 integer^ «Iqiie 

Inde sequitur^ ubique 128— o? looo ipsius x posito: 

lam rero ex »ignifioatione ipdus / aequitur^ stoiper fore: fx±mm^=fx> ^ 
m est numeras integisr^ unde derivatur: 

Qiubus Taloribus m aequatione snperiore subsfitiitiB^ utraqud priwi infer 
86 multiplicatm^ cDRoitur: 

Iam\erolo€o ipsiusjr^ \aloresuo 2''(/i*f-l) substihito^ theoraiiMitMi?e H 0«) 
adhibito sequitiir : 

•^(2^-1)* •/l28-C2^-l)x ^^ '•^^l 

niu 2^x potestatem numeri 2 maiorcm quam sextam contini^; hanc ob 
^ram adiiciatur conditio 2^'^(272+l) ^^^ oontinere potestfi^m maioimii 

qiuun sertam, sive 

* + Ä<7, 

qaa oonditione repleta, erit: 

257 . 257 = F{»5 (Ä*) , J^») fl(t*-»>, 257, 

83V6* 

F^^ Ä'. F^*) Ä*^-^^ = 257, 
At tbeoremaia demonstranda, mhil aUud oontinen^ Quam omnes ca^iui, in 
quibiis i + Ä<;7 fieri potest^ dum * respeetiy^ valores 1, 2, 3, • • . . 6 
^ccipiat» 

Habemus denique ex forma fanet iou u m FR demonstrafum summam ; 

FR" + FR}^"^ 
«lempcr esse quantitatem realem. i)\xBL animadyersione cxusx aequuüv nibus 
(20.) apte coUata fieicile inyenitur^ (unctiones {F cfuae in theorem« (20«) e<>n» 
tinentur bas induere posse formas: si x rursus c;=:2^'^2/2-f-l) esi^ 

2\. F' R' = /'(257) (oo«5,+ i sin 5.) 
10 exceptis casibus ubi h^5^ ^ 



224 17, Richelot^ dt moluUone lalgebraica ae^uaiicnis X- ss-l« 

F" R^ ÄS \r(257) (cos if^ + i sin if,) 
eKoeptts oesibus ubi.A^'^^ 



F^ fi' =: vr(257) (cos i, + I sin fO 
exoqptis oasIbuB ubi A>-3^ 

F»^ Ä' = /'(257) (cos«, + / sin k,) 
exo^tis casibus ubi A>>2, 

F^iR* » >r(257)(cosX;r + /siDA,) 
exceptis casibos ubi Ä>t, sive nonnisi pro jr =:2(2Ä-f-l) «t (^'»+l)f 

F^ Ä* F= V^(257) (cos/A, + / sin ft,) 
exo^tis casibus ubi h'^0 sire nonnisi pro rrc=? 2/2 + 1« 

Haec fueruut omnia^ quae de functionibus F memorabilia im exiiiau&« 
Quamcpiam enim bis sex generibus functionum F^ F\ F^\ etc» F^^ ex» 
oeptigt udhuo 121 genera existero^ quae orianUir, s^ /^r respective pw 
/a*» f*xy fsjcf Axf fsx9 ^te« /i2öx multiplicetur, facilo intelligitur, tarnen 
ibi nee leges tarn concinnae quam apud illas se oflTernnt^ nee ad vemm 
finem nostram^ functionjum / valores deterroinap-Ji^ aliqiiid afferunt. Ad 
quem finem assequendam^ iam functiones F* prorsiis sufficerent, nisi ambi« 
guitatis Talorum causa nom^ull^e ex aliis quinque fonnis adhibeantur nei- 
eesse esset« 

XI. 

Aggrediamur i^tur nimc ad determinationem atque conipuiaiionem 
angulorum <&; nee non inter t»teros eorum^ quomm valores in sequenfi- 
bus adbihebuntur» 

Primum per aequationum (21.) primam clarum fit^ angülos ^o ^ 

^51 non inveniri* Quibus exceptis remanent centum viginti et sex deter» 

minandi, quorum rero numerus ad dimidium refertur^ aA9)ito theore« 

mate hoc: 

22. Ä;,^^ = 360« ~Ä, 

quod fluit ex aequat. (20.) et (21«)» 

Numerus remanentium adhuc nunuitur bis theorematibus adhibitfe: 

23 j'^^®^**) ^=^ ^2xy 

multiplis ipsius 36<y desumtisj quippe quae theoremata ex aequat« {10«) 
et (17.) derivantur. 

Haue pb rem formulis 



17» Richtlot, Ue it^oliäione algebraica aequationis A?^' = 1. 



24. 



R' 



/J«-: 



/JK8-J 



xn 



COS TTT + » «n 



64 



XJt 

"64 



— CO835 +i8in^sr» 



64 

C08g^ 



64 






« 



>128m4-r 



(>4 • 64 



adbibitisi deriventur nonnisi: 

uBus angulus formao ^32 
iinus angulus • 
duo anguli • 

quatuor anguli « 
octo - • 

sedecim • • >& 

Hac via progressiv inveDiinus : 



'l6(2n+l) 
^8(211+1) 
^(2n+l) 
^2(011+1) 



oosd 



— COJÄ 



~1 



32 



1^(257) ~ V^(257) 



sind 



ex formula (O.), 

• - (10.), 

- • ("•). 
. - (12.), 

- • (13.), 
. . (14.). 



16 sin -^ 



32 




008 <& 



— 15 cos ^ 



15 



16 



V"(257) 



cosd« 



Vl257) " 

+ 9 cos« 4" 8 ^^os "^ 
V(257) 

— 9 + 8V^i 
y(267) 



siod-iG 



8\rj 



's 



COS'&'M = - 



+ 9 cos « — 8 CO« "S" 



V(257) 



V"(257) 



8III^2( 



_ 16 
■ ~" V(267) * 

8 m St 
sin-^ 
4 

~ y(257) V(257r ' 

_ l2 (siDf + siD |!) 

V"t2ö7> 

24 Vi. 008 1^ 

** V(267) » 

12(-.in-f + .i„^ 
24 Vf. CO» J- 



cosd« 



V"(257> • 

_^^(_l_40O8f -16C08-J +4008^}, 

• #v 4 (o«^i*5a o«7;c) 



sin3,^ = 77257) r*"* 16 +**°i6 + ^**"i6l> 

TreUes ionnul d. M. Bd. IX. HüL 3* 



220 17. Riok«l»t, d« reacb^ione (ügtbraiiBm tuquatiotds X^^aai»» 

«M^a» = ^^7j{— l+4oo»-~ — I60OS-J — 4oo»-|}, 

_• ö. • 4 I W m T ff m m oft m t% • n \ 

. A 8 ( . 5«r , « . 7» , . llff k 13i* . 15») 

""^« '=>r^5^'"' ""32 +*"^W ""**•" ^""'^"^~""l2-l' 

• & 8 If • lö« , ,- *. tl« , . « , . 7« , .^i3«\ 

wn^« ==7'^ö7)H"^-S2- + ^""32~^»"'32+*^1r+"?""32l* 

• ■ , ■ 

A l(«viA^ 3« 7«, n ^ Sn\\ 

. ft 8 ( .^ 7«r . ^ 3» ,. t- • d'i • *» -'-il^l 

, a, 8r r, . 13fi , . ff , , . 3» , . 11» . 7n| 

■™^» = 7^25^1+ '^32' ~*"'"W+»"»"32''t*"''^""'JS"J» 

. n 8 f • o I 1 '• 5». . . ißtt . , 9it . 3n\ 



8in ^30 » 7>^257j ( "~ *"* "^ *- ^ «•" 1? + ^ *™ 32" "~ ■'" 31^ + '*' 32'f »• 
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=*i?p^\^ 6i—2^ er +^ 64 +^ 64 -^•er +~»6r ^5*» 6r+^ ST 

4 ( 3« f, 9« . 21« 27« - 31« 25« , . 19« 13« 7« Ä« , 59ffi 

* /^ 6« , . 12« . 15« , . 14« , 5^5« .^ . 2« A . « • 4« .^ • 7« , ,» 



4 ( 6« - 15« 29« 19« j 9« n j_ 11« 21« 8t« , 13s 27«l 

4 ( . 10« , . 12« . 7« , . 2« . 13« rt.. 14« ^ . 9« .4« ;» • #» ,1 

4 ( 7« rt 21« 15« « , 13« _ 27« 23« , tlk , 5<K 

•7p7)r» 64 -^^«^-*" 6?- -•^.M-'^' 64 -*°^ 

4 / . 14« , . 4« , . 3« . 10« . « I « . 6« , - , 13« , , 12« _ . 5« , ,1 
=i?^7){"" 32-+ •» W+*" 32— *• ^-"" ^+^'"' 52-+^ 32 +^»-§2 -^"" ^'/» 




V(»7) 

4 J 9ff o 27« ^ If« _29« ^ Jl« 7« , 55« 21« 

=^P^l*" 64-^^6r-*«r6r-***ir"^5r+*^^^ ]B4 -^^ 

4 ( . 14« , 4« , . 13« . 10« , . 15« . « . 6« - . 3« .. i 

4 j 11^ lo 3i« 13«, 29^__,^7« , 15« j 27« . 6« 17«, 4«.. 2|fH 




_4 ( . 10« , 12« , . 9« , . 2« ..3« -.14« ,. 7«, . 4« ».IS«.,» 
«JPP^r »12 - •" 12 +•»52 +""^--"" ^•-•^'*°^-^'^ jS"+" ^^ 

4 ( 13« , n '25« 27« , 11« 15« 23« , 3« S9« . . 9« 21« 19«l 

•7p57)r':64+^'°'^ß4--'*»w+~^:fr^ 



4 ( . 6« . 12« . « , . 14« .11« 1 o • 2« ... 15« , . 4« , A . 9« ,1 

4 / 15« , _ 19«, 23«, 7« , 27« .3« 31«, « , 29« 25«, 17«! 

4 f . 2« .4« . 11« I . 6« , . 7« , rt . 10« n . 6« , 12« „ . 3« , ,» 

4 ( 17« , n 13« , 9« , 25« , J5n 29« « 3t« 3« , 7« 15fr) 

'*^Hir+2««^+«*«M+^~ir+^.6r~~'6r'-'»'M-^^ 

4 ( . 2« , . 4« .11« . 6«j.. 7« «.10« rt, v6« , . •!2« - . 3« ,» 
"■7(2^)\-^"32+^"32 "^U"'-^ 32-+"" 32 "^»32— ^32 +^ir^*^"35-"^J» 

4 j 19« , « 7« , 5« 21« , 17« , 9« ^ 29« 3» , 23« II« . 13«) 

' 4 ( . 6«j_. 12« . « , 14« .11« -. 2« ,-^5« , 4« ^. *« i «^ 
"'^f^i"'^*"32+"'32 "*" 92 "'^W'*^ '-^•*»%'f**''% *-•" ÜT "♦•'^ IS +*)> 

2d» 



228 17. Riehtlot, dt r^oibitUme algeln'aica aequationis X^'^ssi, 



^_ 'A,4 21», „ « , 19ä 3»r 25« . ...17« . .„ 5« ,. „.27jt , 15», 29« 11« 

fl. 4'( .10«, ,12«, .9« .2« ^ 3« ,„. 14« «.7« .4« „.15« .» 

- 4 ( 23« ,„ 6« 31« 15« 3« 21« , 25« , 7« 11« , 17« , 9ii 
'**»"yp7)(*«6r+2*^M-^»W~*"'64*-'*"W-'°'W+'"W+'"'M-""-6^ 

- 4 i . 14« , . 4« , . 13« , . 10« , . 15« o • 6« o • 3« , . 12« , „ . 11« , _» 

'*»=7?257)\-^l2'+"*"32+»"l2+'"3r+»'°32--2'"W-2''°32+»'"l^ 



7^57)1 
-. 4 ( 25«,- 11« 17«, 31« 19« 5« 9« 23« . 27« « 7n 

tt * / • 14« . 4« , . 3« , . 10«^. Ä A • 6« , - . 13« . 12« „ . 6« .1 

''*«»7(2675{--""ir-*" 32 +'" H +»'°12 -^" 32 -2'" 32 +^^^^ 



^4^ - I 27«,_ %7« 3« , 13«, 23« 31« 21« 1!« , « . 19«, 5, 

•*"*f^67j{«*6r+2«»M- -~*M-+«*64 +~*64- -«*"M -~* ei"-*' 64-+~' 64 +«« 6r+«»^ 




, -. _ 4 f . IQ« . 12« .7« .2« . 13« ,_ . 14« . . 9« , . 4« ^ . « . .1 
''^"*7^ö7)H»^-"»W-""^~'"32-»"l2+^""3r~2«'32-+'"32-^ 

>.« _ 4 f 29«, _ 23« 11«, 5« , « , * 7« , 13«-, 19« 25«. 27« 3« 

* i • 6« . ^. 12« • 15« . 14« , '6« 0.2« o , « , . 4« , « . 7« .» 

9357)»~""32--**8r-'"3r-"°T2-+»?"är-^"3j-2'*»32+'"3^ 



.• — * / 31«,- 29« 25«j 23«, 21«, 3 

**""*fp5^l'*»M-+2~'6?-***6r+'~6r+~*M-+"*^ 

«• 4.1.2« .4« .5« . 6« , . 9« . . lü« , rt . II« . 12« « . 13« ) 

*"~ ?P5^"^ 32 ""•" ^ "^ är ■"'" ST +"" 32 ~^""3r ^^•" 3? ~""^ 

Ex lus formulii- anguli 3i , 8*2» d'3» ••.. %, unde omnM oeteri per theo- 
remafa (21.) 'et (22.) inveniuntur, computati sunt. 

Bt tss W 38' 41^72 ^63 = 244» 38' 41", 72 = &,+», 

• da s= 252» 39' 57", 23 = S"«, , 

3-, s= 125» 24' 15", 72 du = 305» 24' 15", 72 es d*, +«, 

3^, « 205» 25' 32", 15 = ö«, 

dt ^ 262» 54' 54", 45 3« = 82» 54' 54", 45 = 3, — », 

&6 » 100» 51' 21", 88 = ^58 , 

&, s= 83» 17' 33", 36 .. 857 = 263» 17' 33", 36 = 3, + », 

d» = 102» 2' 12",44 — &S6, 

Ä» = 134» 53' 30", 55 3» = 314» 53' 30", 55 = &« + », 

^,0 = 236» 5' 58", 07 = &„ , 

3u = 272» 54' 3y', 88 85, == 92» 54' 35", 88 = 3« — *, 

a„ SS 71« 29' 50", 83 = a„. 
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&„ = 67» 5' 41", 54 ^a = 247« 5' 41", 54 = ^u + *, 

a„ SS 223» 29' 53", 37 = &«,, 

a„ = 354" 4' 22", 65 ^^ =? 174» '4' 22", 65 = d„ — », 

3-^ = 339° 20' 14", 48 = S"«, 

5V,, z^ 308» 41' 50", 60 &„ =^ 128» 41' 50", 60 a= i^,, -^ w, 

^„ = 143» 7' 17", 02 = ^«6, 

3„ = 20» 46' 5", 09 d« = 200» 46' 5", 09 = :&„ + », 

^30 s 345» 46' 45", 00 = i&«, 

9^j, = 33r 14' 39", 83 , S-«j = 157» 14' 39", 83 = &„ — », 

^^,=8 92»36'22",57 » &«, 

a« =s ^8» 53' 35", 39 &« = 238» 53' 35", 39 s= &„ + «, 

:^„ = 156» 6' 7", 88 =&«, 

:&^ =1 204» 22' 8", 25 Ö-,» =» 24» 22' 8", 25 = ^« — », 

:^^ = 162»45' 3", 12 =3», 

&„ = 317» 50' 57", 13 ^,7 =s 137» 50' 57", 13 = ^„ — «, 

&« s= 129» 16' 37",82 = &», 

a« SS 327« 14' 20", 38 &» = 147» 14< 20", 38 s=s »^ — «, 

&,„ :s 274» 23' 47",62 =s ^j«, 

a,. = 304» 6' 10", 72 »33 — 124» 6' 10", 72 =s a„ — «, 

3„= 93»34'34",80 = a,», 

bm vero transeamus ad anguloriim ft, X, x, <, i] compufatos valo- 
res, quorum nonnui ii allati sunt, qui in seqiientibus adhibentur« 

Ad angulos vero /x det<»rminando8, revooetur theorema (18.^ hoc: 

Nee non cum /?»t^) = oo8^^till + i8w'^^+*l" sit, inde 



2 



oriatur haeo aeqnatio neoease est: 



__ <x . 3(2«+l)ff 
ft(2»+i) — '^{111+1)1 2 » 



sive bae: 



24. 



^j"*(4«+i) = ^{«»+1) + ^> quae pertment ad f '* B^*"-^^ , 
1/^*1+1) = ^(*«+»)+-5-> qua« pertment ad F"/ft*''+»), 



Ex formula antea pro F'iR) allata^ qaae yera mansit looo ipsius R, 
IP^*^ substituto, anguU ipsi h cum his functionibus cohaereutes, quippe qua» 
les quotque ad sequoitia adhibentur, minus stricte oomputati, sequuntur hi : 
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17.. RioH^lot, dt resotiUiofte algebrme» aequattoHis X^'ssti, 



X, SS 173* 55' t" pro F^(Ä) «ss /yA' 



25. 



X, 8= 91* 38' 37" pro ^^(Ä») 
K SS 31« 39' 54" pro F'C/?) 

X« = 348*31' 7" pro F'(Ä») 



^9 •/•> 



Tis Vi 9 



^7 

Xu 



151® 47' 43" pro r'iR") 






/.. 



= 34'' 35'^ 32" pro F^(fl")s=-^«'/" 
Aas tÄ 118^ 47' 30" pro F^(fi») ss >!iLjA 



^^ 






s 139» 58' 60" pro F'(Ä«) es 
Eodem modo eK fiMrmula pro F^R oompufati sunt hi; 

%^ ex 19» 25' 5" pro F^{R) =-^i-iAt 



/. 



25. 



«, = 39» 53' 54" pro F^{B?) ss ^* '/i* 



to 



«, as 310P C 13" pro F^OT •= Af^ 



/, 



x„ = llOf» 53' 45" pro F*'(ß*»)=s %=^, 
Ex formula ip^u F"* R hi emanant angiiti : 

t, «s 235" 3' 9" pro F»"(Ä) = ^' •-^' 



25. ) 



/. 



i ta S5 54» 9' 50" pro F««(fl«») = /»iJi/i; 

Ex formula ipihiB F"(fi) hio angakui deduoilur: 

25. ifx = 146^ 22' 30'' pro F^R^^ti^^ 

Haeo fitetunt) quae ad veros 128 fbnetionum / iralores determinandos prae- 
mitteoda nobn visa wmU 

m 
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18. 

Metnoire sur la d^composidon des fractions algebriques 

ratiötinelles. i 



Kote ps ^liminaire» 

vJn presenie ordinairaneiit daM les ootts d'indljM la 64oomp€id1km da 
(ractions algebriques ratiomielIe% oemme unß Operation aindliaira doiit tfv 
a besoin dam rint^gration des f oimiiles diflBkeotienM fraet^ 
Helles» Comme dans oette iiit<^^ä(Mi> les d^noHB&tatoinss des fraoticMMi 
partielles oe passent pas wdiiiaireiDQiit le seeond degr^^ on suift ponr la 
il^mpositiMi des fraotwnsy prss^gpie daas tpus les trait^f la mAfaode 
qu'Eluler a donn^ mi 1780, et qiii est asses pralipable dans eas oas» 
Bfaisy outre qne oette m^tbode n'est paa toii^iirs la plus escpiSditive^ pavee» 
que d^jä dans le eas des d^^uEealeoas pwtiels du seeond degjt^^ ü leors 
laoteurs simples sont imaginrnresj^ on wl; impliqu^ dans le ealoul des ima» 
ginaires, ce qui est inoommode^^eÜe est.de plus sujette ä Vimperfeotion 
de passer par la voie des imaginaires des quantit^ r^MeB d des r^Itaf« 
^galemefit r^Is» Et si les d^ominateurs partids passent le seeond de» 
gr^^ cette m^thode est presque im^ticable« A eela vient qu'on n^lige 
de d^lQioiBirer .rigoureusenieitf Tadimssibilif^ de. la forme de la d^mppsi« 
tion«' On o» la suppose seolenient, eit alors eile n'est que y^rißi^e ^ po^p 
stertöri, dws chaqüe oas parfiQoKw; ou bien oa la d^mentre .piur le nom-^ 
bre des Goef£MenB md^^ltotmb^ qin eufarenf en ealGul^ et eette d^numstra- 
tion n'est pas exempte de^dootak 

Eulera donn^daps les M^nmres de Petersbourg, tom»!«, 1809, 
une autre m^bode de d^mposition des fractidns algebriques, laqaelle a 
poar bjut, d^^viter lei calouls des iinaginaSreif, et de passer direetement des 
dornig reelles aio; r^ultats r^ds. (Jette m^thode, reinarquable en sei 
par la nQuveaui^ des r^exions et par les traits de g^nie qae rimmortel 
Euler d^ploie en öett^ occaqjfön comme dans tan^ d'autres, nesemblepas 
^tre enoore entr^ däns les cours d'analyve et dans rinstruotion, quoi- 
qu'elie f put dtre essentfeflement utilei Eile, offire dejä un perfeo(ionne*> 
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mept consicl^rable du calcol des fractions partielles^ parcequ'elle evite effee- 
tivemeot les imaginaires dans tous les cas des doooees reelles« Mais eile 
u'^est pas .^icore la plus exp^ditive^ ni la plus simple^ et eile manque ^ga- 
lement de la d^monstratiön rigoureuse de la forme de d^mposition» 

Enfin la d^cdmpesition des fractions alg^briques eo g^neral n'est 
pas attach^e de n^ssit^ u rint^gration des difli^r^tielles fractiomiaires 
rationnelles» Elle est une Operation alg^brique iudependante de cette ap- 
pUoation, et ne doit pas se borner aiix besolos actuels de riDt^gration« 

Elle est doDC g^^ralemrat encore asses imparfiBato dans son ^tat 
actud/ et fl ne swa pas inotile de tnater oet objet un peu plus ^l fimd. 
C'est 06 quo nous voulons essajer dans oe memoire» 

' Noos oommeneeroas par la d^monstration de la forme de la d^ 
oAinpositioD^ et ensuite nous proo^derons aux differentes methodes de 
irotmer ies num^tateurs des fractions partielles dans les diiT^^rens cas. 
Mais pour mieux eönfroncer les difierentes methodes ^ il faudra que nous 
touchions rapidement aussi les ni^tliod«;s iisitoes plus g^u^ra lement; et 
OOmme iMpratifue du calcul est icice dont il s'agit principal^tfibpt^ noin 
appliquerons les divers proo^d^ . (k des exemples en nombres« 



T»- 



Introduction» 

1. 

Si Uf Yy N d^gnent des poljnomes rationnelsy contenant direr- 
ses puissances de x k exposans eiiltrerSf et que^ dans les eas ou le degri 
du polynome entrtt en calcul, on marque A o6t^ des sjgnes des polynomesi 
le plus haut exposant de x^ de sorte que per exemple 

Ott les ooef&Giens t ne contiennent pas x: taute fraction alg^brique ratiou- 
Helle ^ peut £tre exprim^ par 

fjia fn\ n^ r^ ^ ei s sont des nombres entiers et ou Ton peut toujours 

supposer 

3. m<Zn^ ^eet ii dire in<rf +^. 
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Car €» promier Iieu *N peut de nouveau ^tre »ppos^ de la forme de V^ 
c^est «ü dire de la forme '^i' • ^N^} ^N^ peut eocore ^tre suppos^ de la 
Ibrme '^'y^* • '"-/Vj eto* et enfin '*-A^a-.i »era de la forme '^i » de aorte rue 

mjr/ infj mJJ mj/ 



• • ß • • 



" * " ~ y .":r5'/vr .— V»' 

DU la demiere es^ression de -;^ embrawe ^isiblement toiis les eas possU 

blea« En aecond Iieu /isbq r^-f*^ P^^t toujours Stre suppos^ plus graad 
qifö ntm Gar ai n ^toit ^gal h m^ ou plus petit que m, on pourroit diviser 
U par /^« Par cela la fraotion se trouveroit d^compos^ en deus: par« 
tiesy Tuae entiere et l'autre fraetionnaire. Le reste de la division aeroit 
le num^teur de la partie fracdonnafre^ de laquelle fl 8*agit «eulement; et 
puisque le reste d'une division est n^cossairement d'un degr^ moins ^ler^ 
que le dividende^ au mojos d'upe unite^ cette partie iractioanaire^ qui vieot 

aeule en oomid^radon^ 86 troinrera dana le oaa suppo^iS de -y» 

Tout jp^iiriist de ^^oomposidon d'Moe fraction idlg^ricpte ^eleoa- 
qw peort ^tre rqnr^sent^ soiw la forme 

La partie dutach^e !,„ est de nouyean d^ la forme de la firaotion des- 
nde -ty*» de «orte qu'on peut sup|)08er 






dono^. 



><~*iy ■ ^ • 

OD peut supposier 

y.'Ä^ y~* ~y~'.*N 

ete. Ed conthuant la d^mpoution de cette maniere et en substituant 
on trouve 

et par lA la deoomposition est finie, quant au faoteur 'y? d« d^ominatear 

Crdle's Jounml d. M. B<L LX. Hft. 3. 30 



"% 
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SecU 1. No. 3. form. 9. 



1& Creile, mimctre Mur la a«i#u*.. 



de b fonotioa donn^ On peut mamteiiaat ooaduuer Top^raüoii paar oo 
antra &oteiir ^ly^^i ocNsteiui äbaa» '*N et ^uiier de oette sorte mcees<i?e* 



V 



ment tout les fieicteurs de N. Cela ^tant fidt^ la fonotioo j^eopo«^ y 



iera d^oompos^ en une t^rie de 

dont on a besoin ordinairement* 
Lee problemes qui se pr^ 



r-:i 



W 



de la forme -^-fr^ ^ ^ ^'^^ 



u.'uin«:^» 



dans la d^mposition dee firao» 
tioes alg^brlques rattonndlet m r^ufaent dono anx deux aaiTaBli: 

L D^ontrw que la forme g^o^rale de diSoompCiitioD repr^tent^ 
per la iMmiiile ($•) a Keu dam tous let oai. 

ff • 

TL Troinrer tat num4rüteurs w etZ des firaotkwa parlidlei| leun 

y^ et y^^N ^tant doon^. 
Jfous oomineBoeroiis par le premier probleme« 



' ' ;^' 1 1 1 



Seotion premidre« 

Da la formt da decomposition des firadioiift algäniqaM rattonadlst. 

3. 

Ea si^omit Texi^mnoo (5.) on domie ordiiiairaiiieot des cotf^ 
ficitns inditerminis aux num^rateun w ^Z des deiix fraotions pwtielles* 
Cee ooeflioieM trouv^^ la d^eompoeitioD sera eflfeetu^* Dans le oas oA 
Tod a attention h demontrer la forme supposie de la d^oompotttion (oe 
qü'on ne fiut pas toujours)^ on tira eomme suit du hombre des ooeflkiena 
ind^termin^ la pistifioation de eette forme«. 

En multipliant rexpresskm (5.) par ""y^.^N eDe domie 

flu "^ü im ^wVN+ y.'^^'Z. 
lei le degr^ du produit "^^Wm'N est s^r — 1^ cdui du produit ^^'''^Z 
est r-|-^— r — 1 =n — 1. Le dernier Temporte sw le pramier, ou hii 
est tout au plus ^gal^ puisque ^+^ ^ P^^ petit que n si ^]>1^ et 
^pd An ri f = !• Dono le |^ haut degr^ auqud s'^dye x A droite 
dans (9.) est n — \. Dono T^quation (9.) oflfire n ^quations poiv servir 
^ la d&ermiaation des eo^oiens indetermin^ qu'elle renfSerme« H n'y a 
pas d'exi>eption dans les cas on m est phis petit que n — \. Dans ee 
cas quelques unes des n ^quations qu'ofl&e eeUe (9.) ont ziro k Tu 
de leurs deux oöt^ Maintenant les polynomes <£; et Z^ qui sont li 
«^mls dans (9«) renfermant des ooefficiens inditermines^ en oontiennent r 



dH fomctiMi mlg^M^mM raiio/ioW/c«, SceL i. A'o^ ^ form^ IQ. 11. 

speotiTeiiieiit r et m-^r; e^est A Are: le nojsbre total des coelBciens in» 
d^temtmä rmfenn^ dens (O.) est r+^ — rsszn. Ce nombre est ^I 
ik oelui des ^quations diterminantes^ Dono le nombre de oes ^uations 
est g^n^ralemeiit süffisant pour donner la yaleur des eoeffici^is ind^ter« 
min^^ et de Vk on condut ordinairement que ces coeffioiens peiivynt tou- 
jours etre trouv^ de l'^uation suppos^ et que^'lw^ suite la f^^^ de 
cette Agitation est toujours admissible« 

Mais il se pourroit bien que parmi les ^quations d^termiaantes U 
s'en trouTät d'identifues, Ci cela ^toit^ ces ^quations identiques ne con« 
tiilHieroient pas ä ia d^termination des inoonnues; donc^ dans ee cas^ les 
ooeCBdens ind^termin^ ne pourroient ßtre trouv^ touSf et par cons^quent 
Ia forme suppos^ ne seroit pas admnsible« II s'agit dono encore de d^ 
montrer c{ue toutes les n ^quations d^terminantes sont n^essairemeut tou« 
jours non-identhue^ et o'est cette partie de la jüstification de la forme 
suppos^ qu'on nötige ordinairement« 

Mr. Dirksen, en remarqufint Ia n^cessit^ de d^montrer la non- 
identiciti) des ^quations d^erminan^es» «i donne oette d^monstration ^ en 
sopposant dans (5,) r =s 1, das duquel on peut partir^ puis'quon peut sup» 
poser 'y d^compos^ dans ses r facteurs simples. Nous ne r^roduirous 
pas oette d^monstration parcequ'on peut la yoir dans ce Journal mSme^ 
tom« L oah« 1. page 55« etOf 

Nous passons A une autre 

OtmoDStratioii de Ia farm^ de d^mpodlioii des fractione idg jbriqpes ratiennelias, 

donn^ par Vlx. Caach7* 

Getto d^monstr^tioD se trouve dans le Gours d'anafyse de Pauteur, 
tom. L chi^ XI. Nous le reproduirons In sous une forme uq peu yarj«^. 



%1a.. 



pmir oompiKev mm redterdieB« 



L SuppoMD« 

lOi «y sBB (ar — at^(jB-~x^(» — <Fj) • • • • (flp — *r)> 
te 910 xi, Xi, ^3, • • • « ^r Miit In r tfraines 4e r^u«tio] 

11, ^ = 0» 
n. C«te pM^, dJfignoM fer «i ua polfnome de d^gr^ r- 
neoBnu mais oompoi^ im piuManow i» x ä expoaans ei 

30« 
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a>aat les deiix propri^t^ Biuvantes^ saroir: d'Stre ziro pour toutes les va- 
ieurs x^^^ Xy^ ...•Xr ie x et i^at ä 1 pour la valeur Xi de x. 

li est dair d'abord que ee poIynome doit «Cire divraible par tmis 
les facteura x^^x^^ x — x^y •• • • x — x^y c'est ä dire de la ionne 

12. Ho = C(ar—x^{x — Xyj ...• {x — x^y 
ou le faoteur C ne coutieqt pliis x. Gar si^ par eiUy u^ n^^oit pas divi- 
sibie par x — x^ mais au contraire 1^0 = (ar — Ä?2)y+Bj oÄ R n'a pas 
X — X2 pour iacteur^ on auroit^ en mettant xzszx^y u^^=^R et non pas 
z^o^ ce qui est coutraire a l'hypothese» H faut dans d'abord que Ui seit 
s=:(rr— -^^2)$^!; et puAsque u^ doit etre z^ro t^galement pour x^ss-x^ 3 faut 
que ^1 le soit aussi, o'est 4 dire que q^ soit =(jr — x^q^y et par une ru* 
sou semLIuble^ ^a= (^zs^j?,^)^^ etc. £u substituant ou trouve 

Mais Fe demier facteur (/^^ ue peut renfermer :r^ parccque u^ ne doit Stre 
que du degre r — \. Donc enfin 2/^ aura la forme (12.). H ne peut non 
plus avoir quelque autre forme rationnelle^ et on ne peut pas supposer 
par ex. u^ = {x — x^^tj^ y ou /x^l, puisque dans ce cas i/j ne pourrait Stre 
du degr^ r — 1 seulement, et divisibie par /{>£/<; ies facteurs x^^Xy,y 
X — Xy y • •^9 • jr— jp, en meme tems« 

in. Pour satu^Iaire h la seconde oonditicm suppos^ pour u^ y d'dtre 
sis 1 pour jrssari) il iaut que 

13. u^sz 1 z=z C (Xi — X^QVj.—X^ . « • . (^1— ^r)» 

Gela donne 

1 . • 

Done^ en substituant dans .(12«)^ on trouve 

Ce potynome rationnel et entier de x (eiur le d^Mnoinateur de 
(15.) ne eontient pas x) a dono les propriet^ prescrites: d^^tre asdro pour 

x^=^X2y x^y .... Xr et 1 pour arssjTi. II est du degr^ r — 1« 

« 

IV. On tronrera ^galement d'autres pofynomes rntionneb et en- 
tiers u^y u^y .... u^^ de degre r — 1 qni soient =:1 respeetiTement 
pour x = jT^y Xyy • . • . et 2^ro pour toutes les antres Taleurs que peuf 
ayoir x. Us sont 
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14 SS (^ — yx) (^ — JPj (a^— ^/w,) 

y« Si dono on fiut \ 

17* » = -<^4 e^x -f- ^2 2^2 + -^3 2^9 • • • • + ^r <^r f 

oa les quantit^ arhitraires J^^ A^^ A^^ •••• ^^ ne renferment paa jp/ 
la lettre e/ repr^entera iin polynome rationnel et entier* de degr^ r— 1 
qui a la propri^te d'etre = A^ pour x^==^Xi^ = -^3 pouf x-ss^x^ eto« et 
enfin s=:^^ pour x=ix,m Cor, coinme on voit par les expressions (15. 
et i6«)^ on a 2/i rs 1 si Ton fait x=iXi^ et eu mSme tems Uiy ¥39 • # • 
, « . £/^ s=: 0» * Si Ton i'aic or =: 0^2 on a 2/2= 1 et tti meme tenu:. u^^ U2 , 
^49 •• • • i^r = eto« 

On voit aussiy par TanalfBe qui pr^de^ quH n'existe pas d^autre 
poljnome rationnäl et entier de degrä r— 1 qui doime A^ pour x^s^x%y 
A^ pour x^=Xz etc« 

TL Cela pos^^ aoit & d^oomposer la firaetion 

18 ^ 

D^ignou«! les valeurs ind^poidantes de Xy que prend la fonction -^ si Von 

y donne sucoessivement A jr Ics raleurs determin^ ^k^ ^%% • • • • !^pf 
radnes de T^quation /=:0 (lO,), par 

MN18 avons vu ei-dessus qu'Q existe toujoui^ ua polynome 

U SS Ai Ui "i* .«2 ^2 • • • • TT «^F ^r f 

e^ast d dire le polTnome 

20. i^ = ^^i + ^^2 + ^e/,,..^ + ^er. 

de degre r — 1 dont les* valeurs sent respectivement 

"^y '^y • • • • ^ pour JT SS Xx ^ ÄTa» ^yy • • • ♦ ^r • 

DoDCy 8t Ion pose 1» qutaitit6 

21. U-^-uIV, 



2ä8 Sect.l. iVo. 4. /oriii. 22. — - 24. 18. Cr eile, mAncire gur la uAompösiiWH 

oette quantit^ sera z^ro pour les d!ff<£rentes valean Xi^ x^^ x^y .... Xr^ 
de X. Car eo mettant par esu jr = jti , 17 et JV m reduiront it lU et iIV 

et « ä i/i, donci/— iiiVd ^U—^N,z=z,Cr^^Uz=zO. Si Ion fait :r s or, 

£r et TV se reduiront ii JJ et ^TV et 2/ lü u^^ dono ü^uN ik ^U^^^N^ 
= ,27—2^7=0 etc. 

YIL Mais puisque la quantit^ ü — uN est z&ro pour toute« lai 
valeurs Xu X2y . ... Xr A^ Xy ^ fout qu'die soit divisible par x — x^^ 

X X2J X — Xzy #••• X — Xr ea mSme tems^ par ime raison semblable 

ii ceUe dans le cas ci-dessitt de u^ (II»)« On peut dono supposer: 

22. -Z/— '-*« "^ « (Ä--arO(Är— JC,)(;j^j?3) . . . • {x—x^) J^'^T^z y .— »y (10). 

Le facteur ^ doit ^tre auppose dtre on poljmmne du degr^ n-^r — 1^ pnu- 
que la plus grande valenr de m est n — l^^ + r — 1. 

VIII. Si Ton divise (220 par y^.'Ny on trouve 

C'est dono Texprestton d^oompoa^ ^ lacjueUe peut dtre rAdaSte b fraotkxi 
J^. On Toit quo sa forme s'aooorde par&itement aveo oeHe (&•)• 

y9 PI 

Les quantit^ ii et 7 dans (23.) sont ks memes qu'on • d^aign^ par 
u; et JZ dans (5.). La forme siippos^ (5.) pour la dSoompooi&n des 
fractions se trouve dono justifi^^ 

IX. C^te dänonstration est sans doute liieii r^gonreuse ji tan 
fixe d'abord la forme des dSnominateurs des deux fruetions partielles. 

Mais saM oela fl y a une diCficuIt^« Car dans (YIL) on trooFe qne 
la quantit^ ü — uN est n^oessairement ^viuble par 

(jr— Xi)<tr— aP2)(^— ar,) .... (x—Xr) = 'y, ^ . 
paroequ'eüe est »= pour jpcsjri, xssxiy . f • • xssxr^ ÜBm par 
cette seule raison die pourroit bien £tre ^galement divisible par ^y^y ''y^ 
etc. et mßme par un produit oomme (ar— jpO'"« (*— a?2)'"^...(j^— x^)"**^, 
oü les exposans des facteurs amples sont in^gaux. Et si parexf onaVait 

24. ""i/ — '^^ll/iV = Tym^T-rm-iy^ 

oela, ea divirant par 'y«.'iV, donnerait 
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Oft "^ _ ^»H I ■'-^»T 



ou II a enoore la mimt Taleur que d-dessus. H est vniq«ikiie «kpres* 
rikm de la forme (25.) peut avoir Ueu effectivement. Elle te präiente si 
daos (8.) oa r^iuiit eo im seol leB m premien termes d droite et tou^ 
leB autres termet daos la seoonde &aotkm partieUe« Mais aion le mmi^nK 
teor II de la prämiere fracdoii partielle n'est pliu le mdme cpf auparavant» 
n ert alom do degr^ mr — 1 et non du degr^ r — \. Poor fidre Toir 
qo'une meme valeur de n» pelle (20.)^ ne peut oemreiiir ^galement aux 
denx esqpressioiis (23« et 25«)f 3 paroit qiM les ooeffidena ind^tammiäi doi- 
veoft ^re appel^ eomme aeeounu 

Anlie d^moaslratioii ii la ybrme da d^composilioii das ftaclioiis idg^briqae« 

rationntUas« 

5« 
La d^mimatration suivante est^ eomme »on verra^ purement ^meu^ 
kjSaa^ et enempfe de doutea« Elle ne repoae que aur la divbion orfnaire 
des poljiiomes« 

I« Supposons en premier liea que dbos Fexpression g^^rale ■ ■ ^^y 

des firaotions qui peuveot se präsenter k Stre d^mjpos^^ rezposant ^ 
de y soit =1> de sorte que la firaotion k d^mpeier soit 

et oq X n® eontient que des fisioteurs inigaux; et soient, comme d-dlBssus (10.)^ 
X — Xx^ X — X29 • • • • X' — Xr les r&oteurs inigaux de y^ de sorte que 

27« y = (jr—- jri)(jp— jr2)(j? — x^. . .. {x — x^\ 
ou suppose que ni 2/ ni iV ne soit divisible par aueun des fiu^eurs x — x^ , 
X — a?2> • • • • X — Xr^ Mais la quantit^ V sera diviuble par toiis les &o- 
teurs X — Xi, X — Xj, •••• x — x^. Si on la divise par x — Xi, le quo-- 
tient eera du degr^ /z— 1; si Ton divise ce quotient par x — x^^ le nou* 
Tean quotient «era de degr^ n — 2 eto# jusqu'au r^* quotient qui sera *7V. 
On pourra dono ^crire 

-V ^{x-xy-^v, ^ 

28. l ^"^F^ = (x— ar3)"-V^3 



+*^^=(x-x.)'iV 
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ou la qiiantite Vi v^e^i plus divisible far x^Xi^ «ene V^ ne Test pas 
par *•— JP| et x — x^, 6tc» 

II. CelapoB^^ divisons ^U et "^A^t p&v S^-^Xf Fuisque les deis 
qi?fii>r^^'s ne ffont pas dividbles par x — x^y ii J «^^^-^ o t jco aj iai r mii fi U «m 
reste de chaqpie diraion et les deux festes seront des quantit^s Jl ei S 
ind^pendüntes </e jt ou du degr^. z^jroi car le Nute d'une dBviaioqi est too» 
jours d'un degr^ moindre jgue le di?jaeiaf> an mram d'une nnit^; le divt 
Mur est id dn degr^ 1, donc lerest^ qpn d'ailleurs existe nieessairement^ 
ne peut etre que^du degr^ 0^ o^est h dire independant de Xß 

On peut donc supposer 

29. ^i7 = «^^PCa?— xi) + *-^ et 

30. *-^^, « --^(? Gr— ;ÄrO + ^Ä 

NuUipliant r^ation (30.) par 

a Tient 

Soustr^ant (32.) de (29.) oo aiini ' 

Puisque le degr^ m de 27 ne peut Stre plus grand que a— 1, le d»ff^ 
n-r-''^ de Q ne peut £tre pknpSdt cpie le d^e^ m^\ de P, d(nio oü 
l'eut £bu9 

Cela i^jtant Substitut d(ins (33.) donne 

35. "i7 5Pr*^i.% + »-*27i (*—*,). 
£n £Tis«nt oette 4^uati<« par ""F ^Qe'—x^*'*Fi (28.) on «Vf 

nL Qn aurek en le mSmer^uUat si m ^tok ssib ^— ^1« La frao^ 



tion ;=rF^ y ddnt le dteominateur ne contient qu'une seule tois le fiieteur 
X — 0^2 9 peut donc atpssi £tre d^conipOs^e de nouveau et de Itf mdme n^ 
niere que Ta ^te oelle 7^ et on aura 
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On aura ^galement 
et ama de suite^ jusqu'ä 
Donc en subsiituant od aara, n — r — 1 ^tant r=^ — 1 (26.) 

IV« Prenant la somme des iraotioDs partielles — ^* — ^. . ^ ^ 



eile sem de la fonne (^,^^^)(^ra,,),.„(ar-ar,) = "^T? donor^qua- 



tion (39.) donnera 

y* n est ä remarquer que dans cette expression auoun fecteur de 
•y ne peut 6tre diviseur de "^^T ni auoun fiM)teur de *N diviseur de ^^U^. 
En e£Pet Tequation (40.)^ multipli^e par ''y.*Ny donne 

41 • "^z/ = 'Nr-'T + y r^Ur 

et cela fidt voir que si y et "^^T ou 'iV et *"*£^, avoient quelque facteur 
commuriy ce facteur devoit Stre en meme tems diviseur de '"27, ce qui n'est pas^ 
parcequ'on a suppose que ^ü n^a pas de facteur commun avec y et *Nm 

Donc les deux fractions partielles dans (4Ö«) sont irr^ductibles^ et 
I'expression (40.) consenre sa forme si meme m a sa plus grande va« 
leur n — !• 

YI. Supposons en seoond Heu que I'oxposant ^ de y dans Texpres- 
sion g^n^rale des fractions alg^briques soit ]>1 et 

42. ^ = 7J7:W ^® *^'** ^"® /i=:r^ + ^. 
U est suppose encore qu'auoun facteur de y ne soit diviseur ni de "^ü 
m de 'N. 

Divisens ^U par y.'Ny le Quotient sera gi^neralement du degr^ 
m^^r-^s et le r^^^tf du degr^ ^ + ^ — 1 ^t ^^ pourra ^crire 

43. "^U =a y.'N.'^-^P + '^--^Ä. 
n est Trai que le nombre du degr^ du Quotient P peut elre plus petit que 
m — r — s et meme zere^ et que celni du degr^ du reste peut etre un 
nombre plus petit que r — s — 1, z^ro non excepte« Mais les nombres 
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äw degr^ du quotient et du reste ne peuyent etre plus grands qpie m — r— ^ 
et r — s — l- 

II y a aussi At retnarquer que le reste R ne peut Stre dmsible per 
mimm &cteur de y ni de 'IV s car s'il T^toit^ le porynome ^l/y, en vertu 
de r^quation (43.X; derroit etre ^galement divisibte par* ce &cteur^ ce qui 
est contraire d Thypothese«. 

TIL Mamtenant T^quatiou (43.) donne 

wJT M-«— IP 

**" y.*N. "" ^^ y.'N • 

Id Ta fractioa — — ^^ est dans^ le oas de celle (26«). Elle est irreduotible^. 

ton d^nomihateur est egal ä celui de (26.) et le degr^ de soo numerateur 
est plus petit que celui de sou d^nominateur ^ au moiDs d'une unite. Ce 

sont les coitditions de forme de la fraction (26«)«. Donc la fraction --rz est 

d^cxmqposable suivant Texpression (40.) et ou peut ^crire 

VllI» Comprenon» daos uit seul terme le preimer et te troisieme 
terme k droite dans (45»).. Ce terme sera une fraotioa qui a 'A* pour 
d^Dominateur et pour numerateur un polynome^ dont le degr^est m^^r 
ou s — 1 Selon que Tun ou Tautre de ces nombce» est le plus^ grand» Le 
plus baut degr^ de oe numerateur sera n — r — ly puisque la plus grande 
valeur que puisse avoir m est n — 1« L'autre nombre ^«—1 sera tpu^our» 
plus petk que n — -r — 1«. Donc on. peut geueratement dcrire^ 



^* ^+ «JV — 'N. 

■et en lubstituani dans. (45.)^ 



« 

Divisant enfin oette dquation par y^ et ecriTanl 
orn aura 



*^* . r.^ iKT •" r^ *r r, 



et c'est predsement la forme de decompesition (5.) dont il s'agiieäit de 
d^montrer radmbsibilite* 

iX* Multipliant Texpression (48.) ou bien (5.) par y^. W eile donne 

49. '"Z/ = ^V. ''w + y . "-^"Z. 
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Cette ^lation fait voir que "-'^^^ ne peiit avoir de faoteur commim avec 
W; car 8'il en avoit^ ce facteur devrait aii««i etre diviseur ^ ''Uy ce qiii 
n'a pas lieu suiyant Thypothese. Mais ^-"^^Z pourra avoir des lUviseurs 
oommuQS avec ''y^ car il se pourroit bien que 

50. ^V---']S.^w 

eut quelque diyiseur eommun^aveo ^y et füt xneme ^Tisible par toute la 
quantit^ ""y ou par une puissance entiere ^e 'y. 

X. Dono 81 Ton yeut supposer que 1a fraotion donn^ seit 

irr^ductibhy o'est ä dire queson num^cateur "^U n'ait aucun facteur commao 
ni ayec y m aveo Nj ii faut^ en continuant 1a d^oiriposition suivant ($• 2.)y 



avant de d^composer Ja nouTelle fraction _^ ^^ ^ «n ^üminer les facteurs 
communs que pourroit avoir 2i avec y ou JY. 

XI« Mais T070DS comment 1e r^ultat se modifie si Ton ne fait 
pas la supposi6on que ""ü ifait pas des diviseurs commuDS avec ^y ^u 'TV, 
en supposant seulement que 'y et '^JV soient pr^miers -entre eux. 

Soit dans ce cas "^V divasible ^>ar x — Xiy facteur de ^y^ on aura 
daos (29.) •^ = 0, msus ;On n'aura pas dans (30.) ^J3 =: 0, "^^F^ = 



(28.) =—^^ — n'^tant ^as ^ivisible par or— .jpi vu qu'^n a suppos^ 

que ''y ne contienne qu^'ime «eule lois le facteur ,x — ^x "^t qu'il Ji'ait aucun 
facteur commnn avec ^N. Donc im aura '% =.0 (3 1 •) «t Dcte donne en (36.) 



•S*» l^fF n-l/^ > 



-m. 



ce qui d'aiUeiirs «t aussi Evident par lui mSme^ car ;2=2V^ n'expriineautro 

chose que ne qu'on Irouve ^ Pon divise ^^ et "^ par Jeur facteur com-» 

mun X — Xim 

La meme chose ,ä lieu pour tout autre facteur commun de ^/7 et 
V. Autant de jium^rateurs X dans (39.) seront z^ro qu'il y aura .^e ßio* 
teurs 45Qiiimun8 dans ^U ,^t ^y. Pönc,.t5onime il est facile de voir, le nu- 
merateur "^^T clans X^O.) .aura ^^opamun avec */ les memes facteurs qui 
se trouvent dans ^ü jei W en mSme tems. Ces facteurs n'influent d'aiU 

leur» en rien sur Tautre fraction ^J^ - (40.) dont le numerateur et le d^- 

Dominateur peuvent encore avoir des facteurs communs. On tire aussi ce 

3!* 
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r^ultat de r^quation (41.)« Car si "^U et y ont des fieicteurs commiiiiSy 
H tauty comme le fait yoir cette ^quation^ ^e ces memes iacteiirs soient 
diviseun de "^^Ty *N ayant et6 suppos^ premier avec *y# 

On peut donc conMrver Texpressioa (40.) et Tappliquer ^galement 

au CM ou la fracdon ^ riest pas irriductible. L^expression de ;^ ne 

change dans oe cas qu'en oe que la partie -7 — n'est pas alors irreduo* 

tible oon plus« 

Ceb pos^» on voit que la formule de d^composition (40.) est eo« 

€ore applicable a la fraction t~^ (^Oy ^ ^^ ^^>^ P^ irreductftle^ A 

; — ^ ne Test pas ; dooc la formule finale (47.) ou (48.) ou (5«) reste en- 

y. ßi 

core la meme si ""U a des faoteurs oommuns avec y ou 'i\\ II ny a 
pas d'autre differenoe dans les deiix cas d'irr^ductibilit^ et de r^uctibilit^ 
de la fraction donn^, quo la suivante: dans le premier cas la premiere 
des deux fractions partielles qu'un trouve est irreductible ^ et dans le se- 
eond cas eile est r&luctible» 

Donc la forme de deoomposition (5.) est tout-A-fait g^n^rale et 
legitime dans tous les cas. Et si la m^thode dont on se sert pour caU 
euler les numerateurs des fraction partielles n'^xige pas rirr^uctibilft^ de 
la fraction donn^^ on peut toujöurs sans ' erreur partir de la forme g^^ 
rale de d^compositipn (ä.). 

Toilä la d^monstration de la premiere des deux propositions ($• 2.) 
qui se pr^ftentent dans la decomposition des fractions algi^briques^ savoir de 
Celle de la forme generale de decomposition« Nous passons a la seconde 
proposition (No. 2,\ au probl^me de trouver les numerateurs w ^Z des 
fractions partielles (5,). 

Seeonde Sectio n. 

Differentes m^tbodss de caiculer les numerateurs des fractions partielles dans lesqnelles 

üne fVaction donn^e peut etre d^compos^. 

f. L Premixe m^tiiode: celle des coeffieiens iiidötermmef» 

6. 

!• Nous avons demontr^ d-dessus que Texpression decomposi^e 

des fractions algobriques rationnelles , ^ peut toujöurs etre suppos^ de 



At frmtilioM dlgAriques rathnndUs. Sect. IL $• /. iVo» 6« form. 52«— 55. 245 

de la forme 

y.'jsr y "^y-^/jv' 

Ott biea de la fonne 

"' V^ = -y-+vFr+y=r + -y^ + -7^ («0 

et il 8'agit maintenant de trouver les poljQomes w et Z dana (52«) oa 
oetix Wj^j W2f tv^f « • • f 2^^ et Z dans (53«)« 

IL La premiere m^thode qui se präsente pour eela est^ de aup- 
poser les coefficiens des poljnomes xa ei Z inoonnus ou ind^tenmn^ et 
de tirer leurs valeurs des ^quations qu'on trouye en ^galant les coeffidöns 
des diTerses puissaiices de x lü exposans ^gaux« Ayant yh que les for- 
BMiles (52* et 53.) expriment la fonotion donn^e dans tous les cas, ü' feut 
fue les num^rateurs i^ et Z puissent etre trouv^ toujours complStemeot« 

IIL En multipliant (52. et 53.) par ''y^^N on a 

54^ "^U = ^^w.*N+'^''Z.y, et 

La premiere de ces expressious ofEre r coeffioiens ind^termin^ dans le 
poljmome '^'^w de degre r-^1, et /i— r coefficieos dans le poIynome '*"^*Z de de- 
gr^ /i— r— ^1« Le nombre total des coelBoiens indetermines est donc ;i-tn— rss/i« 

La seeonde expression oontient r coeffioiens ind^termin^ dans cha- 
eim des ^ polynomes "^^w^ , ^^102 , '^~*^^3 9 • • » • ^^w^ qui sont tous de 
degre r — U Cela fait r^ coeffioiens indetermines« Elle contient en outre 
^ coefficiens dans le polynome "^^Z^ qui est de degr^ s — 1. Le nombre 
total des coefficiens indetermines est donc encore r^-^s ^s n. 

Ce nombre est donc toujours n^ et puisque la plus grande valeur 
de m est n — 1^ "^17 peut contenir de son cote egalement n coefficiens d^- 
termines mais non plusieurs» Si m est <^ /i ^ les coefficiens des puissan- 
ces de x plus bautes que x^ et plus faibles que a^ doivent etre regardes 
SS 0« Mais dans tous les cas il existe n coefficiens donues, ou pour mieux 
dire^ n differentes puissances de x. Donc il j aura aussi dans tous les 
oas n equations^ renfermant les n coefficieus incomuis. Cea ^quations se- 
ront toujours du premier degr^ ou de forme lineaire^ parcer|ue les poly- 
nomes indetermines w et Z ne se trouvent multiplies que par ^jes poly- 
nomes de termines. Donc les coefficiens mdetermiues pourront toujours 
etre trouves sans quelque difficulte de la part de la resolution des ^qua- 
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• • • 

tioiift. Et piiisqü'on « ^^montr^e que les exprcssions (52. et 53.) ODt lieu 
dans tous les cas, ou est sur qii'aucune ^quation d^erminante ne peut 
.^tre identique^ et que les dquations determinantes sufiiront toujours ii don» 
ner tous les coefficiens incoimus« Donc 1a d^eomposition de la fraotion 
donn^ suhrant la forme (52.) ou <53.) pourra toujours ^tre eomplete- 
ineot elFe€tu^e par la miStbode des coefficieus iDdetermini^» 

IV» n faut remarquer qu'il vaudra toujours mieux de qalcoler sui- 
Tant la forme (53. et 55«) et mcme de d^composer sur le cbamp ult^rieu« 

remeut la fraction ■ ^^^ si Ton a besoin de cette iiouyelle d^composition; 

car le noxnbre ^es coe£fioiens ind^termifi^^ dont la valeur esC h calculer, 
est toujours le meme dans (52.)^ dans (53«) et dans les formules ult^eu- 
rement deconiposees. Donö «n op^rant iiuiyant les dernieres, on par« 
vient au ir^ltat final par le m^kne caicul qui n'en donnerait qu'une par- 
tie 81 Ton oalculoit nsuivant j(52.). 

7. ' 

NouB donnerons deux ^exemples en nombres^ auxquels ik>us appfr 
queroDS les diffiSreoltes ^^thodes de d^mposition , taut qu^il sera nece»- 
saire pour eomparer entre /eux les «alculs qu'elles exigent« Dans fim de 
ces deux examples y «sera. du premier d^gr^ seulement; dans Tautre^ ce 
faoteur 'sera d'un degii6 plus./^ley^; mais.^ pour ne pas trop agrandir k 
oaloul^ U ne wra ^ue du f^ecönd degce; ic'est le eas qin sepr&ratie ie plus 
souvent, e^ «i TrQn yeai^ .€'est celui, auquel on peut r^duire tous les au- 
tres oas «ans iomber dans le .ealoul des im^^naires , purcecpie tont pot^- 
nome peut :Stre d^oompo^, 4>omine /on «ait^ en faoteurs du second degre 
^ ooeffidens r^els^ iComhXni» ^veo fun iacteur de premier degr^ ri Pexpo- 
sanf est Impur« Oependant les diflG^rentes m^thodes de di^aompoaitioii, 
comme 'On le T^rra^ ae «ent pas ^restreintes »vol cas ou le denominateur 
de la fracjtion donn^ ,a .^t^ d^nipose en faeteurs du premier et du se-« 
Gond ^egc:^i .«u ;Oontnare «lies «ont g^n^Iement applicables. 

I. Tremier lexemfUe 

56. *i;r=py— V-^^Or*— 42ap»+ 23jp'~2l4r+ 35 , dono »1 = 6; 

57. rj^ = (a:--2)% dono r=l, j = 5; 

58. «iVss«*— &c*-^2«'-f51«'— 117JC+8I, dono «=5 et«-{-r^s/i=10; 



59. 



Y/f{ — (x— 2)» Ca?'—6«* + 2»» + 41«*— 117*4-81) • 



63. 
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IT.. Seeond exempte 

60. -iT^ss 17a:»— 145«^+431j/»~964a?»+534jp*— 340^^19433?*— 422*+131, 

dono m ss8; 

61. »y* s= (ar'^— 2ap+5)', dono /»=5 2, f = 3; 

62. W = a;*+3a:*+4a:'— 2«-— 3, dono *=.5 et * + r^ = n3=ll; 

»tr ___ 17x«-^145x^+431j:'^—964x*+534x*—34a?»— 194^3?*— 422xfl3i 
y/Ä Op»— 2»+ö)*^(«* + 3«* + 4a?» — 2x — 3) * ' 

8. 
I. Pour appliquer au premier exemple ($. 7.) la m^thode des ooef- 
fidens iDd^enhm^^ en caiculant suiyant les formules (53» et 55.), fl j aura 
ä supposer 
_. 4'^f£',==a,, '^'o'aÄfie,, »^-^M^jssaj, '^*a>4==«4, *^*««>6==«5, r— 1 etantsiO, 

' |-'Z^==Xia;* + A,a:» + A,ar'+X4ar+A6, 
ou «X » . . » «5 , Aj • •' . . A« sont le» /z = 10 coeffidens. iod^tenmn^ qu'il 8*0- 
git de trouTor. . 

La fbrmule (55.). donno' 

65. a^— 9x» + 30aj*— 42a;*+23ar'— 21arH-35 
= [«i+«j(jr^2)+«,(a?«-2)'+<af-2^+«5(a:-2)*] [a?*-6a:H2«'+51«»-117«+8l] 
+ [Aia:* + A,a?» + A,«*+ A4ar+ Ae] (x-2)« 
s= [flf5ar*+(<v-8«5>i^+ («j-6«4+24«0«'+(«i--4«j+12Ä4-32«5)ap+«i-2«2+4«r-fW4+16«s] 

X (a;*- 6ar*+ 2jc'+ Sla^'-llTar+Sl) 
Hh (Ai «* + Ka^ + A, *^+ A«^ + A«) (a?*- 10x*-f40 «»- 80*»+ 80x- 32). 
En feisant les produita k droite et en ^galant les coeffidens d'^gales puls* 
sances de Xy on trouTO 10 ^uations de premier degr^, dcsqueb on tirera par 
r^lknuiation les 10 eoefifideus iad^termm&(^ «i , «Cj , .... «s > Ai , A» , .... Aj .. 

n. En q)pliquant au seoond exemple (Mo^ 7.) la m^tIiod»des ooef- 
fidens md^termui& et ea oaloulant nwrant les formules (53. et 55.)^ oa 
aura k supposer 

K = A,. 
on «1, «j, «,,, ßi,, Q;^^ ßj et A,, Aj,, .... . As sont les »==11 
ind^termines qu'il s'iagit de- trouver. 

La formule (55.) donne dans le cas actuel 
66. 17 a;»- l45arH 431 a:<'-964a?*+ 534ar*— 34a:'- 1943 a:»-422a? + 131 

= [«xar+ßi + («i ap+ß,) (a?»-2iF+ 5) + (a, ar+ßj) (jp*-2aH:5)^] (a^+3x*+4a;'-2;r-3) 
+ (Aia?«+ Ajar' + AjarH A4a?+ A,)(ar»-2 x+5)\ 



""'•".=«tap+ßi,. ''*"'a=«»2«+ft,. •^-»iK^j=«ja?+ß,, r— 1 ^(antasl,. 
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En fesant les produits h droite et en ^galant les coeffidens d'^ 
gales puissances de jr, on trouvera 11 ^quatioiia fin^aires qiu serviront i 
determiner les 11 coeiBciens d^signt^ par »y ß et K 

Sans finir le caicul on voit quil n'a pas d'autres difficultes qua ia 
longueur^ et quil doonera des valeurs imiques et reelles des coefiBdens 
cherch^ Mais on voit aussi que, relimination y comprise^ il est Traiment 
Enorme dans les deux exemples, qiioique ces exemples ne soient pas cfaoi« 
sis parmi les plus compliqu^s. Nous passerons dono h d'autres m^tfaodea» 

$ IL Seconde m^ode. M^ode andenne d* Eni er. 

9. 
h Toute expression d^compos^e d'une fraction sera n^cessairement 
identigue avec celle de la fraction eile meme. Dono la double expression 
de la fraction ne constitue aucuue döpendance des coefficiens des polyno- 
mes de x. Dono la valeur de ces coefficiens reste la meme quelle yue 
seit la valeur ffu'on donne ä x. 

H. Soient x^^ e^y x^.m .mXr les valeurs de x qui donnent 

67. 'y=0, 
de Sorte que 

68» (x — jPi) {x — x^ (x — x^ • • « # (x — Xr) = y^ 
et distinguons les valeurs que w^ 17, N, Z prennept pour jr ==ari, ir^, x^y «••• x,. 
par les indices 1, 2^ 3^ • • • • r mis a gauche et en bas des lettres iv, Uy 
Ny Z: les ^quations (54*9 55.) aiuront ^galement lieu et avec les memes 
valours des cdefiiciens si Ton y eorit iWy jjUy .... jWy ^Uy lUy .... rÜ etc. 
au lieu de Wy U etc.; car on ne fait par Ik qu'assigner iSt x les valeurs 
^ l>erticulieres Xi^ jts, x^y .. .. Xr» La Substitution des r valeurs particu- 
lieres de or foumirä donc r dquations diffärentes^ et de oes ^uations on 
pourra trouver autant de coefficiens ind^termin^u 

UT. Mais puisque ''/ = pour x s= ^x» ^29 •••• ^r$ I^ parties 
h droites des ^quations (54.^ 55«) se r^uiront h leurs premiers termes 
et les equations d^erminantes, qü'on trouve d'abord^ seront les suivantes 
69. ^[7='^->,. \Ny "lU^r-lw, .^N, 7L^='^>,.,W, .. . • ':J17=:'^->,.;J2V: 
Ces r equations suffiront a trouver les r coeffidens ind^termin^ de ^^Wi . 

lY. Le num^rateur "^^Wi de la premiere fraction partielle (53») 
avant 6(6 trouv^ par la completement^ l'^quation (55«) donne 

70. ZL=^^j:::l!!ii^u=z\^'''w,+^ \wj.yV'w^.y\...r''w^.'y^'yN't*''Z^/y^^ 
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öu t'oa ToH q«e, — ~ ^ ^ ^tant ^gal A im poIynome /?a/2 -fraction^ 

nairt^ ^ü — •iV,''~'«;i doit etre n^eestairement divisible par 'y. Nous met- 
toM ik o6t^ l'i^qiiatioB (54«) parceque le d^veloppemeiit ult^rieur s'CKeeute 
plus fiioSeiiieDt smvant i'^uation {55.). 

V. Ayant calcul^ le quotient '"^—'^-"^»^ = ^ fl n> a gu il 16. 

crire au lie« de ü dans (69.) pour trouver z^2 ot ain»! de suito^ car r^ 
quatietn (70.)^ et oelles qoi siuTent^ sont parfaitement semblables h T^imh 
tion {S5.). Ayant enfin öpuis^ les diflPerentea puissances de 'y^ le deraier 
qootMrt döimera imm^atement le num^rateur ^"^2^ (53«) de la «eooode 
poHie de ia fractkm di^noqposee» 

Tl. SI r SS 1, cfert ä dire si ^^ nCest qoe du prenuer degr^^ z^^^^ 
w^y ^jf « •«« '^^ Mut de 4%^ ou ind^pendants de x. Donc dans 4» 
eas lea equatknvs (69l) se c^uisent h une seule et doiment 

^ .er 



»;m*;-m 



4oela^ r^quatii 



TL «'i^;^- 



^m-i 



7*. I J^^l.-^ = ^. = »,, 



*^ 

bien «otMiiu qiM dms » «/>r^« Ja di;dwND^ «t dtu« iT ob dcit 

iaire;r7=^4^ et iaiiiai de quitOt 

10. 
AppliquoBS eette m^thode aux deux e:K:emple8 <n«.d608mu 

Premier exemple (50.)« 
L Dans eet exemple y=>dr — 2 8aOdoiuie 

73. arx «s 2, 
fdooe 

l-i7 = y—9.2*+30.2*—42.y +23.^^—21.2+35 «=«71 —€66 = 5, 

^** l^iV « 2»~6.y+ 2jy+51.2^—l 17.2+81 = 333—330 s= 3, 

GffdW« luuffMl d. «L Ba. IX. Hit 5. 
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TL Mamtenant on a 

y 

x'— 9a ?'4-30a?*--42ar'4- 23x*— 21a?+34 - ^ («» — 6a? *4.2ar» -t ^iar*— 117g+81i 

'^ ' ~ ■' ■ jc"'-2' ~ 

s f (3«»— 26x*+6&c»— I8&r+160) 

et oela doime pour xi=2, i27 = 7, donc, *N 6taut ssS (74.), 

77. w;, == 4 <^2.) « I (74.) 

in. £n mettant de noaveau £/ au liou de U et cc^i ciu lieu de o^i 
dami (72.) on a 

78. ü^=£-'^-^ 

aj-- ^ 

sr: » (7a?«--52x'+96a?'+9ar— 1 44) 

et cela donne pour j?=c2, i^~^ ,> » ^^'^^ 

79. «/, = ^ (72.. == *^, 

lY. Ell mettant encore 2/ au K«m de '' et w^ au Heu de u^, dam 
(72.) on a 

r 

_ f(7a;*— 52 jc» 4- 9<>Jg*+90x— 144) — V,^(a?* — 6a:* 4-2x«4-5 1 a?»— 117x4-81) 

X— 2 

= Vt (—1 1 6ar*+485a:»+582a:*— 4464a:-t-49 14) 

t 338 

et oela donne pour j? = 2^ I7=s^^^ donc 

81. «,, = 1(72.) = ^. 

Y» Mettant £^ au lieu de 17 et 2^/4 du lieu de z^^j dans (72.) on a 

82. ^ = £=5-^ 

y 

_ ^(— 116ar*+485x«4582ac'-4464x44914) — V^(x«— 63g*42x>-|-5ix*--117x48l) 

X — 2 

= VT (— 338ar*-f 1004a^+2787a?»— 991&F+6318) 



dk$Jratium$ a%Arigues rutiameUes. SeaUU. ^.IL JSo. 10. Jorm.83.-^W. 251 
et oela donne pour jt = 2 , l/=2 — ^ dono 



83. W5 « ^ (72.) = 



81 

254 
243» 



VI« Enfio mettant a ao lieu de U et w^ m lieu de w^ dans (72.) 
oo a, les puissanoes de y ayaot ^t^ ^pulsees: . 

85. «-»Z, = ^^::i^-i^ 

_ /f(-338x*4-l()C4arH2787ar»-9918ar+e318)-Ji|(x«--&p*-t-2x«4gl*'---li7x+81) 

« — 2 

s= y » j (^ - ■>54x*+2ar -|-'2:>08jc*+42:.a-i-81ü;, 

VII. En substituant w^, iv^, i ,, , u/i ei *^Z^ (76., 77., 70., 81., 
83. et 84. ) dans (53.) on a 

8<; a^"— »a?'+ 3 0j*— 42a?H23a?»--21x 4-35 _ 5^ , 2 116 

t*-2/ (a?' — <ir*+2af »+51«»— 117i+8'l) "" a(ai— 2p "** 9(«— 2)* •" 27(ar-~2; 

j 338__ , 254 . ~264»^4-2jf«4-2Mto»4423a>f810 . 

"*" 81(i^2)* T" 243(«-2) "^ 243 (x«— 6«*+2»»-Klx» -117«+81) 

eC o'est l'C'vpression de Ja fraotion propos^ d^compos^ oomplätement eu 
fractiou put-tielles puur oe qui regarde le faotetnr {» — 2/ du ddnomiaateut. 

Seconde ^xunple (63.). 

Vlil. Idrequafion 

86. ^ = 0^— 24r + 5 a« 
donne 

U= 1_/-(1-5)=:1--Xi( 
n faut doDC subsituer d'abord ces valeurs de Xi et x^ au lieu de x 
dans £/^ ^ et w^ (60., 62. et 66.). Cela doonera lU^ %U^ iN, 2N et 
1^19 2^* Apres on trouvera par les deux equatiqns 

88. lU = lU^i.iN et 2U = 2^1 • 2^ (W.) 
les deux coefllcieus ind^termines c^i et ßi de z^^i (66.)» 

TKm Ou peut euoore ahr^ger oe oaloul ooMme suit. Let exprea- 
nona de Vf N et w^^ en y aubstituent x^ au lieu x^ seront de la forme 

89. iZ7 = y» + yi, j^BT := /i + vi et ^Wi s^ k + ^i 
et Celles de 2U, 2N' et ^^ seroat u^oesswremeyat 

90e JU zssi p-^qi^ ^N = p.^^)fd et jWiObx— -KiV 
oar on obtient Xg si I'oa ^^oiit dans x^^ — i aa lieu 4a -f-i {87«)js Arne 
Ml tirera aussi des r^ultats de la substitutioo de Xg au lieu da x (SS«), 



r kfk 4% 
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oeiix (90.) de^a 'substitiitkm de oti M lieo de ^ n dMi§ fos premien eo 
&rit — / au liiBu de + /. 

Cela po8^^ los deux ^quations (88.), qia d^terminent m et ß^ dmiaeut 
QU i/^ + J'^* = (/* + »'f)('^ + '^0 = A*»^ + (f*'^ + v»)^'— vA, 

AjoutaBt et aoustrayant ces ^quatiom Tune de Taatre mt aua 

02^ j/^ = l*^-vÄet 

Ces ^quations jj^resnent maTntenaiit la place de celles (88.) et serrent ^ 
d^terminer les ooefficiens uid^termin^ a et ß contenus dans x et X (89.^ 
efc 00#)u Eüles sont pr^erables' ä einlies (88») putsqa'elles^ ne renferment 
pa» des quantüi^ imaginaires« 

X» Qu peilt se serar d'une sembtable traiisfi>rmation pour ^tinmier 
les unaginaurea dies ^quätions id^nmoantes (69.) et pour les reduire k 
d'autres cpd ae renfemmit que des qoantit^ r^Ues^ mteM dam les ots 
eu ihr aplus de deux eoefficiens ind^temunds«^ Mais ob toU bien qua 
fat substitulieii'äis valeurs« de x^^ a?^, • • » • tir^ de T^qiuatien ^ = 0^ dans 
U^ Ny Wp4^ I« ealculs qui ttiiTen^ sent fort penibles« Os seroient d^'A 
aBawtd/SJgtluti^ dans l^erempte idMid« Par oette raison nous ne les con- 
üauei'oB*, pas; new renvercofts plutöt la d^mposÜMm de la fraotion du 
seooad CKemple aux m^odes summtes« 

f. m. TroÜBte» »Ahode. Appficitiott ää «d«l mk%ML k Ik »aiiod^ pr^o^dtnte. ' 

. I« Si daas f ^oatieo Mentique /r= Fjr^ «S ^ peoC «?oir uiie 
faleor qnelconque^ en m^ x.^ k au Ueu de x^ i ^tant arbitrure» ea trwrra 

et de «eMe Ration on tire 

94. dfx » dFx, d^/x .= S*^Fx; B^^far = S^Fx^ .. . . , 

r 

IL Si rbn appUqne cette transibrmataon di T^quation identi^ue 
(55.) ^ on trouvera plusieurs ^quations di£f<$reotes compos^es' des quanüt^ 
Vy Wy y,, N, Z.et de leurs diff^rentielies. * 

Mais 81 apres les difß^rentiatiön on donne & x les vateors parti- 
cnffSres qui rendent y igA d z^ro> tons les membres des diffiSrentes ^qua« 
tioas qui renferment y «'^vanuiront* Ces membres seront^ d'abord dans 



4Mßnttimta t^^brUpm ratiomiOu^ Seet^N. $.17/. A^ot-ll./onn.9&,— 97«. 2&ä 

!• Premier« ^quatlon ^EflüSreotiellip^ tous oeos «pu tiepnqnt kur migine des 
termes de K^oatioa prinu^e oontenant y dan» des ptussanees sup^neures 
k la premiSre , dMis Ut eeeojtie ^qwtion- difft^jcentieUe toosr ceux quo don^ 
■ent les tenaes de I'^uation. priButire eonfornats des puusanees de y 
pliis ^er^ qpie In seooade, et ainsi de suite» Ooae ea d^rentianty U 
mfBt davoir ^;ard «^us Unoei (jihr\^iV2y)N pour la pimni^ diflGSren» 
ütHenf aiK tenms ^i-^-wny^w^^N pour la aeeonde eto» 
Ckk aar» den» 

= [ö'o'i+ay aa;^+y d^ut^^BuH.öy^WiS^y^r&'Wiy^A-ltydy 9wi^-2wy8y*+2ufiy d'y] !Y 
-^•210 iViiydw2+uhdy'¥y'dzOi + 2Wi.ydyldN 




U==ldwi'¥w!,9ylN'\tufiBI9 

nL Tonte» les diffiSrentSeOes de» quantit^ w, y, if, C;* s'^vanuu- 
«nit auH^öt qiie les nombre» die faun «dves snrj^uBsent oeiix des degr^ 
liBs qmatiti^ mönes. Dono rf le aombi» »* ^ degr^ de la ^niiCit^ y 
est 1^ twtee les diff^renlMle» dis ip'serMit a^, puisqp^ators fe aotabi«» 
r — t du degr^ d» z<; est a^}, las diffi^ceatielles d» y d^ Ui seoende kn 

seroat ^^lonent 

DoDC dans oe oas^ tes- fonnules (jML) se seduiront & 

dU= WrNdy-^WidNy 

m. {8^ u = 2?^,ivay» -t- 2 w^aivay + »^af^iVy 

la, ^7 r=i 6 ^4 iv a/ + 6 «»».a iva y» + a»«;» a*iva y + w,.s^2v, 

ly. n est entendli <gi» dans les formules (96., 97.) fl> faut don» 
aer ä « sucoessivement les r valeuw Xt, a?2, arj, •«.. afr qm satu&it a 
t'^quatiou y =: 0. Ooac chaque ^cpiation donnera r dlfii^rentes autres 
^quations» Par ex, la ^veai^re ^quation (.96. , 97.) donnera Ißs r equa* 
tioaa differentes 
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08. tV^tW^.iNy J7z=^^^.^N^ JT^^^.^N^ .... ^zsz;u^^.^N 
qui s'aooordent avec (69.)* Les r diffi^rentes ^quatioiui repr^nt^ p«r 
chaque ^quation (96« ^ 97«) suffiront pour d^terminer ies r ooeffioieDS in» 
d^termin^ d'ime des quandt^ w^^ tu^^ w^ . . . . w^. De U on voit qu'il 
laut allar jmqii'a la ^* ^quation diffi^rentialle pour (rouver les num^ra» 
teurs Wi^ w^y w^f .... iv^ des premiers fractions partielles (53«). La 
^ ^ ^me ^uQtJoQ diflF^rentielle donnera le num^rateuc j? de la dermere 
iraotion partielle (53«)« 

12. 

En appliquant les £Dnnules (96.^ 97.) aux exemples d^dessus ou 
Terra que la simplification de caicul qu'elles ofirent est assez consid^rable 
daus le cas r s^ l^ mais eile ne Test pas egalement dans les autres cas. 

Premier exemple (59.)« 
L La valeur ar^ =: 2 (73.) de oet exemple donney en vertu de la 

prenü^re formule (97,)^ i«;^ = i^ = | comme daus (No* 10. !•)• 
n« La seoonde formule (97.) domie 

Mab des yaleurs de U, N et y (56.^ 57., S6«) on tlre 

101. 3IV SB 5a?*~24;r^+ 6aJ^+102* — 117, 

102. a^ = 1, 

et oela donne 

id,U = 6.2^—45.2* + 120^2^— 126.2' + 46.2—21 » ~l, 
*®^* \d,N = 5.2*— 24.2^+ 6^2^ + 102.? —117 = —1, 

dono iuivant (99.) 




lli« La triMsieme formule (97«) donne 

De (100.) et (101.) on tire 

100. ö^ ^7 =s 30ar«— 180 jr» + 360 jc»— 252« + 46, 
107. ö-;ys= 20x»-- 72*»+ 12»+102, 

et oela donne 
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l5»£r= 30.2*—180.2' + 360.2» — 252.2+46=51 + 2:^ 
108. jaj;v=: 20.2*— • 72.2*+ 12.2+102 = — 2, 
donc suivant (105.) 
•^ ,, 22-2.1^-^1—1^—2 198+4+30 232 116 ^-^ . 

. IV. Sans continer plus loin le d^vdoppeme::;!^ on yoit que le 
caicul en est plus «mple que oelui (No. lO.)« On ^pargne au moins les 
diffärentcs divisions. 

Second exemple (63.)t 
y. Sans enfrer dans aucun caicul on yoit que les formules (96.) 
ofirent encore presque toiites les diflGicultm de edles (69. ^ 70. etc.)^ car 
les imaginaires 9 s'il y en a dans l'^quation y = 0^ se presentent ici 
^galement et r^liniination n^essaire pour trouver les coefficiens ind^iter^ 
miWs «Ig 10 ij U'^j •••• Wr est encore presque la meme. Seulement les 
di?isiou3 se stmplifient» En r^umant^ T^pargne n'est pas consid^rable et 
le caicul du second exemple seroit encore toujours assez fiattigant. Cest 
pourquoi nous le supprimerons encore. 

(• IT. Qnatri^aie m^thode« CeBe de Mr* Cauchy. 

13. 

I. Suiyant oette m^thode on a, «n ^oriTant dans (23.), oonformö- 
ment a la formule (5.)| u; et Z au lieu de u et T: 

ll^» r^,0 sKT "~" TU"!* fl 



•••• 



ou suivant (17., 15., 16. et 19.) 

Puisqu'on a suppose 

les num^rateurs u droite dans (111«) ne sont autre oboi» que ^J^ - » 

^^ «t les d&iondnateurs se tirent de ces BWB^rateurs si 



, • . • . 



l'oo 7 1^'t dc^i, or,, dTj, . • • . Kr au fieu de x, Eo indiquaat cda par 
comme suit. 



IL €'68t l^expMBsioQ da num^rateur ^"^w de la premi^ fraeäaii 
partielle qiii fait partie de resipression d^<»nposee de la fraction donuee 
(ll-O.). Ayant tcouT^ iv^ reguatiotn (HO.) ou biea 4)eUe .(54.) donuera 

mir r-'ixgy tV 



■«— r— 1 y 



Od peut msdnteBant toutar la {raction . ; ' _, ■ ^ comme on a traite b 

fieaction' donn^e et oontimier ainsi ia d^cooipoäition jusqu'ä ee qu'elle ^oit 
eonsomm^» Piusque Z (113«) prend la place de £7 dans le calcul da nu- 
inerateur w^ de la aeoonde fraction partidle (53aX ^^ tirera W2 de la focw 
mifle (112.) A rem 7 ecrit Z au lieu de 27 et ainsi de suite* 

in« .On poacra wx^ appli^pier le calcul diffi^rentiäl a ce mode de 
d<^mpoi(i(!on ; msfo oous ntf nous y arrSterotig pasf^ parcecpie cela revleut 
plus ou moiDS ßXEL Operations de la m^thode pr^c^ente« 

IT« Si rsl^ ^fest k diM ai^ (IIa) est dopeemier de^ l'ex- 
pressiom de w j^lll.) se r^uit A 

115. '-^^w = i? 

car dans ce oas la quantit^ U-^uN (2K)^ ou Ken ZT — wN^ est as^re 

pour x^=^Xi si Ton fait w^s^^m 

li'eKpression j(114«) de '^^^^i €|t Identiqqe Aveo ^seOe (71.) de la 
sec^nde jn^thode et les expressions des num^teurs des frao6ons partidles 
suirantes le si^nt ^^galement» Dono dans le cea r = 1 les calculs de la 
präsente ni^thode oowddent entierement aveo joeoac de la seoonde m^tbode« 

T« $i r est plus grand .cj[ue ty l'expression (113.) doipie inmidia-^ 
tement les num6rateuvs des fractfons partieUes^ et en cela la pr^iente nA- 
diode diflBSre ea^entidlemeiit de la seoonde et la troisidme oii les ntam^rap 
teurs des fraotipns .partidleB ne se tcoiirent ,(6Q.) qae ^x la Toie des 
coefficieiis qid^termin&i« 

\h Mtts pui»]u'il ftut ix»nM(ltre les valeurs Xy^ ^^ #,«««,^r 9ß^ ^ 
readent y 4gpl Ä 9^(112«) pour calouler ^^^^ suivant la formule (113.), 
on Yoit qu'on a'^vite pas les imaginaires s'O f en a dans les racines de 
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r^qwtioii'y ==0^ qumque wlwoSk rM* -Mab on fwt faira i^ ^gne "^i^ 
est aäcessairfment r4d. 

Tu« En^ffet qutnd il y a des raoities unagundres pami eeUes de 
f'^^pation yae^^O^. dies ne peuvent se pr^sentar^ comme on sait^ qua pnr 
emipie» et elta swcmt toafours de la forme 

li& «-fßf et'Ä — ß/. 
Oo ^era f ane de Tavtre ^i ^crivant seulemeot — / ft la place de -f-/. 

Soient Xi et ^2 deiK «^ radnes correspondantes de l'^quation 1/ = 0^ 
e'est ä dire deux raouies cpii fmment Tun des diffi^rens ^oupUs de racl« 
nes^ et soft 

117. -Jl-=:i6 + \/, 
a? — xx 

ü est c1a!r qif od aura 

118* --21— csit—Ai, 

aar gb, tire — ^^ — de —^ — ? si ton ^ciit->-iaa fieu de 4-'; dono en aura 



X — X;^ 



X^ X^ 



anss! la valeur de — ^— si Tjoii ^^crit — / au Jacu de 4ri dans »4->^^ 

iroleiHT d 

iPar la meme raSsoB^ d Poiti sappose 

ton aura 

Substituons les expresstons (117#— 120«) dans les deux twmes de 
L'eacpressioo '^^li; (113«) correspondants aux deux racmes^x etx^j nous auroas 

et oela est une quaDtit^ rielle. 

On trouvera ^galemeat des quantites reelles en oombkant par cou« 
ples les autres termes- de Texpression (113.) correspondants aux raciaes 
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correspondantes ^ et d le nombre des raciDeB est impdir^ ane rume au 
moins est^ comme on sait^ n^cessairement reelle» 

Donc la qMantit^ "^^m (113») est toujoun a^oessaranent reelle et 
la meme chose a lieu pour Im numerateurs des fraotions partielles suivances« 

MlU. Mais quoique Texpressum de ^^w (113») puiasei eomme not» 
veDons de voir, etre toujoun transform^ en une autre de la forme (121») 
qui u'est cpiDpos^ que de quantit^ räelles^ on n'est pas n^amnoins dis* 
pense du calcui des radnes de requatkm / = elles memes^ ear il üxA 
connoitre ees racines pour calculer les cpiantites p^ ft jh ^9 ^ K ^$ ^^ 

IX« Nous n'appliquerons pas les formales de la m^tbode 
a nos deux exemples^ parceque dans le cas rss 1 dies ooucident parfieii 
tement aveo Celles de la scconde m^thode et parceque dans les autres oas 
ou r>> 1 elles exigent toujours le calcui des raoiiies de T^quation y s= 0^ 
lequel est embarrassant» 

(La suite dans le caUer produda.) 



•w'-^\)i; 



ä^ • 
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19. 

Note sur Pintegration de la fonction jzni — ^ 

• (Par Mr. R. l/AaUo \ la Haje,) 



r dz ^ 2 f ^ d.iBnv^jz ^ 3 p^ 



L/oI^ de oette note n'ert que de faire voiri qii# Ton pout parvenir 

dz 

aux deux integrales 3ß la fonotion , ^ ^ d'ime maniere plus exp^ 

ditive que oelle indiquee parMr» Lacroix^ dans aon Traitä de calc. diff. 
et intigr. Tom« ü« pag. 106. Ces sortes de simplifioatioiw pouvant quel- 
que fois dtre utiies aux progres de TanalyBe^ l'on me pwdoimera de reve- 
nnr id sur une integrale eomiue« 

En mettant la foectioB dont fl s'agit som la forme 

ö« \ ^^ dz 

L'int^grale 

dz o /• '^ ^•^■'•<5f « 2 /* ö.tangfz 

S<Mt twigcpses V(*^).taBg|«, opaur« d.tangf« s» r (f^) • ^ **°g ^> 
dono 

7'* dz 2 /^8.taDgy _ 2y 2 ( i//«^^\ , l 

or, pinsqu'en g^neral 2arotang2=r jp=:arc tang 3= jz!^ =^ arccos = ^ , ^^ , 
l'mt^grale «e obaogera en ^,3^ awoD« = ^-X_pi__.__|_) 

1 (a+h)eos*iz — (a--&)8iD*3« 1 / fc+aconyX 

Gette demiere integrale suppose a'^bs si Ton avait au contraire &]>ar^ 
OD mettrait 

r dz 2q>V—l i i„/ l+y--t»«apgy \ _ 1 }^Jß^±!0+V (^^^^^^?iA 

On peut simplifiec encore cette expressioju , eo posunt arrzbvos x, ce qui 



* dt 
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ce ^tent ^gal d Tiaro dont le oosinus s=-^* 

Yold eneore un mojen plus dicect pour pacrenir ä cette denu^re 
integrale» L'emploi de Tarc auxIUaire a, chaoge la fonction ik integrer ea 

t_ r dz __ t^ n 2 

Or, Tob «-«n g^ndral tang/' + tang^rs-^^J^, dona 

tong(^) + tang(^) = —-^JL-—^ 

Si l'on se rappelle maintenant quo d log cos (p = — tang.^ d <p> on en coo- 
elura de fuite ^^ f^—A 

__ SS lo ^""^^ 1 

cos« ^ /a + rX^sin«^ 

aiiisi quo noui ravoiw trouv^ d-dansus» 

Ghaouna- das deux integrales disparail pour la vaTenr de is =: 0; 9i 

suppeae «==-~r la premiere donnere ,, ^^ , a\ ^^ \^^ = ~) f ^ !• 

aeoonde «^ log taipg ^45^ -f* -^jf « Ces deox Taleam darant etre identiquea^ 
il en r^iakera, apr^ avoir renplaiMS a per aa valeur icoa«^ la relatioo 

Idgiang (45^ + -J) = •^^— j- are (cot ssa^o»). 

B ne aera pas inutile de fitire remarquer enoore^ eomment on peut 
ebtenurpar oa qui pr^oiye rint^grale d^bia de laionetion log(a+eoa;t)d^ 
En eflfet en a 

/i<,(«+»«)&=/a./-^=/aor/:-^^=/^j^^o«= i^. 

Prenant de part et d'autre rmt^grale entre les liuiites z^^= et :s ss or, 00 
f^oinre imniediatement 
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Memoire «ur la theorie des nombre?.^ 

(Snlto da memoire No. 3« et 14. des cahiers precödenl^y. 
(P«r Mr. G. Libri de Florence.) 



P. ackip)>or>on8 quo n^s^ap-^lf solt un nombre premier quelooiique) 
et que Ton 6Uve. succesaivement & la piussaace a toub les nombres 

1| X>y öf • • • • ^ pß 

rf Ton divise toutes ces puissancos par n^ on obtiendra p r^dus du degr^ 
a^ differens'entre eux et plus pctits c]ue n, qui seront obacun rep^t^'s a 
foifl« Ell appelaui 

tes r^idus trouv^ft de cette maniere^ et en niuldi><iaut Tun quelconque a, 
de ces ri^sldus par la suIte des pulssaucen 

1% 1% 3% .•.. (paT; 
oa obtiendm de aouveau^ apfes avoir divlse par n^ b s^rie des nombres 

Sg.j ag^ a^^ •••• Bry •••• apj* 
disposes dans un ordre qudeonque et v6g6t&i c^cua a foisi et par 'Oonso^ 
^ent Ton aura 

X 00s srs X ops ■ = I +a £ cos ■ > 



Z siQ = I. sm =s a Z. gm 



2^» Si & pr^ent Ton dte les /» nombres 

ai<9 ag5 a^^ • • • • a^^ r« •• apy« 

de la s^e des nombres 

tp 2p 3p 0^9 aps 

et que Ton prenne un nombre quelconque b^ parftu les (0''^f)p nombres' 
qui restenl^ ou aiiira^ en multipliaut b,. successivement par toutes les puissance» 

1% 2% 3% .... {pa)% 
et diTisant chaque produit par ny un nombre p de restes £vert entes eux, 
et plus petits que Hy r<^p^t^ ohacun a fois et qui seront tous dUOS^rens 
*les riombre» o <» « ^ o 

«i> "»-> «i'l • • t • Or> • • •. • *"p «^ 

Si Ton appelle 

bij bf^ b^i •••t Dry •••• bp ^ 
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» 

oes nooveaux restes^ en multipliant Tun queioon^e d'entre eine brf suo» 
oeathrement par toutes les puissanoeg 

1% 2% 3% ....(pa)% 
OD aura de nomreau les nombres 

dkpotn&i dans un ordre queleonque et r6p6l^ chaoiust a fob; de mamdre 
que i'oi» obtieDdra 

Z €oa a=s 1 4- a £ cm ; 



i: gm :;=: O £ sin • 



USl 



3^« On poiirrait de mäme obtenir les s^ries 

d^^ dg^ dj^ »f*« d|.| •••• dpi 

^11 r,, Fj, •••ffi.y •••• Fp j 

tootes oompos^ de /» termes diffi^rens^ et qui jouksent de propriiSt^ 

analoguea aux a^ries 

a^^asyai^f»«« ar> ♦••• apj 

bi> D^f O^y • • • • D,.^ •••• bpj 

et le nombre de toutes ces sj^ries serait ^gal A a; de mani^re qu'en r^ti« 
uissant le» iiombreft qui les composent, on aurait de oouFeau toiis lea nombres 

ly 3^ 3| • • • • cpm 

4% n «erat ais^ de d^montrer qqe parmi lea m tnfries que noiis 

avons ttom^e»^ fl en esdsie im nombre b (qui est ^gal au nombre des 

nomtures entiers plus petita que a^ et qui n'pnt pas da cpnunun diFiseur 

aveo ä) de la forme 

•®i5 ®«f e^j #••♦ Orf f ••• a|pj 

*i> *l> *81 •••• «rf •••• tpj 

^•••»•••i etc«; 
qm |ouissent de cetie propri^t^^ qu'en multiplbnt un terme qudconque %, 
d'nne de ces s^es, par tous las autres termes de la memo suite^ on aura 
l'une des a «^ries que nous avons trouy^ pr^demment; puu en multi- 
pliant par e^^ la meme s^rie^ on aura une autre de oes s^ries, et aindl 
de suite jusqu'd . uaab cette proposition est tout sü fait Strengere aux 
recherches süiva» i * 

Maintei^' ««^ 6\ i'on fidt^ pour ebr&ger^ 



l + «"T(c«i^ + /"(-l)8in^) « 1 +cB| 

^^ ^^ ^^ V 4P ^P V ^v ^P ^P ^P ^P ^( ^^ ^P ^P ^ ^^ ^P 

et que Ton oonsid^ la oongruenoe 

jp^ + 1 ^ (mod. 72), 
OB aait que le nombre N^ de ses soliitions entidres, positives et moindrai 
que ii^ est exprun^ par r^quation 

qui se r^uira k l'autrQ 

äW, = /i + A(l + ÄA)+B(l + aB) •••• +R(l + aR)j 
eQ dntribuant les nombres 1, 2^ 3> •«#• a/)f eo groupes, ecmune noas 
raTOos indiqu^ pr^c^emment» 

Si Pon chercfae a pr^ent le nombre N« des Solutions ealiäre^ po^ 
iäi7es et moindres que n^ de Ia oongruence ä deux ineonnues 

«• + «• + 1 = (mod* ii), 
OQ anra r^quatkm 

iiN. = 'zTT(oos2>^(x- + ii*+l) — +/^(~l)sm2y(«*+ii*+l)i^ 

qoi se r^uira A i'autre 

ÄH,faÄ* + A(l + aA)' + B(l+öB)* •••• +R(1+öR)». 
De möme en cherchant le nombre Nj des Solutions entidres, posH 
tiveB et moindres que //, de la oongruence hi trois inconnues 

«• + tt*+x/* + l =0 (modt /i), 
fm aura une ^quation de la forme 

iiN, = /2' + A(l + aA)* + B(l+aB/ ••;• +R(l+aR)*; 
et ainsi de suite jusqu'itt la congnimoe (qui renferme a — 1 inoonnues) 

«• + tt* + t/* + «••••• +1 ~0 (mod. n\ 
dcmi le nombre N»^ des Solutions oomprises entre e^ro et n^ fenraira 
P^quation 

n N«^, — n^\ A(l + a A)-* + B(l + öB)-^ + R(l + aR^-*. 

De cette maniere on obtiendra un nombre e— «1 d'equations, qui 
^tant oombin^ aveo T^quation eonmie 
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1+A + B *..• +R = 0, 
serviront u d^omiiier^ pw r^limination^ les Taieurs des a iBCOunies 

ea f onctton des iMmbreB 

Au lieu d'eflPeotuer cette elimmation^ fl sera plus oonunode de diev« 
eher une ^quation 

dont le« a TdsAas$ soient les quantit^ 

A., B^ • • •• R; 
et les (K>effi(neiis de eette ^qnation se d^termineront avee la plus £raade 
faoilit^; puisqu'on d^uit des ^quations que nous -afions trouv^es 

A* + B^ ...» +R*=r M^^-^i li; 



et amsi de sidte pour les autres sonunes des diverses puiss^noes des ra« 
emes de r^quation j[43.). jMainteiiant les quaiKtit^ 

Ay Oy • • • • xi^ 

sont )es diverses radaos de i^uation (43.){ et A Ton soppose ^pie l'on t 
r^^u completem^t cette i^quation^ op aura une raofoie ;c; ;:9 A^ et pai^ 
lai^ n f esant 

an obtiendrt 

/•4-r». ...+/'';= Af 
et r.equ^on 

X> = j?"* + Ä>....^ar"^— A =5 0^ 
anea /i radnes eonununes ayeo Tantre 

V a?»— 1 

« — 1 

DoQC en cberdiant 1e plus grand commun divtseur entre X et X^y .an 
trouvera une ^quatkm du degr^ p qui aura pour radnes les quantitäi 

et qui sera de la forme 

X, = j:^ + sx^^ + taiP^^ ... + / = 0. 

Foiur tarouver les autres facteurs de X ae 0^ Ton prendsa ^a racine « ss B^ 
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de requation (43.) et on fera 



r 



\. ff b 



+ A/... + r'' = B; 



puis Ton cherdiera une transform^ de l'^quation JC = 0^ teile qae ses 
radnes sbient la soinme de /^-^l racines de XssO, V^^^ n^galnrement 
et aiigm^nttSe^ de la quantit^ B; alors en appellant JC^sO^ oette -trau»- 
form^ il est clair qu'elle aura p rficines communes aVeo r^qqationXs=0; 
et en cherdtant le j^lus grand commun diriseur entre-XsssO^ etXssO^ 
on.aura une ^quation du degr^ p^ qui aura pour raoinea 

b b b * 

On Toit Gomment Ton pourra trouver^ par une proo^^ analogue k 
celui dont nous venons de iaire usage^ les äußres fiacteurs de T^quatioo 
X = 0« On obtiendra de cette maniere a 6(]uation8 du degre p qui ^tattt 
muUipli^ entre eUes^ donneront de noureau l*^qaation X ss 0« On peut 
encore observer qu'ayant trouv^ l'^quation X^ = 0^ les autres facteürs du 
degr^ Py de l'^quation X = 0^ se forraeront en ohangeant A, en B^ dans 
tous les coefiBdeus de ^« = 0; et ainsi do suite* Partant^ 4tanC donn^ 
Ti^quation 

ap — i ' 

dans laquelle /is=a/i-|**l> ^t un nombre premicr queloonque^ en pourra 
fCMijours la decomposer en a ^quations du degr^ p^ au moyen d*une ^qua- 
tion du degr^ a. 

Lorsque a et py sont deux nombres premiers^ Tanalyse pr^c^ente 
suffit pour trourer tous les iacteurs de requation ^-—1=0; mais si 
a est un nombre premier, et jo est un nombre oompos^^ en supposant 
p^zzbcd ....t (les nombres b, c, d, .. . . ty etant tons les facteürs pre- 
tniers de p, <^ga\ix ou in^gausc entre eux) on trouvera d'ahord les ^quations 

1 -f A + B . . . . + R == Oj 

«N, = /i + A(l +aA) +B(l + öB) ,... + R(l +(7R) ; 
n^S, = /2^ + A(1 +aA)* + B<l+flB>*.... + R(l + ^R)V; 

/2N^,= /2"-*+ A(l +öA)-'+ B(l +aBr* + R(l +flrR^-*i 

d'ou Ton d^iiuira^ comine auparavant^ t'autre equation 

-Z — *" + fi«*^' + y.^"^ • • . • + 9^a =» 0: 
qui fournira lef yaleurs de 

A^ B|. (i • • • R; 
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puifl l'on cherchera les Taleurs de 

en exprimaDt en g^n^ral par JV^ le nombre des Solutions entieres, posi- 
tives et moindres que n, de la congnieuoe a y inconnues de la forme 

et Ton aura les ^iiatio*ns 
nN,z:^n +l"T(co82y(^* + l) — + ir(— l)8in27(a;^ + l)-^)} 

nl\\ =s /i«+f T z7coB2y(«"^+Ä''»+l) - +/-(--l)8m2y (a:^+i»»+l)~'). 

y=i Jt=o x=30 ^ n W / 



ysinxszn xrzn v^n 



/iyV.j..=.yi»*-+ Z Z Z Z...(co82y(a:»*-f«»*+t;«*.*.+l)-+v^(— l>iu2/(ar-*+«'*+i;"*...+l 

yr:! xsso «=m vs:o N . 71 

En decomposant en plusieurs siSries los nombres 

et en classant les r^sidus et les non-r^sidus de Tordre ab^ par rapport 
au nombre /z, comme nous Talons dejA fait relativement aux r^dus et 
aux non-residus de I'ordre a^ on pourra donner aux equations pröc^d^ates 
ia forme »uivante 

'1 -J- A,y -j- A^ ••••"]** ^jX 

+ ^i + ^ft • • • • + ^61 _, Q ^ 

•fix 4* ■"• • • • • "H -"6/ 

+ fi,(l+.aÄÄ.)' +Ä.(l+«iÄ,)*....+Äi(l+o4Ä»)* 



äTV, 



«>^< 



\ 



4-ß.(l +cÄÄ.)"'~'+Ä.(l +oÄß,)«^' ....+Ä4(1 +aÄÄk)°»-V 
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n «bI dair qu'A Taitle de ces ^quations Ton pourrait forfper i'^quatioD 
Z. = *"* + *. z^' + *, a"*- . . . . + Jaj = 0, 
de la meme maniere quo doiis avoos deja forme lequation <Z = 0. Cette 
^uation Zx=^Oy aura pour ramneg toutes les quantiteB 

^xy P%9 ^3> •• • • ^a; 



Äj, Z^, i?3, • . .. Ä^; 

et il faut observer que Ton aura 

^x + ^r + ^3 • • • • + ^6 = A ; 

B, + B, + B3 + B,^ B; 



Ä, + /?i+Ä3 + ÄJ = R; 

les quantit^ A^ B^ •••• ^9 ^t^nt les racines de Tc^qüatioD Zs=0. 

Maiatenant si Ton oherche une trausformce de l*^quation Z^ = 0^ 
tdUe qu'elle ait pour racines la somme de £ — 1 racioes de l'equation 
Zi = 0^ prises n^gativement et augment^es de la quantitc A; et si Tod 
appelle Z^ = 0, cette transform^^ il est clair qir'en cbercbant le plus grand 
common diviseor entre Zx = 0^ et Z«=0, on aura une equation de ia forme 

Z, = Ä* -f /,«*-* + /a z^^. . . . + ^6 = 0; 
qui aura pour racines les quantites 

^ I 

Si Ton fait h präsent u = — ^— > et que Ton exprime par 

flf 1 , ö^ , Qyy • • • • flr„ , 
les £1 re^tes differens que Ton obtient en divisant par n successivement 
toutes les puissances 

406 *yah 'Job (n 1 \«& . 

il est clair qifen fesant toujours 

r = cos f- / ( — 1) sin — ; 

on obtiendra 

U 011 il r^aulte que 1 i^quation 

X^^ -f JP°» • • • • + X^^ Ai .:= 0, 

aura ii racines oommunes avec r^quation X=r:;~ -- ==0. Mais comme 

34» 
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oii peut fiENnner d'antrai ^qualioBS sembhbles en prenant ime autre s^e 
au lieu de Ja n6ne a^f a^^f •• • • a^\ en Girant rune des ctiiantit&i ^«^ 
A^y • • » • ji^^ au lieu de ^^ ^ ^n checehant uneP transform^e de 1'^qua-- 
tion Xssi 0, oonune nous l'aTonii fieot pr^^mmienti on aän enfin b i^qua- 
tioiia semblablesy qui serviront A d^mposer en laoteur^ r^atioii^=:0. 
Nou8 n'ävons coimd^ que les deux' faoteurs a, b^ du nombre /i--^l; 
mau OD reit que pour leii autres fitcteurs^ tt n'y aurait qu'ä rep^ter le» 
memes Operations;, de mmiere qu'^tant donü^ r^quation 

dans laqueDe nssa^b'^c'^.^, ^,on la r^soudra oompIStement d Tmde de 
m ^qoationfe du degr^ a^ de r ^quations du degr^ b, et ainsi de suite. 

L'analyse pr^o^ente «tuffit pour montrer resprit de notre m^thode; 
on Toit quelle est tres-g^Bi^rale^ et que poiur Stre appliqu^e a\pL cas par« 
tieuliers^ eile ifex^e pas la connaissance des xacincs primitives« D'ail- 
lieurs il est dair que pour r&oudre r^quation ^ — Ir^O^ il »'est pas 
D^cessaire de d^oomposer la s^rie des nombres ly 3^ 3^ ••#^^« a~-1^ en 
plusieurs s^ries comme nous TaTODS fait^ afin que Ton put bioB salsir le 
prineipe de notre throne» En effet pour d^composer r^quation ^ — 1 =? 0^ 

_ * 

dans ses ^eteors^ 3 sui&t de d^terminer en nombres les valeurs de 

N», N„ • • # • Na^i 5 

^%f *^t$ • • • • ^ai^xf 

• • «r 9 « etc»; 

ee que Tob poorra toujours ianre ä posteriori pour toute ?aleur Bum4- 
rique de n. \ . . 

LorsquH s^agit de r^udre les eongruenees des ^egrA sup^rienrs 
au second^ on renoontre beaueoup de difficult^^ et Ton ne ccmnait auoun 
th^reme sur. les r^dus eid>iqae85 ou bicarr^», Nous alloos montrer 
maintenant les pr^niers Clemens de eette th^rie^ q^ nous traiterons 
avee.plus de detail dans une aiitre oecAiiom 

On sait qoe la eoagneae» 

daas laquene n est un n<»nbre premier de la forme- 6/7 •(- 1/ s toujbur» 
troM golutions eatidrcsy pq«tim et moindres ^jue a, et futatd öd a par 
la formule (24.) 
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3ä=:z/, , , : , 

+ (cos2(;i-l)(ar^ + 1) •^+ /"(-l ^in? .7-1) (^+ 1)^) 

Maiuten^ot si Tod d^compose la s^ne des aombres 

1^ «^j %V| •-• • • n •■■• 1^ 

tlaos les trois s^ries 

^i^ ^a> ^J^f ••••'fl^2pf 

^l> ^»J •aj •••• ^2/;» 

^1 > ^t ^ ^3% • • • • ^7pX 

dont la premiere est la s^rie des rdsidin cubicpies de n^ taiidts qae h m» 
eoude se forme eo prenänt ao nombre queloonque de la s&rie 

1^ -^f, öf • • • • /!•■■" Ij 

qui ne seit pas eompris dans la s^rie des r^dus citbiques de /i, et aprSi 
avoir multiplid ce nombre suceossiv^ment pair tous les r^dus oubiques de 
n^ en di^^nt chaqiie produit par /?> oar les restes de ces divisious four» 
mront la Serie 

et la troisieme ii6rw sera eoiupos^e des 2/> nombres qui sont eompriB dans 
ta Serie des nombres 

hy .^y Oy m ••• • fi'"^ Ay 

saus dtre conipris ni dans la premilsrey hi dans la seeonde s^rie« A pre^ 
sent Nquation que nons avans trouT^e pr^c^emment, pourra se mifitre 
sous la fonne 

(^(c<„ iif +^(_l)„-„£2i))(,+3^(...if^ +^(-1) A^il)) 
+(^-(eo.%i+A-l)ri»^))(l+3'X(~»^+/"(-*)»'"'^)) 

«( eo posaüty pour abr^er» les troiB ^aations 

S (008— -— -t-/(— 1)WQ— — -] = Ay 

ICSI \ I» '■ / 

S (cos 1- / ( — l)8m j ra B, 

S (cos 1 /(,—!; sin j = C, 
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OD obtiendra 

Mab si Ton exprinie par y^ le nombM des Solutions euti^res^ positives 
et moindras. qpie n^ de la coogruenee 

^ +/ + 1 =0 (mod. n), 
on trouvera 

et 81 Tod ooinbfaie ces deux deroieres ^quations, avec T^uation eonnue 

on aura l'i^quation 

Z = «»+««-(l=i),_^(«iV.+3-(« + 2)»+9«) = 0, 
qui aura pour radnes les trois quantit^ ^^ B, C. 

On sait que lorsque n est un nombre premier de la forme 6/9 4" 1» 

r^quation 

4/1 = c^ + 27Ä% 

pourra toujours dtre rdsolue en nombres entiersi mais n'admettra qu'ane 

seule solutioD; de mauiere que le nombre /i ^tant donne^ a et 6 swont 

diStermin^^ et l'equation Z = 0, pourra receyojr Tautre forme 

Z ==V+««-(i^);c4.1((/i— 1)^—71(71 + 1 + a)) = 0; 

et partant en ^galant les coeflkiens de oes deux ^quations ^ = 0, on aura 

Tequation 

TV, *= /i±a — 2, 

qui expdme un rapport fort singulier entce iV^ et a. 

Puisque 

iV; = /i±a — 2, 

et que la valeur de a est eoi)Q|)rise entre js&t> et /*(4/z«^27), le ninobre 

ISl^ ne pourra jamais ^voir une vateur moiodre qu6 

72~|r(4/i-T-27) — 2; 

et par eonsequent le iiombre N^ pourra ttugmentw ind^finim^at ayeo la 

valeur de n. H r^ulte de la que pass^ une certaiue limite^ la congruenoe • 

y +r' + 1=0 (mod. 7i), 

sera toujours r^soluble saofs faire ni jr ni j^ ^ diyisible par n. 

Une autre cons^quenoe assez importante que l'on deduit de l'ana« 
I) 86 |)r<k^dentey c'est que iorsqu'ou aura determine le nombre N^ des so« 
lutions entieres^ positives et moindres que hj de la oongruence 
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«'+r'+^^o (teod.«), . 

opf l ro ü Ter a le nombre Ny des solufbms «Atidres podtires et moindres que 
fif de la cobgramoe 

a?'+/ + a*4-l = (mod.n), 

partes fonnules 

/l^', =s /i' + ^(1 +3^ + B(l +3B)' + C(l +3 C)»; 

^» + B» + C=.S5j u^ + B*+C7*= .S«; 

les quantit^ a9j^ S^j 3^^ ajaot ^te dejii d^termin^es ronqu'on a forme 
r^uation ^ = 0. £n g^D^l ^tant doun^ le nombre iVg , on pourra d^ 
terminer le nombre des soludons d'une congruenoe du troisidme d^r^^ 
conteuant mi nombre quelconque d'inoonnues et ajant' des coefBciens qiiel- 
conques, pourvu qu'elle oonsenre le memo module n. 

En fesant n=7, on trduve a = l, iV; = 7— 2 + 1 = 6; et la 
oongruence 

aura toujours six Solutions; oe qu'il est ais^ de T^rifier« 

Maintenant soit n un nombre premiw de la fiscme 6/9 + 1^ et td 

que Ton ait T^uation 

4/i = ö» + 27a^, . 

daqs laquelle a est un nombre entier connu^ et x un nombre entier in- 

d^ernun^y mais tel quil satisfasse A la condition que n soit un nombre* 

premier de la forme 6/i + 1 ; il est clair que le nombre des Solutions de 

• • • 

la oongruence 

aera toujours n±a — 2y' ind^pendemment de la valeur de x. Ainsi lors* 
qu'il s'agit des congruQnc6s du troisicme degr^^ il ne suffit plus^ pour 
trouyer le nombre de leurs Solutions^ de connaitre la forme lin^aili? des 
nombres prenuers qui servent de module^ mais il faut connaitre aussi Tuu 
des nombres de la forme quadrätique ä laquelle ces modules peuvent so 
r^duire; et Ton doit observer qu'u l'aide de la relation N^z=zn + a — 2, 
on pourrä toujours assigner la valeur de a de maniere que iV, ait une 
Taleur d'une forme donn^e; quoiqu'il j ait certaines raleurs que iV. ne 
pourra ^mais prendre: ainsi- on ne pourra jamais avoir les ^quations 

N^z=i ns iVg s= /2 — 3} etCe 



20* G. Libri^ memoire sur la ihiorU cht mamAres. 

Si Von esprime touyoun por j^^ B^ C, las tcoh racines de l'^quation 
J^ssOy quo II0U8 avous trouT^ pr^G^emmttit^ ob poiimi dÄennkier tron 
fonctions entidres de Xy que Fon exprimera par Pf f » r, fettes que Ton ttt 

tOUJOUH 

27 JC t= 27(1^) =; (p+Af-^BrXp+Bf + Cr)(p+Cf+jir)tBO. 

Maintenant si Ton effectue las mutöplicationiy et que Toii op^re leg r^duc« 
tions nßcessaires^ on trouvera 

— g((«~iy~ii(/i + l±fl)) 

en supposant toujoun 4;nsss c*-f-?7i'. Et oette <$quatioa olfiü'a le pre- 
mier ex.emple d'une Ibrme ciibtque » trols inconnuet h laquelle on pourra 
r^dttire im nombre premiet tjuelccnque o» de 1» ienne Gp^^U On voit 
que l'oii nourrait faire 

+ n = .'V.+ 2--72; ±Ä = y^ ^-^^I i-j; 

dans la fotanple prcc^denite , ^ die prendrait alors une autre formo» 

jL'analyse ^e uoub venons d'exposer foumit le di^«reme suiTanl. 
Lonque nt-J^i est un uumbre premier quelconquej et. que n est un nom* 
bri) premier de la fprme (op-\-tf la congruenoe du troisie^ degre ^ 
deux iucoQDues 

u /(n+2)(n+ 1) . ( 4-n)(n4-l ±o)\/ ^"■"^^ ^™*^' '^+ 

T j\ — 9 — + "* + — Ol — ;i 

-.,y(/i-l)»-«(«+1±a)); 
sf-ra fcrtifoiir^ r^soliiWe. 
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On poiirralt dcJiiire <le ce theorome^ de la Feiatiou iV, =z= /i i c — 2, 
et de quelques autres propositious que uous omettons ici, un grand nombre 
de propri^tik oouvelles des r^idus cubiques des nombres premien qui ont 
la forme 6/i -j- 1 : mais nous ne pouvons pas les exposer dans oe memoire. 

Cepeudant nous ferous obsenrer que puisque Ton a tou|Dur8 Q^<Z^nj 
i equation, que nous arons d^ju trouv^, 

Z = ^ + ;t«-(=^);c-l((3±a)«-l) = 0, 

tOQibera dans le cas irr^uotible, et que par cons^quent ses trois raoinesy 
qoe noub avous nomm^es^, B, C^ seront toujours r^Ues; d'ou il resulte 
que lorsque c est un nombre entier quelconque^ est que /i est un nombre 
premier de la forme 6 /> -f- 1 , on aura toujours T^quation 

I. sm — — = ©• 

On trouvera de meme en g^neral 



z- sm i"^ 0, 

toutes les fois que m sera im nombre impair, et que n sera un nombre 
premier; c ^taut d'ailleurs un nombre entier quelconqub» 

Siipposons maiutenant que n soit un nombre premier de la forme 
8 m 4- 1 ; on sait que l*on pourra toufours r^soudre F^quation 

et qu'elle n'aura qu'une seule Solution« Si Ton cberche le nombre des 
Solutions eutieres^ positiFes et moindres que n^ des congruences 

«*+l = 0(mod./2), a?*+/+lE=0(moU./i), a?*+y*+w*-|-l=0(mod./2), 

on sait que la premiere de ces trois congruences aura quatre Solutions, 
cfue la seconde en aura un nombre N^j et que la troisieme en aura un 
nombre IV^ ; JV^ et iV, , etaut deux nombres entiers inconnus, A present 
si Ton decompose la Serie des nombres 

Lp ^y Oj • • • ♦ /Ä — • 1| 

en quatre series, de la meme maniere que nous avons diScomposi^ la suit^ 

en trois s^^rles^ qiiand il s'agissait des congruences du Iroisieme degre, on 
aura, apres les reductions convenables, les ^quations 

1^.^4-ß+C + Z)— 0; 

CreOe's Journal d. M. Bd. IX. HA. 3« 35 
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n2V, = /i^+^(i + 4^^ + B(l + 4J5)V4^(l+4(7/-hi>(l+4^^^^ 

qui senriront h former Tautre^uafion 

qui aura pour radoes les quatre quautit^ 

et dans laqueUe le eoefficient (p{N^ exprime une fonetion de N^y et le 
o6efficientF(2V'^y JV3) repr^ente une fouction de N^ et N^\ fonctions qull 
sera tres iadle de d^terminer en effectuant le calcuh Mau oomme Tod 
a aussi par r^uation 

Tautre ^uation 

OD trouvcra d'abord^ en ^galant ces deiix ^quations Z &= 0^ une ^quation 
entre 2Vg et a , et puis une autre ^quation entre N^ et a^ ee qui donnera 
une ^quation entre N^ et N^ ; d'ou U r^ulte que loraqü'on eonnait le nosH 
bre des Solutions de la congruence <\ deux inconnües 

jp* + y* + 1 ^0 (mod. n\ 
on aura tout de suitele nombre des Solutions dela congrumoe a trois inoonnues 

X* +/ + tt* + 1 =0 (mod. /i), 
et par suite le nombre des Solutions d'une congruence du quatriSme degr^ 
<M>ntenant un nombre quelconque d'inconnues^ poumi que le modale n 
seit toujours un nombre premier de la forme 8 m -t-* 1« On aurait pa 
4täblir a priori le rapport qiu existe entre N^ et Sy^ en observant ^le 
4bns les quatre ^quations qui nous ont servi h d^terininer les ooefficiens 
dd Pi^quation 

01^ p<Bift n^Uger la derniere ^quation qui contient N^^ puisque la pre* 

mi^ ^qui^n 

l + ^ + B + C+D = a, 

peut se d^mposer dans les deux autres 

A-^B tts — ^iiiT/i; £7 + 2) = ^1+ {/"ii^ 

Und simplification semblable pourra s'effectuer' chaque fbis que le 
degr^ de la congruence que Ton consid^re ne sera pas un nonibre pre- 
miär; et Ton voit que daiis le cas actuel T^quation j? = 0, pourfa se d^ 
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* ■ 

• • • 

coinpoBer en dem: &puitioM da second dpgfiä^ ddot ktt meEBcAMt tte 
contiendront d'iautre ndkd que /^n. , 

En efFeohiant les oaleiib que ooiis o'aTons hSk qulndkpiari cm (toih 
Terait (par la eomparaMon des deux ^quations da quatritoe degr(SZsa(]^ 
que noui aT0|;i8 trauT^ pr^oMenuiient) la relatioii 

A; = ii±6a — 3; 

en indiquant toiqoun par N^ le Domlure des Solutions entidreiKV positi?es 
et moindres que n^ de la eongruenoe 

et par a le nombre . entier qui est donne par r&|uation ;i ss o* ^ 16 b\ 
n r&ulte de ce qui pr&)dde qu'au ddA d'une oertaine limite^ N^ {ra tou- 
jours en croissant« Et en g^n^ral on pourrait d^mbntrer qu'i^tant donn^ 
la congruence ik deux incounues 

^ + 7* + 1 ^ (mod. p\ 
dans laquelle p est un notobre ^emier queleonquef on pourra (oujoars 
assigner une limite de p tdle, que .piVM(^ oette limite le nombre des Solu- 
tions' dß cette eongruenoe ira tou jours en augmentant« Ce th^wdme n*est 
pas^Mns importanee pdttr. pQrre|iir A la df^onstratioa "de Timpossibilittf 
de r^spudire T^uation 

|<»-f !/• 9BS a?, , 

eh nombres Stiers* Car il prouF.e que Ton tenteraik euTaio da d&nosN 
trer eette impossibilit^i en Foulant iStablir que si ofette iSquation ^fait r^ 
soluble^ y^pB des jnconnoes serait d^ible par im noxnbre iofini deoom* 
bres Premiers. Nous jB^iapps eette Observation^ pareeque nous avons mo» 
tif de .oroire que plusieurs anaijstes on t^t^ /De genre de d^monstration^ et 
puis paree^cpe iiou3 avons va i^un gfomdtre distihgii^i n'a pu d&nantrer 
diems aucun cas le tlv^rdöM que monsi |iT<ms d&H>uyer^ «t Html wm ayons 
di§jaiontr(^ p^r une pi^tbode jparticMUdre le^^^^teux prenuers fsß»ß 

jCe que jkf^ T^oai|( de ffyte siir les congruences du ii^Sme et 
du quatriiSine degiij^^ pe repferme /^ les premiers ^l^meos jd'une tb^rie 
tnes-^tendue $ur lef- eongruences de tous les Ae^&if th^rie que nous 
exp^serons daiis une aut^e qcqu^y et nous donnerons Ici T^nono^ d'un 
tb^ordpie ßßa&nl sur les congryep^joes de tous les degr^$ ee 
est le suiy^jt. 

Qn peut toiqourf f^oudreia eongruenoe 

ap" + ff\y + «iV •'• . . + a^/,^ (modt />), 

35* 



276 20. G. Lihri, mUmoin sur la th/orU des nomhrts, 

qui renferme n inoonDues et qui est du degr^ n; le modide p 6tmt d'ail- 
leurs un nombre premier quelconque^ et les coefiBoiens 

^13 ^%9 ^^y • • • • ^nf 

^taiit des nombres entiers quelcobques non divisibles par /!• 

On Yoit que ce th^oreme renfenne comme cas partiouliers Ics deux 

ooDgruenoes 

ajc + Ä ^ (mod. />), 

^ + ^X^ +4^0 (mod. p), 
qui peuvent foujours se r^udre, lorsque le nombre premier p ne divise 
ni a ni 6. 

On passerait des oongruences aux ^quations ind^termint^es^ en 3b- 
senrant qu'^tant propos^ de r^soudre en nombres entiers l'equaüon sli |^u- 
sieurs inconnues 

die pourra se r^utre ä la eongnience 

(P(a;, y, «, .... etc.) ^ (mod. w), 
dans laquelle le modide zi est un nombre entier ind^termin^^ ou meme 
une fonotion queloonque des inconnues jr, j > • . . . «, etc. On peut rÄ* 
soudre par oette m^tbode plusieurs ^uatious ind^termin^, et mome on 
peut trourer avee faciUt^ les iacteurs rationnels d'une ^uation num<^ 
rique A une seule inoonnue^ pourvu que Ton d^termine conFonablement 
la forme de h fimction repr^senc^ par u. Mais cette methode esJge de 
longs d^Foloppemens qui ne saivaient .trouver plaoe dans oe m^oire. 



Tou8 les r^sullaU obienut dans ce m^noire, te trouvent exposea dans deox m*- 
moires pr^seoi^s ea 1823, et en 1825 & rAcad^mie Royale des sdences de Paris- 
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21. 

Memoire sur la resolution de quelques equations 

indetenninees. 

(Far BIr. G. Ubri de Florence.) 



Introduction» 

Jl existe uu grand nombre d'^quations ind^temiiuees qui n'admettent qu'un 
petit nombre de soliitions entieres : mais quoique dans ce cas le problSme 
devienue beaucoiij> moiiis compUqu^^ que lorsque le nombre des Solutions 
est infini^ les geometres u'ont pas cherch^ i\ r^soudre par une methode 
speciale le cas le plus simple ^ comme ii paraissait naturel de le tenter». 
Eu gen^ralisant une methode que nous &vons publice pour la premiere 
fois en 1820^ nous sommes parvenus A resoudre completement un grand 
nombre d'^quations iud^termin^es^ alg^briques ou transcendantes.^ de tous 
les degr^9 contenant deux ou un plus grand nombre d'inconnues« 

Lorsqu'on doit resoudre en nombres entiers une ^quation ik plu« 
AMTS inconnues^ si Ton peut trouver des fonctions de ces inconnueS| tel« 
les que ces fonctions doivent toujours etre comprises entre deux limites 
Diimeriques donn^, quelle que seit la valeur que Ton attribue aux varia« 
bles^ il sera toujours possible de r^uire l'^uation propos^ A une autre 
^quation^ dans laquelle le nombre des inconnues sera egal au nombre des 
inconnues de requation propos^e^ moins le nombre des fonctions dont on 
aura d^termine les limites. Ainsi lorsque le nombre de ces fonctions, 
augment^ de Tunite, sera egal au nombre des inconnues de Tequation pro«* 
pos^, on aura r^olu completement le problome» 

Dans le memoire publie en 1820, nous ayons trait^ aussi des for- 

it^es cubiques et de Celles du quatricme degr^^ qui se reproduisent lors- 

9u'elles sont multlpli^es par den formes semblables« Maintenant nous ro« 

pt^nons la memo matiere en Tangmentant cousiderablementy et nous par- 

^*^iions A demontrer qu'un nombre qtfelconqne rationuel positif ^ est tou* 

l^urs la somme de <j[uatret cubes positifs en nombres ratiounels. Euiin nous 

^'^^olvons dans ce memoire, une classe assez etendue d'dquations ir.determi- 

^^68 de tous les degr^s, dont Lag ränge avait con^Mer^ les plus simples« 
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Analyse« 

Soit propoB^ de r&oudre en nombres entiers r^quation ik deux 
ineonnuos 



V ....+F.(t;,y)+F,(T;,y)+r ( = "^ 

dara laquelle F».„,(t;yy) repr&ente en g^n^ral un pcljucme homogene 
en V et y^ du degr^ n^^m, ä coeffidens rationnels« On pourra d'abord 
aupposer qua tous les coeffioiens aont entiersi et que Ton eherdie seole* 
ment les Solutions entiSres et positives; ear tous les autres oas ae ra[^r« 
tent ik celiii«ci^ en r^duisant les fracttons au mSme d^oomiDateur , et en 
changeant les signes dm variables lorsque ceia est n^oessaire« Puis on 
mettra T^quation propos^e sous la forme 

±Afy'^Gy^^Hy^....^Sy^Tz=zQ] 
et en multipliant tous les termes de DjBjtte equation par f b% et en fesant 
^yszzy bvtspßCy on la traosfonj^era d^ns la spivante . 

\....'\'b^K^j.f^h^f-'t^^.,+p^^^^ 

dans laqueUe les ooeffidens de ^ et de y^ seront ^ux : si h pr^nt Kon 
suppose xy^x^ et que Ton fasse x^=^»'\'Uy on aura, en df^releppan^ 

{AbYi{z^urt:^)'\^Bfbiz^ur-''\^b\ar^^ ^ 

MstutfenoDt le preouer tenne de eeifie ^quajfoni est im poljpiiNtne 
homogne du dcgr^ n^ en « et ii^ ajant tous ses lOoefiBdeiis positifi; ^et 
tous les amtoes termes sopt tels^ que les mepies puissanpc^ 4e py qfji ^m 
le prämier ternie sont mtdjtiplii^ papr des pidssance« dßtffiiw äfl ifp aeront 
multipli^ dans les autres temies par dets puissance^ molnd|nG|K» äe u. De 
Sorte que Ton pourra toujpurs trpuver jxdb valeur ^enitidre et positive de 
u^szLj teile qu'en fesant ii ^=£14*^9 (^ !^tant an nom^ quelcönque 
positif ) tous les ooeffidens de Zj dans )'^quatjtf)n (44.)^ r^stent toujoura 
positifs; et oomme par supposition ^ ne peut avoir que des val^urs pott* 
tivesy r^quation (44.) dans laquelle on a fait i/>>L^ ne sauralt subsEstv» 
Par cous^quent on devra faire 
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et en substituant suocesaivement oes yaleun Aam r^q[iiatiaii (44*) mi aura 
une s^rie de £* -(* 1 ^quations A une seule iocoDDue, dont les fiMJteim r%- 
tionoeb, s'il en existe, fouruiroat toutes (es Taleurs positives de. « qui 
Insolvent requatioD (44.)« 

Noua avons suppos^ x^ z^ n Kon aräit ' au ooiitrtdre z^üp^ oh 
ttnk z s=^j^ + u^y et Ton obtiendrait la limi^ de «r^ de la m£me maDi^ 
que Tod a trouv^ la liinite de £/• 

De cette maniere nous avons trouv^ toutea les soliitioiis entidrai 
et positives de T^qiiation propoH^e; pour trouyer les Solutions entiSres 
et n^atiyes^ Ton n'aurait qu'A cbaDger les signes des varbJJes^.ooQune 
nous' Tavoos d^ji\ indiqu^« 

Soit propos^ r^quation A deux inconnues 

on pourra toujours en avoir toutes les Solutions entidres et positiTesi lors« 
que les trois fonctions 

fO^jy), F(xyy), J^i(^,r), 

^tant rationnelles et entieres^ les signes des termes qui eontiennent les 
plus grandes puissances de jp et de ^ dans le poljmome f{x^ y) seront 
tous cgaux^ et que les exposans de ces puissances ne seront pas moindres 
que ceux des puissances les plus ^lev^i^es contenues dans le poIynome 
F^ap y) ; et on aura de meme toutes les Solutions entieres et n^gatires^ lors« 
qu'en diangeant les signes des inconnues ^ les puissances les plus ^lev^ 
de JT 6t de y^ comprises daus le polynome f{x^ y), seront toutes du 
m&ne signe; ou du moins pourropt se r^uire^ ä l'aide de quelque artii&ce 
de calculi h n'avcw que le meme signe« En eflPet, en fesant 

x = x^ + u, y^y,+t^ 
la fonction f^^^y)^ se r^uira ab^ment h avoir tous ses termes du meme 
signe I et Pon d^terminera ies limites de u et de t^ qui deWendront de 
cette manidre des coefficiens num^ques: alors on pourra trourer ua 
nombre entier et positif ./^^ tel que Ton ait toujpurs^ pour des yal6urs en- 
tieres et positives des inconnueS| en prenant/Or^^ y^ avec tous les termes 

positift« l'inegalit^ 

XA + r)f{x,,y,)>F,{x,,y,y, 

(r iStant une quantit^ positive quelconque) et Ton pourra toujours d^ter* 

miner un autre nombre entier B tel .que l'oh ait (pour des valeürs en« 

tieres et positives des inconnues^ et en y JCnaüt encore la {onctiQnf(x^, y^) po« 
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sitlvement) rin^galitiS 

d'ou il r^sulte qiie F^fx^y y^)y ue pourra avoir qu'un nombre limite de 
valeurs comprises entre B et ^s de umniere qu'en fesant sucoessivement 

F.(a:,yy,)^B, F,(x,, y,) = B + 1, , ... F,(x,, y,) = .i, 
on aura un nombre u^— ^.B-f" 1 d^^qiiatioDS qui, etaut oombiucSes aveo 
lequation propos^e^ fourniront par l'elimiDation un nombre ^gal d'^qua- 
tions A une seule inconnue^ d'ou Ton tirera toutes les Solutions de T^ua- 
tion propos^« 

U est faoile d'appVquer ce principe aux^ equations oontenant plus 
de deus: inoonmies, de la forme' 

/(jr, yy Zy .... etc.) /» (Xyyy Zy •••• etc.) ....f^ {Xyy, «, •••• etc.) = F(xyy^ Zy m.« etc.), 
pourvu que le nombre des facteurs qui composent le {)remier membre 
seit ^gal au moins au nombre des inconnues; et Ton Foit que la forme 
des fonctions 

ff fiy • • • * fns Fy » 

peilt etre alg^^brique ou transcendante. 

Seit proposfS, par esemple, de trouver toutes les spiutions entieres 

et positives de Ti^quation franH^ou/lauie 

que Ton pourra r^duire A la forme suivante 

(JT— y") (l + y »ogjp + o (»ög^)' + r^ C^g ^)' . . • . + etc.) = 2y>; 
U est Evident que les deux in^galitj&i 

ne pourront pas subsister ensemble^ parceque si elles pouvaient esdster es 
mSme tems, le premier membre de cette dquation serait toujours plus 
graifd que le second/tantque les nbmbres xet y resteraient posi|ifik Alws 
il &udra que l'on ait l'une des ^quations^ 

;r = 0, j?=l, jp = 2; jp»— y« = p, op»— y*=l, 
jF>_y«=:2, ar^— y^s=3, jr*— y» = 4, «^-.y«=5 5, «•— y*= 6^ 
a^« — y« = 7, j:*— y^=8, a:^— y« = 9, a:?— y« = 10, a#— y« = ll- 

Mais les dquations 

«?• — y«=:2, x»— y« = 6, JT*— y^rr-.lO, 
ue peuvent avoir aucune Solution entiere; et parmi les 12 ^quatidbs qi^ 
reKtent, il njr a que le» deux equations jp «ä 0, x^ — y' = 0, qui etamt 
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combineM arep T^quatiön propos^ servent h Ia r^umclre: on d^iut de 
la que recpation 

ne peut se ri^soudre en nombres entiera et positifsy qu'en fesant ^sbO^ 
y = 0« On pourrait, de la mSine maniertf trouvei^ les Solutions entieres 
et negatives de T^uation propos^e« 
L'equatipn 

.rf Ä« j?» — ^ f • y» « F.« , (j^, y) + F„^ (jp, y) . . . . + 7^^ 
qm est semblable a\ celle que nous avons d^jA considc^r^^ peut se r^oudre 
assez facilement par la niethode que noiis venons d'exposer; ear cette 
equation peut se r^duire A ^ forme 

en fiesant 

F,{x, y) = F„«,(x, y) + V^{x, y)....^ Tj 
et on pourra de cette mani^re trouver toutes \eS Solutions entieres et 
positives de T^quation proposee. Si Ton vonlait r^ndre l'^iation 

Ab^x^^Afy^ ^¥,^Xx,y)+V^{x,y)....'\'T, 
il faudrait multlplier tous ses teranes par b^'a^ — ^y'^i.afia de rendre le 
premier membre d^oomposable dans les deiix fatpteurs 

A{bx—qy)j i««-*a?*»-> + V^^x^"^ ^y • • • • + f^' y*^S 

le second desquels a tous ses termes positifs. De de pette maniere Ton 
trouve toutes les Solutions entieres et positives ; les Solutions entieres et 
n^gativesy s'obtiennent en cbangeant les signes des variables« 

En g^^ral^ ^tant propose de r^oudre en nombrcs entier^ une 
c^quatioii h n inconnues^ si Ton peut former^ avec ces mcmes inoonnnes^ 
m fonctions entieres ^ cbacune desquelles^ poqr des valfiurs quelconques 
des inconnues^ doive ^re moindre que Z/-}*!^ et plus grande que Xr,^ 
(L el h^ itant deux nombres entiers) en ^galaiit suocesaivement ch^cune 
de ces fonctions aux. nombres 

^1 + if -^i + 2, . • . • L, 
on aura m{JL^ — h^ ^quations; et les Solutions entieres de I'equadon pro* 
poseCi devront ae trouver parmi les racines entieres de ces dernieres iSqua- 
tions; et si la natura des fonctions que Ton a trouv^ est teile ^ qu'en 
combinant les divers sjrstemes d'^quations qui en t^sultent aveo l'^quatioti 
propos^e on puisse ^liminer m inconnues, on obtiendra une Equation plus 

Cn!M J«anal <L IL Bd. OL m. S. 36 
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ftiiiip)e ^ AO eoBtienJra qiie n-^m ineonnues; et lonque m s=in — 1^ 
requation proposee sera r&olue coznpletement. 

Soit propos^ de r^udre en. nombres entiers T^quatioa ä coeffi* 
oieBS ratioBiieb 

on pourre toujoura siipposer que les ooefficiens de oette ^uation soot 
entierS) car s'^ils ne T^taient pas, fla deviendraient tels en lea r^uisant au 
mörne d^oatum^ur^ et en multipliaot toute T^quation par le carr^ de oe 
d&ioiiiiiiateiu*. De plus on supposera que les inoonnuea x et ^^ sont 
poskives; oar si elles sont n^gatives^ oa pourra ohanger leiirs signes et 
les rendre positives ; et Ton admettra que tous les coeificiens du premier 
membre sont positifs ; car s'il y en avait de n^gatifs^ on les rendrait tous 
positifs en posant x ^=x^'\- hy et en d^terminant A convenablement« 

Maintenant si Ton multiplie par 4^* tous les termes de T^uation 
(45«)> et que Ton fasse 4a*2;* ss (2a^jcr*-f-ijr+ 1;)% on aura en developpant: 

4ö*jp* + 4ö»Ajc' + 4ßVjr* + 4a»rfar-f 4c*e 1 _ 
— 4a*jp*-~4p^Aa;' — (4a«i; + A*)ar»— 2A2;ar— x;M "^ ^^ 
et partant 

46. (4a*i; + 4«~4öV)jF* + (2Ät;— 4Ä«rf)^ + «^— 4«'^ = 0. 
Dims cette demiere *^qiiation v peut ^re positif «u n^gatif; si on le sup* 
pose positif 9 il ne pourra jamais surpasser uu nombre L qui » Substitut 
poiir V du» r^uation (46.) ^ rendrait tous ses termes positifii; alers on 
detra Iure aoocessiFement 

t; =3 Q, 1^ 5, 3, . . . • L— .1, 
et on obtiendra par r^limination toutes les solutiens entidres et positives 
qui oorrespondent a I-bypothese de t; positif. Soit v n^gatif rt ^al A — t, 
et seit t<C^i en sttbstituant cette vidieur dans I'^uation (46«), eile deviendra 

47. (A«~4a*c— 4öV)ar*4-(— 24^— 4ii*iOa? + (^*— 4a*e) = 0« 
uainteoant si Von siq^ipose que s sok la pkis petite des valears entieres 
de^ qui satisfont h Tin^galit^ 

an substituant s -{- m^ pour t dfflis T^quafion (4!f.yy (» ^nt un nombre 
positif queloonque) on en d^dnira une autre ^qnirtiea de Ul forme 

qoi a tous ses ooefficiens positife^ mais qoi est absurde paroeqve Ton a 
par supposition 
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Sil existe doDO une valeiir de 1;^ negative et nomifB qaß m^ qd itttb- 
fiisse a r^quation propos^e^ eile devra se trouver parmi las aombres 

— 1, —2, — 3, .... -^(*— 1). 

Si dans l'^ation (40.)^ onai;= — u ei u'^Xf en divnant u 
par Xy OD trouvora le qiiottent n et fe reste r<^jp, et en pasant 

on obtiendra 

j-.4a*Ä*— 4ö»(A— ä)x'+(4öV — (Ä— Ä)*)jr*4-2(Ä— n)rÄr— f*} *^ 

4a*»jp'+(4ö«r+40»r~(*— /i)«)j?«+(2(Ä— /2)r + 4ö«i0^+4ö«tf— /^«O; 
mais puisque 4a';s*]>4o^^^^ on aura toujours b^n^ et par cons^qent 
on fera suooesttvement 

;i = 1, 2, 3, .... Ä-^1} 
et en substituant toutes ces valeurs dans r^quatioo pr^i^dent^i^ ^n 4^e!t^ 
ininera, comme auparavant^ la limite de r. 

De cette maniere nous avons r^duit T^quation propos^e & d^pendre 
d'uii Bombre dpnn^ d*eqiiatioiui ^ une aeule iuconniie^ doot ön aaSl treu« 
ver tous les fiioteurg rationneb« 

Seit firopos^y par ^cenipley de r^udre en nombres entiers et 
posttifr r^quation 2i deux mcoikiues 

^♦4.4^ + 11 5=;^; 

en fesant «ss;r'-f-3^*h^> ^^ slut^^ apres km r^dmtkms^ 

(4 + 2r)jp» + 4ra? + r«~ll = 0| 

81 r est un non^bre poaittf^ an voit qu'on ne saurait aroSr r ^ 3 ; si r est 
^gal ä un nenbre n^i^ifif — p et que Ton ait /X^r^ an f^endra 

(4— 2/i)a^— 4/>jrr|-y^»^.ll = 0; 
et en fesant /9 a= 3j tu p^ 3^ en frouvera une eqitation de b fotme 

aa^ ^ bx-^ll z;=: p% 
qui est absurde pareeque par tupposition a^^p^p 

Lorsqii^ r est un noinbre n^gatH^ et que l^en n — ^^^r^ on f era 
r aas — (df 4" Oj ^ö supposant — t<^Xy et on obtienifra 

ar* + 4j^ + ll « (a^ + jr-.#r 
et par suite 

^m" 4- (2i— l^" 4^ %tx +• 11 ÄJ^^V 

et puisque ar*>^% on ne pautra pa» W9iß t^^ 
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XI «erait absurde de rapposer rs= — (/ijp-f- Oi ^^^.1^ paroeque 
fon anrait alors r^quaäoD 

qui ne saurait jamak s'accorder avec I'autre 

Par cons^quent ron obttendra le sjrgtdme suivant d'^quatiönB 

« = j:* + 2a?+3i « = ar"-{-2«'*^l, «sÄap^+ jc, 
qui ^tant oombin^ aveo T^quation propos^e doivent servir h d^terminer 
les valeurs des inoonnues« Maintenant si reo eSectue les ^Uminatioos^ 
on ne trouve que les valeurs jp sss 1^ ;6 s 4^ qcü r^olrent r^qiiatioD pro* 
pos^, et qui donnent j« ^4 >< js^ii ^ 4.. 

L'equation que nous veooiu de traiter sert & r^udre Tautre 
48. ^jp* + (By«+Cjr+D)x+JE/ + fy«+Öy4-H =sO, 
lonqdte B n'est point ^gal tli z^ro ; en e£Pet . on trouve rexpression 

dai|S laquelle la quantite oomprise sous le signe radical 4oit satisfiure ä 
une ^quation de la forme 

et loAqu'oD aura obtenu toutes les Solutions de cette ^quaHon^ on anni 
r^Iu oomptötement r^qimtion propos^« 
Si dans l'^ation (480> i'on fiedt 

yzsx+t, Hz=za, G^e, F=/, Ä=?^, 
jD+^ = A, F=c, A + JSssi/^ B+2F=sä, 
on la transfonnera, aprds les substitutions, dans la sohrantA 

qüi est assez g^iij^rale^ et dont on pourra trouver toutes les Solutions enädree# 
Si au lieu de T^quation (48,) <m avait oonsid^ la suiv an te 

on aurait pu la r^oudre de la mSme manidre, pourm que tOusJes ooeß» 
fidens Z>y £y • • • « F, ne s'^vauouissent pas ^ la fois^ ot'Con ^ aurait 
d^uit de nouveUes transform^ plus g^n^rales que eelle que nous veoona 
de trouver; ear la m^thode dont nous avons fait usage pour r^soodre 
r^quation (45*)^ peut s'appliquer dgalement a l'autre plus g^n^rale 
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Qn a d^jä vu que par lSn{^yy)\ nous designons une fonction ho» 
mog^e^ ntioimene «t eutiere^ du degr^ n^ entre ar et y; en g^o^ralisant 
oette Dotation^ nous repr^nterons dans la suite par V^ix^y^ z^.... etoO» 
une foDction homogeaei rationnelle et entiere^ du degrd n^ entre les inoonnues 

^> Vf ^> • '• • • ^t^« 

Maintenant^ ^tant donnee I'^quation 

F.(ar,y)+F.(x,y)+/=:0, 

81 Ton peut trouver une Solution rationn^Ie de celle-ci 

la premiere sera resoluble aussi en nombres rationnek. En effet^ m lei 
valeurs x=^m, y = ^^ satisfont ä l'^qpiation F« (^^ y) =^ 0^ en fesant 

X = mp + f, y = /i/i + r, 
et en 8i4)8tituant oes raleun danft T^quatiotf 

Fa(^,y)+F,(jr,y)+/==aa?* + Ajry+<?y*+^^+^y+/==0, 
on aura 

et puisque. par bypothdae on 4i um^'\'bmn^cf^ ^s^Q^ on obtiendra 
r^qüation ^ 

dans laqudle les incoiinues ^^ /^ penvent prendf^e des valeurs rationnelles 
queloonquesy et en substituant oette valeur de /s dansies valeurs de ^ et 
de y^ on obtiendra toutes lea sohitiöns rationnelles de T^cjuation propos^« 
n est dair que la m4me diose arriverait si Ton avait T^quation 

49« F«(jc>y, a^«.«« etc.) + F»(ar,y, «,.... etc.) +/= OJ 
qui renfertme un nömbre quelconque d'incoonues« Et il faut observer 
qu'^tant donnee iine sobition x=^lf y^ssm^ « = /7^ • • • • etc. ^ eu nombres 
rationnels^ do T^quathm 

F,(jr, y, ;i^.«^ • ♦ etc.) = 0, 
cm peut trourer toutes les Solutions rationnelles de l'^quation (49.) en fesant 

x^i^lp'^ff y^mp-^^tf z^s^np-^Sf • • • • etc., 
(los quantites f, r^s, m.»^ etc« , ^tant des nombres rationnels quelconques) 
et Ton yoit que ces Solutions sercmt toujours en nombre infini« 

Par exem^Je^ on sait qu'ün nombre entier quelconque ui est toujours 
la lomme de quatre carr& en nombres ratiers, on aura par cons^quent 
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^ sa «« -I- 4V4. d' + rf»; 

BMtb ii t*OB: Toubit ooims^re jtoitteft les Solutions ratioimellei de I'^quatkm 

OD ferait 

i^t l'on aurait 

et la formule 

^-('+f)'+(*+f)*+(«+f)'+(^+-i)V 

(dans laqu^e on peut donner i\ ^^ r, ^, /, des väleura rationuelles <[ue1- 
eonques) exprimera toutes les mani^s do d^omposer le nonibre A en 
quatre carnSs rationnels. 

n fant observer qu'^tant dona^ r^iation 

50. ajr' + ijry + cy^ + rfjp:c4-^yt+/«^4-^^ + ^y + '^ + *==Of 
81 le([iiation \ 

Mt si^kfaite eu fesant x^s^n^ y ^szr, z^aam; wk substituera daus T^^ia- 
tioo prepoa^ les "vaieurs. 

et on anra . 



ou il ^»t (ätterver qqe l*orsqu-eii poorril r^swdre ea nombrea entien 
r^quatioa 

qiii cootient lea trois ipooDimes ^, ^^ ty od pourra r^udreuiiisd f^quatiop 
(50*) en Dombres entierS| d'une infiolle ^e ihanieres. 
Si r^qui^oii propos^e . se i^duisait a\ la form« 

pour tficher de la r^oudre en nombres entiers il-faudrait ihire 

auf *f-cr^-f /7>^ SS +1. ^ 

Cependant U 7 a dea. oas dans Imcfueh l^^quation proptese^ ba aai^t ^fre, 
re^okie ein noodires eatiers^ quoiq«'€^ .puisM inroir ime bifinit^ de aolu- 
tious fractjonisaires» 

L abränge a d^ontr^ ^ne kfkqn'^n midtiplle räfiendl^le les deux 
formules ' 
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X^—ar^^bZ' + abCr^ss^F,^ 
on aura ioujours r^quation 

dans Inquelle les quautites ^fB^ C^ D^ sont d^termm^es } maintenant A 
Tod iait 



■»«» — » 



( les quantit^ x^y yi^ z^^ u, , ^tant des nombres rationnels quolconques) 
on aura 

et cette formule comprenitra toutes les mani^res dont on peut r^oire le 

produit FF^ a la forme 

n* — a y* — br^-^-abs^ 

Notni^ analyse Iburoit beaucoii{^> do nouvelles formules B«nibIabIeS| car en £»ant 

l =-.= F.C-r, /^ Zy Uy ..•. eto.)4-^9 
/^^,= F.(X, r, Z, i7, .... etcO+^f 

on trourera ais^mout que i'ou a toujoum 

FF, = F, {py fy PySy . . . . etO.) + -^, 

(les qtiantites yv, y, r, ^^ ••• • eto«, 4tant des fonctions rationneHes des 
quantit^ jiy Xy Xy yy Yy Zy Zy . .^. etc. ) pouryu que fmk puisse r&o«« 
dre r^quation 

en nombres rationiipels. Amsi^ par exemple^ si Ton fait 

F = .r^ + 41/ — 113 z^ + a /♦, 



on aura 



ö^^ 



/ 19(FP, + 1 13r»~p>-4l7»-a5-) . y 
^\ 2(19p4.l64g — 339r) ^''z 

^^i — ^ -r *iV 2(19p+l64^ — 339r) ^^ ^^ 

; .|o/ 3(FP, + li3r'-p'-41^«-aj^) , ,V 
f^*'^\ 2(l9p + 164(y — 339r; "»" / 

les quantit^ py qy Vy Sy etant des nombres rationnels quelconques« 

Ce que nous venons de dire par rapport aux formules di*second 

degr^^ peut s'appliquer aux dquations ind^termin^ du troisieme degr^^ et si 

r^uation u deux inconuues 

V,(xyy) = 0, 
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est r^Iuble en nombres ratiomielgi Tautre 

F3(^,y)+F.(:r,y)+F,(ar,j) + Är^=0j 
sera resoluhle aussi: eu elFet ^tant propos<^e l'equation 
51. act^^bx^y^ewy''^df + ex'+fxy+gf + hx^iy+i:=iO, 
81 Ton peut trouver deux nombres entiers m^ n^ tels que Toti ait 

bm^ -^ brn^n '•\' cmn? -^ dn?z=z 0^ 

Oll poiirra faire a? = m/> + 7, y^ssnp^ty et en substituant ces valeors 

dans requation (51.), on aura uue ^quation de la forme 

52. Ap^ 4- B/i^ + C/> + Z) = O, 
dans laqueUe 

^ = am^ + brn^n + cmn} + dn* = 0; 

et si Toii fait £ = 0^ on pourra ri^udre Te^uation (52.) et Voa aura 
^ = — -^; et en ^liminant f ontre les ^juations 

on obtiendra une ^quation de la forme 

;, = ~F(r), 

« 

(dans laquelle F(r) exprime uue fpnction rationnelle quelconque de r) qui 
fournira une infinite de Solutions de T^quaftion jproposee lorsqu'on donnern 
& r des valeurs rationnelles quelconqucs« 

n est divr que Ton parriepdrait A un r^ultat semblabte» si P^qua« 
tion proposee coutenait un plus graud uombre d'inconnues ; car fA l'^uation 

F3 (x, j, «, II, . . . . etc^) =5 0, 
peut etre i^olue en nombres rationnels^ l'autre equatioa 

F3(a?,y,«,i/,....etcO + F,(x,jr,^if,..,.etcO + F»(^^y^«i^f--*e<c.)+/=0, 
aura un noinbre infini de Solutions rationnelles« Maintenant si dans T^cm«» 
tion prec^dente on fmt 

/ =s — m, F, (x^y, z,u,.... etc.) = «* +/*— ^^ — ^V 
Fa (^9 y^z^u,..^. etc.) s= F^ (x, jr, ^ li, . . • . etc.) = 0^ 
(m ^tant un nombre ratiopnel quelconque) putsque t^uation 

dp^ +/ — «^ — 1/' SÄ 0, 
|)eut se resoudre en fesant* x^szy z=z z s: ii ; on pourra resoudre ausii 

requation 

«^ + Z' — «^ "• ''^ =* 'w, 
et Ton aura ridentft^ 
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dans laquelle ^ est un nombre queloonque rationneU De cette maniere 
I'oü a d^ompos^ le nombre ratiounel m en quatre ciibes rationnels, dont 
deiix seront positifs et deux o^gatifs« Mais on peiit^ lorsque m est im 
nombre positify r^uire le second nombre de cette equation d ne Gontenir 
que des cubes positifs^ et c'est ce qae noiis allons prouver '^ prdsent« 

Suppösons ^ positif et tel que Ton ait ^^^<C^m ; il est clair qu'a- 
lern les deux premiers oubes du seoond nombre de T^quadon (52.) seront 
positifis^ tandis que les deux autres seront n<$gatifs» De plus dans Tidentit^ 

le secoud membre est la somme de deux cubc^ poii(iti& lorsqu'db a ü^'^^b^ 
^W h plus forte raison on aura 2(^^b^\ si Ton fait dono 

r^quatiren (53.) ae transformera dans la suivaute: 

dans laquelle les deux cubes qui composent le second membre seront po- 
sitifii f wsqu'on aura 

Suppösons maintenant que cette ini^galit^ soit satisfaite^ et repre« 
nons ildentit^ (53.) en j fesant 

fl est dair que noa aurons l'^quation 

« / m+6^> y/ (i>i + 6g^)'^2m« y /7n V _ 

!/ m-f6g» y / (m-f67»)«>>2m«y _ / jn^y ) «^ 
\ 6y / Vm4-6g»/ + m» / ^ \6g»/ f 
/ >n+6g» y/ (m-H.6<y«)'^2m» y /jn_y| 

dans laquelle le premier cube du second membre pourra s'ecrire de cetto 
maniere 

Ctelle"! lonnua d. M. Bd. IX. Hft. S* 37 
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et afin qüe ce cübe soit posihi 11 sufHra mie l'inügalit^ 

56. (m + 6y') (/w-fÖy')* — 2my>2m'((m + 6y')'+mY, 
seit satisfaite ; et Ton roit ^e cette in^gaiite renferme l'autre 

(puisque les deux nombred m et fy sout positifs . par suppoBition) et que lors« 
que Hnegalit^ C^^*) s^ra satisfaite, le second cube du second membre de 1'^ 
qualioa (55.) sera positif aussi^ puisque si Fini^galite (56.) est satlsfaite l'autre 

3(/7i + 6^/ {(m+6f)—2m'Y > m' ({m +69^ + m^ , 
sera satisfaite amri« II suffira donc de Mtisfaire A Tin^galit^ (56.) pour que 
les deux oubes du second membre de r^quatioii (54«)^ et les deuK cubcs 
du second membre de T^quation (55.) soient positifs» 

Sfoit^ pour abr^ger^ ßy^sszz, rinegalite (56«) deviendra^ en extra- 
yant la racine cubique^ 

d'ou Ton d^uira^ en ordonnant le premior membre par les puissances de z^ 

57. «*+w(4— v^2y+/w«(6— 3 ir2)«'+/w'(2— 3^2>— iw*(l+2^2)>0. 

On a suppose ^^^f^f ou bien m^zs en fesant dono mz=^Azj 
on aura A^l^ et en substituant cette valeur de m dans rin^Sgalit^ (57.)9 
on aura^ apriSs avoir diyis^ par :c^j Tautre ini^^galit^ ^ 

l+(4~^2)-^ + (6— 3/-2)^+(2— 3y^)^— (l + 2|r^^ 
et Celle- dürfen j fesant ^=1 1 -f-ar^ se transformera däns la suivante 

58. 12-9 J"2 + (t8-24^2>r + (6-^24 •^2)i*-(2+ 11 ir2)a7'-(l+2/2)jc^O, 
dans laquiäte il sera^leajoürs possibl^'de tronter pour x un nombre ra- 

tfönnel positif quiiia satis&sse; en effi^ puisque Foii a 126>100v^2^ on 
auraaussi 12-9^2>H, 

0t w deYNL d^ ufib^: o6]Dil^r9.> td que la soiome de tous les termes qu'3 
multipfie dans rin?gaB£< {^%^ »»Et« tneiddre que |§. On fera ik cet effet 

1001^2 = 126) car tous les termes qui1i})int multipli^ par x dans l'in^ 
galit^ (58.) ^taut negmfs/ön ne devra oraindre iwuQu^e erreur en prenant 

pour v^2 un nombre un peu plus grand que^la valeur ^xacte de ce ra- 
dical« Par cette Substitution Tin^gaKti^ (58.) se transformera dans la suivante 

33 — 622j?— 1212j?^ — 793a?^ — 226jr*>0; 
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d'oÄ Ton d&Iuira^ en fesant xi=^—^ 

et comme — ^ est le plus grand ooeiBcient negatii' de oette in^galit^, 
eile sera toajours satisfaite «n fesdiif 

et & plus forte raison en fesant 

(ii etant une quantU^ posUIve quelcooque) d'ou il r&ulte que la raleur de 

satisfera i^ Hn^aUf^ (58.). 
Mainteaant l'oo a 

et partant 

mab comme par bypothese 9^<Z^9 ^ faudra trouver un nombre rationnel 
positif f ^ tel que f^ seit compris eutre 

m - 415m 
¥ " 42676^' 

et il est clair qu'on pourra toujours trouyer une infinit^ de valeim de j^ 
oomprises entre ces limites^ valeurs qui satisferont ä toutes les inigalitSs 
d^ condition que nous venons de trouver« 
Maintenant puisque le binome 

\ 6g» / \iSq^) * 

ee r^duit ä la somme de deux cube^ positifs, d Taide de ridentit<$ (^4*)» 
et que d'aprSs Tanälyse pr^c^dente on peut r^duire l'autre binome 

/ m4-6 93 y/ (yn-f.6g^)*— 2in^ \' i mV 
\ 6g» /V(m + 6g^)* + mW \6gV^ 

A la somme de deux cubet positifs a l'aide de T^quation (55.)^ il est clair 
que Ton pourra r^uire le second membre de T^quation 

'" = (=^T+(=i^T-(s7)'-(sF)' 

A la sonmie de quatre cubes positib; et partant on aura pour' r&ultat^ 
qu'un nombre quelconque rationnel positif peut toujours se d^composer^ 
d'une infinite de manieres^ en quatre cubes positifs^ en nombres rationnels. 

37 * 



292 21« G. Libri, memoire sur ta r^c^olution de guitque$ ^qüaiions mdAennin^es. 

Lagraoge en cherchanl les formes eubiques qui se reprodkusent^ 
lorsqu'ellcs sont wultipli^efi entre elles^ trouva la formule 

qui ^tant muhtpll^ par iine foramle seinblabfe donne un produii de la 
möine forme» D'apres les principes que nous vraons d'exposer on peut 
trouver tiu grand notnbre d'expressions nouvelles, de la meme espoce qoe 
la formule (59.)^ et qui ne sont pas comprises dans celle-ci» En effist 
€tant dorniges les deux ^uationsi 

F, c= P,(jp,ij^„«,, n., ••••etc.) + ^» 
on pourra toujoun iaire 

FF, s= P,(r, ^, /, i;, etc.) +^, 

Oes quaotiteä r, s, t, v, • • • • etc. y 6taut dea f onctious rationnelles des 
qoantit^ Jt, ät, jr,, ^, j», «, «» . . • • e*c.) pourvu que T^uation 

V,(X, r,z,[/, .... etc.) = 0, 
puiaae dtre> r^olue en nombres ratiooneb« 4iQ8i par ex,emple en fesant 

F^x^+y^ + z' + u^, F,:szX''\^r+Z^^U\ 
on oura lidentite 

dans laquelle r^ ^^ t^ sont des quantit^ ind^terminees« 

Euler a demootre pour la premidre fois, qu'im nombre queloon* 
que rationnel positif est toujours ^gal it la somme de quatre carr^ eo 
nombres rationnek; il a demontr^ aussi^ que le prodüit d'une somme da 
quatre carr^i par une somme de quatre carr^^ est semblablement la 
aomme de quatre oarr^: l'analjse pr^c^dente montre que i'on peut g^ 
n^raliser ces deux th^ordmes» et les ^tendre aux troisidmes puissances« 

La m^thode que nous avons expos^ n'est plus g^n^ralOi lorsque 
les formules que Ton oonsidere passent le troisi^me degr^ ; et c'est A oe 
degr^ qu*Euler et Lagrange se sontarrSt^ dans leurs recberchea« Qe* 
pendant on peut trouver des formulai de tous les degr& qui se repro« 
duisent lorsqu'elles sont multipli^s par des formules semblables« Ainsiy 
par exemple, pour le quatrieme degr^ on a les deux formules 
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qui repr^sentent rationneUement ious les nombres rationnels^ et diaoime 
deaqueUes se reproduit lorsqu'eUe est multipli^e par ime f ormide sernUaUd» 

Lagrange en partant de la formide (59.) a trouy^ une iofidt^ 
de solutioiis entieres de I'^quatioq 

et fl a €ni que cette ^quation o£Brirait beaucoup^ de difBoult^ dt oq toih 
lait la r&oudre autrement que par sa m^thode : nous ailotis^ voir maiii» 
tenant qifelle est un eas particulier d'une ^uätioii g^n^raie dpiit oa ^eut 
toujours avoir une infiait^ de aolutiona entjdrM« 

Seit propos^ de r^soüdre en nombres entiers T^qui^n 

^ ..... • +¥p(af,,j^,i«„„..etp,)f 
dans laqndle on cxprictie toujoursenr g^o&ttl par' 

iin poljQome bomog^De, ratioonel et entiwy da defffi f (p jAant .an 
nombre entier posidf) ü^ coeffidens entiets entre les variable : ' 

^r$ Xry «r> •••• etiOiJ 

si Tun qaelconque des exposans n^ nt, •« • • ^, y, ate de ftcteor oomniini 
aveo aucon des autres expösans,, on pourra toiljoars r^soodre* d'tuie iafi« 
täk6 de manieres T^quation (60«)t £n e£Pet, soit ^ Vexposant qni n% da. 
fiMteur commun aveo aucun des afitres exposdns ü» jH^ • • ^ « pj\ p« ilietlni 
u ä Ul place des ineonnues x, ^ Xtf ^4f • • • • etc. dims le poljmoiiie' 

et en siipposant que la somme des cpeJBciens du poIynome 

seit ^gale A i, on aura 

F^(//, 1/, t^, « • • • etcO 2= iw'''} 
pttis en fesanty pour abr^er, le nombre a ^gal an produit /z X^ X ««#• X/^ 

on ^rira dans requation (60*), {bX^ d la place de if» (iT)" |t la 

place de y^ (fiZy ik la place de «> # # • ♦ etc.} puis on ^crira {ht^^ 

&.la place de oo^^ (b FJ"* ä la p(aoe dq y^^ {bZ^ h la place de t^^^ ••••etö«; 
et ainsi de suite jusqu'au demier pol/neme du premier membre danä le« 

£ £ £ 

quel on ^crlra (A^X^)'' A la place de j^i (P^^ ^ la place de ^^^ (5 J^^)^ d 
la place de z^y •••• etc.; ou fl faut obsenrer que les quantit^ 
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•S-i^ *!,> "^l f • • • • ÖtC» j 



expriment des oombres eutiers quelconques« 

Maiutenant pour determiner la valeur de Uy Von fera 

l ~'Pn{{hxf\ (61)% {bZ-Ty .... etcA 

/+ |f^((ää^)-, {hY,fy {bZ^ry .... etc.)\ ^ ^ 

(+T^''fc*^^)'^ (*''^)^ (*^')'^ ...-etc.) 
et il est olair que u sera un nombre entier« A präsent si ron multiplie toui 
les termes de cette equation par u'*^ (t etant Tun des nombres entiers et 
positifs qui r^solvent requation a deux iuconnues at-^ l s^fif) et que 
daiis l^qu&tioa (60.) Von fasse 



n 



jc, = (bXy)% y,^{bY,u*f, x,—(JiZyfy .... etc., 

« 

f • • • • • • •• • • . ^ m ^ ^ • • •#•• 

jr,. = (6-Sr,o')^ yr-^{bYruy, Zr — iltZrU^j .... etc. 
Oll aura r^«ohi l'equatiou propos«e d'uoe iofinite de maniercf^, et l'on 0^ 
tiendra i'identlt^ 

F„((AA'«'f, (ÄJö')% ibZu'% ....etc.) 

+ Fp(CÄ^.«0^, (Ä7,«')^ (*^r«0^ etc.} 

II serait laciie de g^neraliser cette m^tbode, et de rapnliqaer ä beavi* 
coup d'autres equations composees de polynomes qui seraient toujoun Im^^ 
iDogenes, mais qui pqurraient etre fractionnaires et meme transcendaKf^y 
oeanmoius comme ces recherches ne presentent aucune difficult^^ rn^VB 
crojoDS ne pas devoir nous y arreter plus long tems« 



■] 



1823 



Ce memoire fesait partie d'un travaii sur la throne des nombres 
23 ?« TAcad^mie Royale des Scieoces de Taris. 
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Theoreme relatlf ä une cci ?aijie fonction transcendante. 

(Tat E. F. .'. Minding.) 



Jl arm! les cas les plus simples^ qui (lev^vecit servir a eolairer d'avaace ki 
th^rie g6nera\e des integrales adifh'* eutielies alg^briques^ — th^rie dont 
rimmortel Abel a ]et6 les fondemens dans oe qu'on fit pag. 200« dn 
qiiatrieme voIume de ce Journal^ — on doit compter celiu de Tintegrale 
/rfjj/(l +«jr*), dont je viens ici proposer la propri^t^ fondamentale. 

Pour abreger je desingncrai par /^ .1 la fonction /^(l-f-aor^), dans 
laquelle a represente une constaiite queloonquei quil est superflu d'indi- 
quer sous le singne A^ attendu qu eile restera la nieme dans le coors de 
cette note«' 

D^termiuons d'd>ord les quantit^ variables a et 6, que nous sup- 
posons etro independantes entre elles^ . de maniere que T^quation 

(a^-fa)^-Ä'jr^(i+«a^) = 
ait parmi ses radnes deux. quantit«^s variables queloonques, que nous d^ 
signerons par jtx et X2» 

Cela po8o, on pourra Egaler iVxpression 

«I uD produit de trois fiftcteurs x^ — x\^ x^ — x^y x^ — x\f en repr^entant 
par X3 une troisieme radne de r<^uatiou propos^ dont la valeur d^pen» 
dra des variables donn^ o^i et X2» ' 

En effet en supposant 
(x^ + ay ^ b^x\l + (tai') =x' — xj.x' — xj.a^ — jr;, 
on aura 

3ö^ — Ä^ = x\xl +x\x]+ x\x[ 



ö' = x\x\x^. 



ou luen, plus simplement^ — a z=i Xi^x^^x-^. 

Pour.detemiiner a^\,b ea fonctiona de o^i et jTa, on pourra se ser- 

vir des ^quations: 

opj + a = hxyi^Xi 

x* + a = bxi^x^. 
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9 

Oa tire de U: 



— ^» A a?r — Jc* A JCa . 
Xx A Jc^ -^— ^a A ^^ 

CoQsid^rons maiatenaiit la somme: 

'dXiAxi'\' (1x^4^X2 '{' rfxjAjr,* 
En mbstituant au lieu de Axi^ Axt, Ax^ les expresuons äquivalentes 

^ ' l $ Hi^f ^i'^^ OD trouTe que la somme propos^ est ^gale ä la 

nurante; 

qui rerient^A oeHe-cft 

Ddnc Ott ai dxiAxi'{'dx2Ax2'\-dXiAx^=i»bdb^ <m bieO| eu iut^rant 
et reii^la9ant b par sa valeur trouv^ ci-dessus: 

f4x,Ax,+fdx2Ax2^fdx,Ax, = ig^ C^r^niA J '^ 
lia quantit^ jpj est dAeminie par requatioo; 

Xg A^^I *""^2 fc-jkJP» 

Od anrttt pa» apvjSs riat^gratioD, ajouter uue constante; mais il est faeHe 
de se eomräinore qu'en commeufaiit les iut^gratious par des valeurs je^ro 
de Jpg et 4fs , la oonstaate s'^vaaoutt« 

En (%pdattt etitre elles les quantites arbi^niibes Xi et jtsi les r6ni^ 
tats pr^oM^ni e^ ^augevt cpmme fl suit: 

2fdx2^x,+fdx,Ax, = Jc[^^|j]', 

De U diSceole knm^Aatemeiit jce qua nous venons de dire par rapport ik 
la oonstante d'int^gration« 
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k. 


log. Sof* k. 


D. 


log. Gin. li* 


D. 


log. lang. k. 


8,00 


3,173 3259 f«« 


43429 439 


3,173 3248 107 


43429 Ha 


9,990 9999 023 


8,01 


3,177 6688 523 


43429 439 


3,177 6W7 565 


43429 458 


g^9Hb 9909 042 


02 


3,182 UJIT 062 


439 


3,182 0117 023 


457 


061 


03 


3,186 3S47 ¥30 


430 


3,186 3546 480' 


467 


080 


04 


3,19ü 6076 839 


440 


3,19(; 6975 937 


456 


O08 


05 


3,19^ 0106 279 


439 


3,195 040& 395 


457 


116 


8,06 


3,199 3835 718 


«3430 44O 


3,199 3834 852 


43429 456 


9,999 9009 134 


07 


3,203 7265 158 


439 


3,203 7264 308 


457 


150 


08 


3,2()8 0694 597 


440 


3,208 0693 765 


456 


166 


09 


3,212 4124 037 


440 


3,211 4123 221 


457 


^ 


10 


3,216 7553 477 


440 


3,116 7542 678 


456 


201 


8,11 


3,221 0982 917 


434(t944i 


xnifvmxw 


43429 456 


4^909 9909 317 


11 


3,225 44n 358 


440 


3,'-r25 4411 590 


466 


232 


13 


3,229 7841 708 


441 


3,220 7841 046 


465 


348 


14 


3,234 1271239' 


441 


3,234 127<l 501 


456 


•2Ü2 


15 


3,238 4700 680 


441 


21,238 4600 957 


455 


277 


8,16 


3,242 8130 121 


43429 441 


3,242 8129 412 


43429 455 


^999 9000 291 


17 


3,247 1559 562 


442 


3,247 1558 867 


»55 


305 


18 


3,251 4969 (04 


441 


3,251 4088 322 


455 


318 


10 


3,255 8418 445 


442 


3,2W 8417 777 


45S 


332 


20 


3,260 1847 887 


442 


%260 1847 232 


465 


345 

• 


8,21 


3,264 5277 320 


43420 442 


3,264 5276 687 


43439 454 


11^999 9999 356 




3,2(« 8706 771 


441 


3,266 t'jijo' 141 


456 


370 


23 


3,273 2136 212 


442 


3,273 2135 996 


4S4 


,384 


24 


3,277 5565 654 


443 


:^277 f.*i6f 050 


ASi 


y» 


25 


3,2818095 097 


442 


3,281 8tr>4 MM 


454 


407 


8,26 


3,286 2424 539 


43420 442 


3y28b 2433 938 


43429 454 


6^099 9999 419 


27 


3,290 5P>53 981 


443 


3,290 5853 412 


454 


431 


28 


3,294 9283 424 


442 


3,294 0382 866 


454 


442 


29 


3,290 2712 866 


443 


3,299 2712 320 


454 


4M 


30 


3,303 6142 309 


443 


3,303 6141774 


453 


465 


8,31 


3,307 9671 752 


43429 443 


3,307*9571 227 


4342D4S4 


f/»9 9099 475 


32 


3,312 3<JÜ1 105 


443 


3,312 3000 681 


453 


486 


33 


3,310 0430 638 


443 


3,316 Gil^} 134 


.«3 


496 


34 


3,320 »«0 081 


444 


J,320 0859 587 


4W 


506 


35 


3,325 3.»39 525 

* 


443 


3,325 3^89 040 


453 


515 


8,30 


3,320 6718 968 


43420 444 


3,329 6718 493 


< 

434^453 


9,999 9999 52S 


37 


3,334 0148 412 


443 


3,334 0147 916 


453 


534 


38 


3,333 3577 85Si 


444 


^338 257^ 300 


*« 


«44 


39 


3,342 7007 299 


444 


3,342 7006 851 


• ^l 


sst 


40 


3,347 0436J43 


444 


:i^347 (Jtf36 304 


462 


56t 


8,41 


3,351 3866 187 


43429 444 


3,351 386^ 756 


43429 W 


9,000 0999 509 


42 


3,355 7295 631 


444 


3,355 7206 209 


462 


578 


43 


3,3tiO 0/25 ()75 


444 


3,300. 0724 661 


452 


586 


44 


3^304 4154 519 


444 


3,364 4154 113 


452 


59A 


45 


3,368 7583 963 


444 


3,368 758i 565 


453 


602 


8,46 


3,373 1013 407' 


43429 445 


3,373 1013 017 


43429 453 


9,999 9009 610 


47 


3,377" 4442 85^ 


444 


3,:^77 444^ 470 


452 


616 


48 


3«381 7872 29ß 


445 


3,S91 7871 922 


451 


626 


49 


3«386 liOl 74t 


444 


3,386 1301 373 


452 


032 
640 


50 


3,390 4731 183 




3,390 4730 82S 





D. 
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k. 


log. 6of. k. 


D. 


log. @in« k. 


D. 


log. tani. k. 


8,50 


3,M) 4731 1A5 


43429 446 


3,390 4730 026 


43429 462 


0,909 999d 640 


8,51 


3,394 81G0 630 


43429 444 


3,394 HltUi 277 


43429 462 


0,999 9999 647 


52 


3,399 159U U74 


445 


3,399 1S69 729 


452 


656 


63 


3,403 5019 S19 


44i 


3,403 5019 181 


451 


CAjZ 


54 


3,407 8448 964 


446 


3,407 8448 632 


452 


668 


55 


3,412 1878 400 


445 


3,412 1878 084 


461 


676 


8,56 


3,416 S307 854 


43429 U5 


3,416 5307 536 


43429 461 


0^990 9090 681 


57 


3,420 8737 299 


445 


3,420 8736 986 


452 


687 


58 


3,425 2166 744 


44S 


3,425 2166 438 


462 


694 


59 


3,429 6506 189 


446 


3,429 5595 889 


451 . 


700 


60 


3,4^3 9025 634 


446 


3,433 9025 34% 


461 


706 


8,61 


3,438 2455 060 


43429 4*5 


3,438 2464 791 


43429 461 


0^900 9999 711 


62 


3,442 5884 525 


445 


3,442 6884 242 


451 


717 


63 


3,446 9313 970 


440 


3,446 9313 693 


451 


723 


64 


3,451 2743 410 


445 


3,451 2743 144 


461 


720 


65 


3,455 6172 861 


440 


3,456 6172 696 


461 


734 


8,66 


3,489 9602 307 


43429 446 


3,469 9602 046 


43429 461 


»,900 0999 739 


67 


3,464 3031 752 


446 


3,464 3031 497 


450 


746 


68 


3,468 6461 198 


440 


3,468 6460 947 


461 


749 


69 


3,472 9600 644 


446 


3,472 9890 398 


461 


754 


70 


3,477 3320 080 


446 


3,477 3319 849 


460 


760 


8,71 


3,481 6749 538 


43429 446 


3,481 6749 290 


43429 461 


9,000 9080 764 


72 


3,486 0178 981 


446 


3,486 0178 750 


451 


760 


73 


3,400 3608 427 


446 


3,490 3608 201 


460 


774 


74 


3,491 7037 873 


44Ö 


3,494 7037 661 


460 


770 


75 


3,400 0467 319 


446 


3,100 0467 101 


461 


780 


8,76 


3,503 3996 766 


43429 446 


3,503 3806 662 


43429 460 


9,909 90U0 707 


77 


3,607 7326 2U 


446 


3,507 7326 U)2 


450 


791 


78 


3,512 0755 657 


446 


3,512 0756 452 


460 


796 


79 


3,516 4185 103 


447 


3,616 4104 '002 


460 


799 


80 


3,530 7614 550 


440 


3,620 7614 362 


450 


002 


8,81 


3,515 1043 090 


48429 446 


0,636 1(M3 802 


43429 461 


9^969 9999 8(J0 


82 


3,529 4473 44t 


446 


3,629 4473 253 


450 


811 


83 


3,533 7902 888 


446 


3,533 7rj2 na 


460 


816 


84 


3,538 1332 334 


' 447 


3,638 133? 153 


450 


810 


85 


3,542 4761 781 


440 


3,642 4761 603 


460 


822 


8,86 


3,546 8191 227 


43429 446 


3,646 8191 053 


43429 460 


0,900 9000 826 


87 


3,551 1620 673 


447 


3,661 1620 603 


460 


830 


88 


3,555 5050 120 


. 446 


3,666 6049 053 


450 


833 


89 


3,559 8479 566 


447 


3,660 8479 403 


460 


837 


90 


3,564 19(J9 013 


446 


3,564 1908 863 


44 


840 


8,91 


3,568 5318 459 


43420 447 


3,568 6338 302 


43429 460 


9,900 9999 843 


92 


3,572 8767 Ot» 


447 


3,672 8767 752 


460 


846 


93 


3,577 2197 353 


446 


3,677 2107 202 


460 


840 


94 


3,581 S«26 799 


447 


3,581 6626 652 


449 


863 


95 


3,585 91)56 246 


447 


3,586 9056 101 


450 


066 


8,96 


3,590 2485 693 


43439 447 


3,590 2485 651 


43429 449 


•',"BW ^KW 8dB 


97 


3,594 6915 140 


447 


3,694 5915 000 


450 


860 


98 


3,598 9344 687 


447 


3,598 0344 460 


449 


863 


!>0 


3,ti03 2774 034 


447 


3,603 277J 899 


460 


866 


9,00 


3/ >" 62üi 4i»l 




3,607 6203 340 




868 
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*• log.ffof.Ä:. a log. ©in. fr. D. log. Jong, *. D. 
9,00 
9,01 
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02 
03 
04 
OS 

9,06 
07 
08 
09 
10 

9,11 
12 

13 
14 
15 

^,16 
17 

18 
19 
20 

9,21 
22 
23 
24 
26 

9,26 
27 
28 
20 
30 

9,31 

32 

a3 

34 
36 

9,36 
37 
38 
39 
40 

9,41 

42 
43 
44 
4'i 

47 
4S 
49 
50 



^i07 02(13 48t 

9.011 0632 028 
S,§16 yj02 375 
3/130 MOl 821 
3,024 9021 268 
3,629 335U 715 

S»633 97811 162 
3,638 <I2Ü9 GUQ 
3,642 3639 U56 
3,646 7Ua8 5IJ3 
3,651 U407 051 

3,666 3927 398 
3,650 7356 845 
3,664 078(» 29i 
3,668 4215 739 
3,672 7645 186 

3,677 1074 634 
3,681 451» mi 
3,685 7033 528 
3,601) 1362 <)75 
3,604 4702 413 

3,008 8221 »7(1 
3,703 1651 318 
3,7ü7 5(«U 765 
3»71l 8510 212 
3,716 1039 66U 

3,72» 5360 107 
3,724 870R 555 
3,720 2228 002 
3,733 5657 460 
3,737 9086 80(7 

3,742 2516 345 
3»746 5fH5 702 
3,750 0375 240 
3,755 2804 687 
3>750 6234 135 

3,763 9663 582 
3,7(18 30(13 030 
3,772 6622 477 
3^776 0951 025 
3,781 3381 37« 

3,785 0810 820 
3^790 0240 267 
3^704 366!> 715 
3^,708 7O00 163 
3,803 0628 611 

3,807 3058 010 
331t 7387 OUO 
3r816 0816 964 
3,820 4246 ^1 
3,824 7675 840 



43429 417 

43429 447 
440 

447 
447 
447 

43429 447 
447 
447 
443 
447 

43429 447 
447 
447 
4:17 
448 

43429 447 
447 

447 
448 
44" 

43429 448 
447 
447 
448 
^7 

43429 448 
447 
448 

447 
448 

«342» 447 
448 
447 
440 
447 

03439 448 
447 
448 
447 

43429 447 
448 

448 
448 
447 

4i4CV^440 
448 
447 
448 



3,0U7 6203 340 

3^11 9032 703 
3,616 3(H>2 248 
3,610 0401 697 
3,624 9021 147 
3,620 3350 506 

3,633 6780 045 
3,638 0200 495 
3,642 3638 944 
3,040 7I1G8 393 
3^051 0407 843 

3,655 3027 202 
3,650 7350 741 
3,664 0786 101.« 
3«668 4215 040 
3,672 7645 089 

3,677 1074 538 
3,681 45(n 087 
3,085 7033 4'iC 
3,690 liÜ2 885 
3,004 4702 3J4 

3,698 8221 783 
3,703 l(i5l 232 

3.707 1080 GBl 
3,711 8510 131 
3,710 1939 580 

3^720 6300 020 
3,724 8798 470 
3,720 2227 927 
3,733 6057 370 
3,737 9006 eSS 

3,742 2S10 274 
3»746 5945*722 
3,750 9375 171 
3,756 20IH 620 
3,750 6234 009 

3,703 9663 519 

3.708 3092 067 
3,772 6522 415 
3,776 9951 00^ 
3,781 3301 3U 

3,785 6610 761 
3,700 U24Ü 210 
3,794 3660 659 
3,798 7IJ09 108 
3yOU3 0628 667 

3^007 3050 000 
3,811 7307 464 
3^010 0810 903 
3,820 4240 352 
3,02*7675 000 



43429 449 

43429 450 
449 
45(1 
449 
440 

43429 450 
440 
449 
45(1 
449 

43429 449 

454> 
449 
449 
449 

43429 440 
440 
449 

.4^ 
449 

43420 449 
449 

450 
449 
449 

43429 449 
440 
449 
4^ 
449 

43429 440 

440 
449 

440 

43429 449 
448 
440 
449 



43429 449 
440 
449 
4^ 
449 

43429 440 
440 
449 
440 



9^0n9 0999 060 

0,090 0999 070 
073 

87b 
079 
881 

0,990 0090 883 



890 
092 

0^999 9009 001 
8<N> 
809 
001 
0O3 

0^909 9900 904 
OUO 
900 
010 

oa 

0^999 3090 013 
914 
910 
010 
9» 

0^900 9090 tr» 
023 
926 
926 
028 

^000 0000 9(t9 
030 
931 
933 
934 

^060 0999 930 

937 



090 
9U 

%00D0d8O94l 
913 
044 
945 
910 

^819 9999 917 
010 
049 
051 
051 

38* 
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23. G u derma nh, Potenzial -'PuncUonen TuJ. IL 



k. 


log. Sof. Je. 


D 


log. ©in* 1c. 


D. 


lo;;;. Zang. k. 


9,50 


3,824 7075 849 


43429 448 


?t,824 7675 800 


43429 44(> 


9^090 9999 951 


9,51 


3,8?0 11(15 297 


43429 447 


3,829' 1105 249 


43420 44<» 


0,999 9990 062 


52 


3,833 4534 744 


448 


3,833 4534 008 


448 


964 


5S- 


3,&37 7964 192 


448 


3(837 7964 146 


449 


964 


54 


3,842 1393 640 


418 


3,842 1303 695 


448 


055 


5/^ 


3,846 4823 068 


447 


3,846 4823 043 


449* 


965 


9,5b 


.3,850 8252 536 


43429 447 


3,850 8252» 402 


43420 449 


9,999 9999 957 


57 


3,85» IG^ 983 


448 


3,855 1681 941 


148 


1>58 


58 


3,859 5111 43B 


447 


9,850 5114 389 


449 


958 


59 


.9,833 8540 878 


448 


3,863 8540 838 


448 


960 


60 


9,86^.1970 326 

• 


44« 


3,868 1970 286 


449 


960 


9,61 


3,872 5390 774 


43429 448 


3,872 5399 735 


43429 44S 


990 0090 961 


62 


3,876 863& 222 


447 


3,876 8820 183 


443 


961 


63 


3,881 2258 Affi) 


4W 


3,881 2258 632 


-»40 


963 


^ 


3,885 5668 117 


. 448 


9,885 6688 uai 


449 


964 


65 


3,889 9117 565 


446 


9,SM.9U7 529 


440 


06« 


9,66 


3,894 2547 013 


43429 448 


3,804 2540 978 


4342*) 448 


0,900 0000 066 


67 


3,898 5976*461 


448 


3,898 5976 «26 


440 


965 


68 


3,902 9405 900 


447 


3,902 0405 875 


449 


066 


69 


3,907 28^5 35^ 


448 


3,907 2836 ^24 


448 


068 


70 


3,911 6264 80« 


448 


3,911 6264 772 

1 


449 


068 


9,71 


•,01^0604 292 


46429-448 


3,915 9694 221 


43429 448 


9.999 9999 909 


72 


3,920 3123 71» 


. 448 


3,020 3123 669 


440 


009 

1 


73 


9,924 6553 148 


448 


3,924 6553 118 


448 


070 


74 


3,928 9082 596 


449 


3,928 9982 566 


449 


070 


75. 


3,033 3412 044 


448 


3,933 3412 016 


448 


071 


9,76 


3,937.6841^ 


43429 448 


9,037 6841 463 


43429 448 


9, rj 0999 971 


77 


3,942 0270 940 


448 


8,^2 0270 911 


449 


971 


7a. 


3,940 37(J0 388 


447 


3,016 3700 360 


448* 


972 


79 


3«950 7129 83S 


448 


3,960 7120 8U8 


440 


073 


80 


3,955 0559 283 


448 


9|«96S 0550 257 


448 


974 


9,81 


3,950 3988 731 


43420 448 


3j,009 3998.705 


4M29 449 


0,990 9909 974 


82 


3,963 7418 179 


448 


9^963 7418 164 


448 


076 


83 


3,968 0847 627 


448 


3,968 0847 (|02 


449 


976 


84 


9,972 4277 075 


448 


9,072 4277 051 


448 


076 


85 


9,976 7706 523 


448 


3,076 7706 400 


449 


070 


9,86 


3,961 1135 971 


43429 448 


3,981 1135 9t8 


43400 448 


0,009 9990 977 


87 


. 3,985 4565 419 


448 


3,985 4565 396 


448 


077 


88 


9,980 7794 867 


448 


9,989 799^844 


«40 


077 


89 


9,904 1424 316 


448 


3,094 1424 203 


448 


078 


90 


9,<t$l8 4853 763 


448 


3,908 4863 741 


449 


978* 


9,91 


4/)02. 8283 211 


43120 «4S 


4,002 8283 190 


«8110 448 


0^999 9999 979 


92 


4>007 1712 659 


448 


4>OÜ7. 1712 638 


448 


079 


93 


4,011 5142 107 


448 


4,01L6142 086 


440 


979 


94 


4|fll5 8571 65$ 


448 


4,016..867I 636 


448 


880 


95 


4,020 2001 003 


4ia 


; <|^020,2bub 963 


448 


080 


9,96 


4,024 6430 461 


43429 448 


4,^24 5430 4h 


«1429 440 


0!,900 0900flBa 


97 


^4i028 8859 899 


448 


4,028 8859 890 


448 


«J81 


98 


4,033 2289 347 


448 


4,033 2289 328 


448 


981 


99 


4^7^h8.795 


418 


4,037 5718 776 


«40 


9BI 


10,00 


4;^ 9Atö 243 




%iHk 9146 tlk 




082 



D 
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* . log. gcf. k. D. lt»g. ©in. k. D. logi Sana. Ar. D. 



10,00 

10,01 
02 
05 
04 
06 

10,06 

07 

78 

)9 

10 

lu,ll 

12 
13 
14 
15 

10,16 
17 
18 
19 
20 

10,21 

23 
24 
2S 

tO,26 

27 

•28 

29 

30 

10,31 
32 
33 
34 

as 



4,(MI 9148 243 

4,046 2577 <i-Ji 
4,05<) G0U7 139 
4,034 9436 587 
4,059 286GU3S 
4,063 6396 483 

4,067 9724 931 
4,072 3154 379 
4,076 iüi^i 827 
4,081 0013 275 
4,066 3442 723> 

4,089 6672 171 
4,094 0301 619 
4,008 3731 067 
4,102 7160 515 
4,1U7 0589 963 

4,111 4019 411 
4,115 7448 S59 
4,120 0878 3(i7 
4,124 4307 75S 
4,128 7737 204 

4,133 1166 652 
4,137 4506 im 
4,141 8U25 648 
4,146 1454 998 
4,150 4884 444 

4,154 8313 892r 
4>159 1743 349 
4,163 5172 786 
4,167 8602 2JB 
4>172 2031 68S 

4,176 5461 133 
4,180 8890 581 
4,185 2320 029 
4,189 5749 477 
4,193 9178 925 



43429 448 

4^29 448 



10,36 


4,198 2609 377 


37 


4,203 6037 821 


38 


4,206 9167 269 


39 


4,211 2896 717 


40 


4,215 6326 16S 


10,41 
42 


4,219 9755 61J 


'4,224 3185 06» 


43 


4,224 6614 510 


44 


4,233 0043 958 


45 


4,23r3473 406 


10,46 


4,241 6002 854 


47 


4,246 0332 302 


48 


4,250 ?761 750 


49 


4,254 7191 198 


50 


4,259 0620 64T 



448 

4il6 
448 

43429 448 
448 
448 
446 
448 

43429 448 
448 
448 
448 
44.* 

43429 448 
4V. 
448 
440 
448 

43429 448 
448 
4^ 
448 
448 

43429 448 
448 
448 
449 
448 

434S9 448 
448 
448 

448 

448 

43429 448 
448 
448 
4l8 
448 

4M29 449 

448 
448 
44a 
448 

43429 448 

448 
448 
44» 



4,041 9148 22$ 

4,046 2677 673 
4/)5ii ilM 122 
»,054 94:tfi 570 
4,059 2866 018 
4,063 6295 467 

4,067 0724 91S 
4,072 3154 364 
4^076 CÖ83 812 
4,081 1*013 2CH} 
4,085 344'! 709 

4,089 6872 157 
4,094 0301 605 
4,096 3731 053 
4,102 716(1 502 
4,107 0589 950' 

4,111 4010 308 
4,115 74^8 847 
4,120 0878 205 
4,124 4J07 743 
4,128 7737 192 

4,133 IIGG 640 
4,137 4696 l>88 
4,141 8025 636 
4,146 1454 985 
4,150 4884 433 

4,154 8313 881 
4,150 1743 330 
4,163 5172 778 
.4,i67 8002 226 
4,172 2031 67S 

4,176 5461 121 
4,180 8890 571 
4,185 2320 019 
4,189 5749 46Ö 
4,193 9178 916 

4,198 2608 364 
4,202 6037 813 
4,206 0467 261 
4^211 2896 709 
4,215 6326 157 

4,219 9755 606 
^224 3185 054 
4,228 6614 502 
4,^33 0043 950 
4,237 3473 399 

4,941 6902 847 
4,246 0332 295 
4,250 3761 743 
4,254 7191 192 
4,259 0620 64(^ 



43429 448 

43429 440 
448 
448- 
440 

448 

43429 449 
448 
448 
449 

448" 

43429 449 
4tS 
449 
448 



8^909 9990 982 

9!;999 9999 982 
983 
983 



43429 449 
44IJ 
413 
4^9 

44» 

4.1 *2<» 44 H 
448 
449 
448 
448 

43429 440 
448 
448 
449 

448 

43429 448 
448 
449 
448 
448 

43429 449 
448 
448 
4l8 

449 

43429 448 

448 
4l8 
449 
448 

43429 448 
448 
410 
444 



6M 

9,999 9099 084 
966 
985 



086 

9,999.9999 986 
980 
986 
987 
987 

0,999 9900 08T 
988 
988 
968 
988 

9,099 'WK» 988 



9,999 9999 989 
980 
090* 



9,999 9999 990 

910 
991 
091 

0,9G9 9990 99} 
092 
092 
092 
Oit 

9,909 9999 992 



092 

993 

9,999 9999 903 

093 

on 

993 
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23. Gud ermann, Pott>nzi<ti^Funclinn<!n iaJ.U. 



> 

* 


l'. 


log. def.Jb, 


D. 


log. ®in. k. 


D. 


log %Mi. k. 




10,50 


♦,2.V.) ue2() 647 


43420 44H 


4,259 0620 640 


43420 448 


9,1^«»» ?HIOO 903 




10,51 


4,203 4U5<I (>% 


43429 448 


4,263 4050 iV^ 


434?.» 44ri 


O.OIK) •l?»0'.» yf>3 




Ol 


4,267 7470 6-43 


448 


4,267 7*79 536 


440 


003 




6.5 


4,272 lliMB 991 


448 


4,272 09(J8 0S5 


44* 


O*.)« 




54 

^ 


4,276 4338 430 


448 


4,276 4338 433 


448 


9(^ 




5j 


4,2»! 7707 8S7 


448 


4,280 7767 881 


448 


904 




10,56 


4,285 1107 33S 


43429 448 


4,285 1197 320 


4342*1 440 


0,999 9999 994 




57 


4,289 4«2ß 783 


449 


4,280 4626 778 


.:4S 


904 




5.*^ 


4,293 8056 232 


448 


4,293 8066 226 


448 


OiH 




59 


4,298 1485 68ü 


443 


4,298 1485 674 


448 


994 




60 


4,302 4015 128 


448 


4,302 4915 122 


449 


994 




10.61 


4,3(« 8344 576 


4342<) 418 


4,3(16 8344 57t 


43429 448 


9/109 9000 995 




62 


4,311 1774 024 


448 


4,311 in4 019 


448 


995 




63 


4,315 52<i3 472 


448 


4,315 5203 467 


449 


995 




64 


4,319 8632 92(1 


448 


4,319 8632 916 


448 


«l«« 




65 


4,324 2062 368 


448 


4^324 2062 364 


448 


006 




10,66 


' 4,328 5401.816 


43429 449 


4^328 ^1 812 


43429 449 


9,909 9999 996 




67 


4.332 8921 265 


448 


4,332 8921 261 


448 


006 




68 


4,337 2350 713 


448 


4,337 2360 7(J0 


448 


»«•Ä» 




69 


4,341 578(1 KU 


448 


4,341 6780 157 


448 


!Ki6 




:o 


4,345 9209 ÜUO 


448 


4,340 9209 605 


448 


006 




10,71 


4,350 2639 057 


4342«) 448 


4)350 2639 053 


43429 449 


0,999 0090 906 




72 


4,354 6(J68 505 


448 


4,354 6068 502 


448 


090 




73 


4,358 9497 953 


449 


4,358 9107 950 


448 


006 




74 


4,363 2927 402 


448 


4^363 2927 398 


448 


996 




^^ 


4,367 6356 850. 


448 


4,367 6356 846 


448 


006 




10,76 


4,371 9786 298 


4S429 448 


4^371 9786 294 


43439 449 


0,000 0900 096 




77 


4,376 3215 746 


448 


4,376 3215 ?43 


448 


096 




78 


4;380 6645 194 


44^ 


4,380 6645 i91 


44S 


096 




79 


4,335 0074 643 


448 


4)385 0074 639 


448 


996 




80 


4,389 3504 091 


448 


4,389 3504 087 


448 


996 




10,81 


4,393 6933 539 


43429 448 


4,393 6933 535 


43420 449 


0,009 0090 086 




yj 


4,308 0362 987 


448 


4>998 0362 984 


448 


007 




83 


4,402 3792 435 


448 


4,402 3792 432 


448 


907 




84 


4,406 7221 883 


449 


4,406 7221 880 


448 


097 




85 


4,411 0651 3t2 


44:i 


4,411 0651 328 


448 


097 




10,86 


4,415 4080 780 


43429 448 


M1& «MO 776 


41420 449 


0,000 0000 097 




87 


4,419 7510 228 


448 


4,419 7SJ0 225 


448 


097 




88 


4,424 0039 676 


448 


4,424 0939 673 


448 


997 




89 


4,428 4369 124 


448 


4)428 4369 121 


448 


997 




90 


4,432 7796 672 


448 


4,432 7798 569 


449 


097 




10,91 


4,437 1228 020 


43420 440 


4,437 1228 018 


43429 448 


0,900 9090 997 




92 


4,441 4657 469 


448 


4,441 4(>57 466 


448 


997 




93 


4,445 J*)}* 917 


448 


4,443 81186 014 


448 


997 




94 


4.450 1316 ihS 


448 


4,45(» 1516 3I>> 


448 


997 




96 


4,4:.4 4»+:. SU 


44.S 


4,454 4945 biO 


449 


097 




J0.9C 


4,4r:H 837ri ,>61 


434^9 448 


4,458 8376 250 


43429 448 


9,080 0009 000 




'M 


4,4»n'« ism T(iO 


440 


4,463 18(14 7(17 


448 


918 




i)S 


4,4*7 5?J4 15« 


448 


4,4(37 5234 133 


44» 


998 




W 


4,471 MtihJ 6««> 


448 


4,472 S- (ij Irf)] 


448 


9» 




11.00 


♦,470 'yxtjZ 'i:\ 


» 


4,470 2(Ö3 U5i 




908 



33» Guäermann, Potenzial « Fund tonen XojT. IL 

k. log. (JEof. it:. U. log. 6tn. <-. D. iog. San0. &. U. 



303 



11/» 


4|470 2(103 UM 


4M20 448 


4,476 2093 051 


43420 448 


0,099 OS/JO 008 


11,01 


•^480 hsn .^»t 


43429 448 


4,480 6522 6(IU 


43429 448 


0^900 0009 996 


03 


4,484 8051 05» 


449 


4,484 8061948 


448 


098 


03 


4,480 9381 300 


448 


4,480 2381 398 


4;8 


008 


04 


4,403 58iU 847 


443 


4,493 5810 844 


449 


098 


05 


4^407 0?4<j y» 


448 


4^497 9240 293 


448 


«j08 


11,06 


4,Wtt 2«/) 743 


43420 448 


4^502 7fm 74t 


4342«) 448 


9^999 9000 008 


07 


4,5(16 6lX)0 101 


.448 


4,506 GlJOO 189 


448 


006 


08 


4^310 0S?8 639 


449 


4,510 052S <i37 


448 


t>.» 


09 


4,515 2058 (J88 


448 


4,518 2058 085 


440 


\m 


10 


4,510 Ü387 530 


448 


4,519 6387 534 


448 


008 


11,11 


4,513 0816 08« 


43429 448 


4,623 9816 982 


43420 448 


t^808 0B00 09B 


12 


4,52S 3246 432 


448 


4,628 3246 43ü 


448 


908 


13 


4,532 6ti7S 88U 


448 


4,632 6675 878 


448 


098 


14 


4,537 01<)5 328 


449 


4^637 0105 326 


448 


098 


15 


4,541 3534 77T 


448 


4,641 3534 775 


448 


908 


11,10 


4^545 6064 22S 


43429 448 


4,646 6064 223 


4:i4'w» 448 


9,909 OO*»«} \m 


17 


4,554) 0303 673 


448 


4,550 0303 671 


44H 


OOH 


IS 


4,554 3823 121 


448 


4,554 3823 119 


448 


^iOK 


19 


4,558 7252 569 


448 


4,568 7262 567 


449 


008 


20 


4,563 U682 Ü17 


449 


4,563 0682 016 


448 


098 • 


tl,21 


4,S67 4111 4» 


43429 448 


4,567 4111 464 


43420 448 


9^809 90LH) 008 


22 


4,571 7540 014 


448 


4,671 7540 012 


♦*« , 


998 


23 


4,576 1)970 302 


448 


4,678 U07O 360 


440 


9UB 


24 


4.580 4399 810 


448 


4,6CO 4300 8119 


448 


!)0U 


25 


4,584 :#fk258 


448 


4>,584 7820 257 


448 


1 009 


11,26 


4,589 1258 'K» 


43420 440 


4,689 1268 706 


43420 448 


9,099 9000 OO!) 


27 


4,503 4688 155 


448 


4^693 4688 153 


448 


099 


28 


4,5!)7 8117 603 


448 


4,697 8117 601 


440 


900 


20 


4,602 1547 051 


448 


4",«« 1647 060 


448 


909 


30 


4,606 4076 409 


448 


4,6Ü6 4976 498 


448 


899 


11,31 


4,610 8405 947 


43429 440 


4>6I0 8406 946 


4349$) 448 


0^999 0000 000 


32 


4,615 1835 398 


448 


4,816 1836 394 


m 


\ni 


33 


4,610 5264 8U 


448 


4,619 5264 842 


440 


W)0 


J4 


4,623 8604 292 


448 


4,623 «604 201 


448 


099 


35 


4,628 2123 74Ü 


448 


4,628 2123 730 


448 


999 


1M6 


4,632 5553 188 


43429 448 


4,632 5653 187 


43429 448 


9,909 0009 WM 


37 


4,(» >ü 8082 638 


440 


4,63618982 636 


448 


008 


38 


4,6»1 2412 08S 


448 


4,641 2412 083 


449 


909 


30 


4,()45 4841 633 


448 


4,04'> 5841 632 


448 


909 


40 


4,640 0270 081 


448 


«4,819 9270 980 


448 


998 


11,41 


4,654 27IN) 429 


43420 448 


4^ 27ÜO 428 


43420 448 


9,999 9999 999 


AI 


4,6iS 0129 877 


448 


^ 068 6129 878 


448 


998 


4:j 


4,Wi2 0550 325 


449 


4^682 0569 324 


449 


999 


44 


4,<1Ü7 2088 774 


448 


4,667 2fT88 773 


448 


g!)9 


45 


4,671 6418 222 


448 


4,671 0418 221 


448 


009 


11. 40 


4,675 0847 670 


43420 448 


4,676 0647 660 


43420 448 


8^888 8099 999 


47 


4,680 3277 118 


448 


4,680 3277 117 


448 


009 


48 


4,(J84 (i706 566 


44!) 


4,684 67(4» 563 


440 


989 


40 


4,IhS<) 0136 013 


448 


4 689 0136 014 


448 


000 


iO 


4^( OJ 3565 463 




4^003 3565 462 




909 
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11,5« 


4,(nS3S6S469 


43429 448 


4^9565 463 


48439 448 


0,000 0090 909 


11,51 
52 
53 
54 
55 


4,007 0904 '9U- 


49489 410 


4}097 8904 910 


43429 448* 


8^999 0900 090 


4|7[R04M 950 


448 


4,708 0424 958 


448 


fino 


4,705 38Sa 807 


448 


4,706 9853 806 


449 


%m 


4^710 7309 255 


449 


4,710 7283 356 


448 


909 


4^715 0713 704 


448 


4,716 0713 ^09 


448 


«09 


11,56 
57 
58 

5d 

^ 0^ 


4,710 414t 153 


43421» 448 


4,719 4143 151 


434^448 


4,999 9000 999 


4^723 7571 000 


448 


V23 7571 599 


448 


909 


4,728 1001 OM 


448 


4,^88 1001 047 


440 


9U9 


4,732 4490 400 


449 


4,732 4430 496 


448 


909 


60 


' 4^730 7850 04» 


448 


4,736 7859 944 


444 


400 


11,61 


4y741 1280 999 


• 49430 448 


4,741 1889 393 


43439 448 


4,909 0900 909 


62 


4,745 4718 041 


446 


4^745 4714 84 


488 


999 


6J 


4^740 814^280 


448 


4,749 8148 288 


440 


809 


04 

^ m 


4,754 1577^^37 


449 


4,754 1577 737 


448 


.999 


6S 


4,758 5UU7 186 


448 


4,758 5007 184 


448 


9y9 


11,66 


%702 8436 694 


43420 448 


4,702 8436 639 


49420 448 


9^000 0099 999 


67 


4,767 1866 <J82 


448 


4,767 1866 081 


446 


990 


68 


4,771 5295 530 


448 


4,771 5005 529 


449 


9ü9 


09 


4,775 8724 078 


448 


4,775 8724 978 


448 


8Ü9 


• 70 


4,780 2154 426 


419 


4,780 2144 414 


448 


909 


11,71 


4.784 5581875 


43489 440 


4,784 6583 874 


43439 44B 


S^OOO 9000 904 


72 


4,788 0013 329 


448 


4,788 0(M3 923 


444 


oyo 


73 


4,7W 2442 771 


448 


<7V 3442 779 


448 


999 


74 

'nmr 


4,797 5872 219 


419 


4,797 4473 319 


448 


909 


75 


4,0010301067 

• 


449 


4,601 ttXU 467 


446 


999 


11,76 


^00 2791 110 


4H39 448 


4,806 3791 116 


43420 448 


f^909 9999 999. 


77 


. ijK^ OlOO 50t 


448 


4^10 0160 569 


448 


989 


78 


4^4 0590 013 . 


448 . 


4,814 0690 011 


449 


«9 


7« 


4J|U9 9019 4(M> 


448 


4,819 3019 460 


418 


409 


80 


4,823 0448 900 


448 


^823 6448 9U6 


448 


909 


11.81 


4^827 0878 996 


43420 440 


4,827 9678 356 


43420 448 


9^000 9000 009 


82 


4,832 3307 8Ut» 


448 


4^3 3307. 804 


448 


499 


a3 


4,836 0737 259 


448 


4,8364737 352 


419 


409 


84 


4,841 Ü166 7U1 


448 


^1 %166 701 


444 


999 


85 


4,845 3S96 140 


448 


4,844 3506 140 


448 


409 


1136 


^840 7025 507 


4342^440 


4,949 7039 507 


49420 44* 


9,909 9099 909 


87 


4^854 U455 046 


448 


'4,»M 0455 045 


444 


909 


88 


4^K58 3884 404 


448 


^058 3884 499 


440 


909 


89 


4,862 7313 9U 


448 


4,862 7313 943 


n 


909 


00 


4,867 0743 300 


448 


4^867 0743 990 


909 


il,91 


^871 4172 838 


49439 448 


4^871 4172 898 


49424448 


4,900 0900 909 


92 


4,875 7602 287 


4«R 


4,875 7G02 286 


448 


^tio 


93 


4^880 1Ü31 735 


448 


4^ 1031 734 


449 


999 


04 


4.884 4461 183 


448 


4,834 44C1 183 


448 


999 


95 


4,888 780(1 fiii 


448 


4,888 7800 631 


444 


999 


11,06 


4,«9 132U 079 


49429449 


4>803 1320 079 


434^448 


1^099 9090 909 


97 


4,807 4749 527 


449 


4,897 4749 527 


449 


499 


• ^l 


4,'X»l'R«7h 076 


448 


\901 8178 976 


448 


490 


.9& 


4,''V)r >CHM< 424 


448 


4,006 IUÜ8 484 


448 


990 


12.00 


4.«!'i .SÜ37 87'> 




4,910 5037 878 




900 




(Der Schlufs 


folgt im iilicfatten Hefte.) 
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Remarques sur un tbeor6me enonc© par M Fourier* 

(Par A[r» Stern, docteur eo philo» a Götliiigqe») 



Ju'ouvrage precieux de Mr« Fourier intitul<^ i^analyse des ^uatioiui d^ 
termin^" dont rauteur, frappe par la mart^ n'a pu publier que la prer» 
xnicre partie^ est pr^cedi^ d'un e&pos^ synoptique^ dans lequel on trouve 
non seulement les propositions qui sont demontr^es dans les deu'K. pre« 
miers livres que la premiere partie contient^ mais aiissi Celles qui devaient 
former le sujet de la seconde partie; cette partie peut dono dtre en quel- 
que Sorte r^tabiie« Dans un memoire sur les fractions continues qui pa- 
rattra bient6t dans ce Journal j'c^ppre rcstituer le contenu essentiel du ein- 
quieme livre et je in'occuperai plus tard du sixieme qui contient Tappli- 
cation des s^ries recurrentes A la theorie des equations« Cette applicatioa 
d^couverte par D. BernouÜi a ete cultiv^e tour a tour par £uler, 
Lagrange et M. Legendre« Mais tous ces efforts Tont laiss^ fort 
ini[>arfaite ; eu efiet leur methode ue fait connaitre que la plus grande et 
la plus petitc des racines^ du moins d'une maniore direote, et Celles -ci 
seulement quand elles sont r^llc^s« M. Fourier est all^ beaucoup plus 
loin« II annonce dans Texpose mentionne (pag. 7Q. et suiv.) qu?i l'aide 
de ses th^oremes on peut trouver la vaieur de toutes les radnes, soit 
reelles^ seit imaginaires, et qu'ainsi les rapports des s^ries recurrentes 
avec la theorie des equations sont beaucoup plus etcmdus qu'on ne Tavait 
pens^ )U8qu'(!i pr&ent» Mais maUieureusement ü n'a enonc^ ^e deux de 
ces thi^rßmes et Tun d'eux est eu outre iucorrect« Pour le moment je 
me contente de dßmoutrer ces tb^oremes et de restituer Tuii deux; je 
les appliquerm alors u la r^solution des Equations du 3'^"* et du 4^"" degre. 

Pour traiter la chose de la maniere la plus simple, je formerai la 
s^e r^currente d'apres la methode indiqu^ par Lagrang e> 

Soit propos^e requation 

x'~ + jiaT-' + Bx"^^ Cx"^"^ + .... = 0. 

Je suppose que cette equation n'a pas de racines Egales, car si 
^e en avait, on les d^couvrirait aisi^ment pai* les mc^tbodes connues. De- 
sigttons par s^ tj u^v^x^ .. .. les raciues de 1 equation rang^es par ordre 

CreUe't Jtfiirtiml d. M. BO. OL Hft. 3. 39 
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de graadeur, abstraction iaite du slgoe« Si requation a des f*aeines iiiia' 
giuaires, on coiK^oit qiie deux des radoes imaginaires eorjjng^ ont ete 
multipliees I'une par Tautre, le produit est toujours r^el et c'eHt ce pro- 
duit qiii, ^tant compare au carr^ de ohaque racines r^le^ inarqiie la 
place qiie doit ooouper dans l'ordre des racines le oouple des deux raciues 
itnagiDaires conjugu^es« 
On aura 
jr"4.^Jc'"-* + Bx"^ + .... = (a? — s)(a: — i)(üP—u)(x^v) . . . . 
er Ton d^duira de cette equation identique Les rapports 

^, = -^, 

^, = — ^^, — 2fi, 

^3 = — ^^,— »JB-ii/j — 3 C*, 



ept Dosatil 



^/^ = ^ -f / -|- 1/ -f '' "r • • • 

^. =: 6* +/« + «/• + /'' 4- .• . 

-^3 = .>-^ 4- /^ + u^ H- /^ -h . • • 



^„ = j" + /" + ei" + t^'* + . . . 
SuppuMons d^abord que la premiore raciiie est r^lle» Alors les 
(ermes J/^, A^^ ^3 •••« constituent une sorie recurreute que je d^giie- 
rai par {S)y en divisaut cbaque terme par cc^lui qui le precede 011 ap« 
proche de plus eu plus et liid^finimeut de la racine Sy c'est la regle oon« 
nue de B e r n o u 1 1 i. Pour trouver la valeur de la seconde racine t^ on 
prend trois termes conseoutii's A^j A^^ A^y on retrancbe du produit des 
extremes le carre du terme mojen et Ton opere de la meme maniere 
pour trois autres termes consecutifs A^j A-^j A^; A^, Aj^^ A^; akuA do suite« 
De cette maniere en aura une nouvelle suite r^onrraate que je d^gnerai 
par (S^) ; en diyisant cbaque terme de cette suite par celui qui le pr^ede, 
la suite de qiiotlens sera cenverg^ite et eile aura pour limite le produit 
it des deux premiores racines* 

Car supposons que Texposant n est assez grand pour que \ im ait 
A tres-peu pres 

OD approcbe de plus ea plus de la rerite, en posaat 
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Alnw on Mira 



ou 






etCw 
eest-a-dire que leg qiiotiens s'approciieront de plus ea plus de la valeur 
St. Toiiu le secoud theoreme de M. Fourier d^mootr^. 

Si au lieu de prendre trois termes cqusecutifs de la s^rie (ß)y on 
en preud quatre^,, ^j, ^3, ^^4, si du produit des deux termes extremes^ 
011 retraoche le produit des termes mojens, od trouve 

etc. 

Ainsi on a une nouvelie s^rie (ß^ daas laquelle les quotiens Con- 
tinus ont enoore pour limite le. produit st. C'est en quoi je me trouve 
en Opposition ^vec Tassertion r^iter^e de M, Fourier, car selon sou pre- 
mier th^reme la limite de ces ^otiens est la somme s -\-t des deux 
premieres racines, 

La suite des tpiotiens de la premiere s^rie {S) cesse d'etre con« 
vergente si la racine s est imaginalre, alors on n'aura jamais hi tres-peu pres 

mais il est facile de voir que les quotiens eontinues des series {S^ et (^2) 
ne oessent de converger vers la limito st^ parceque la somme s^ -j* ^'^ ^st 
toujours reelle 9 <$ et / ^tant des raciues conjugu^es, On connait doiic 
le produit des deux racines imaginaires, pour trouver leurs valeurs il fatit 
en connaitre enoore uüe autre fonction. On la trouve en cousiderant que 
le nT"^ terme rfe la serie {S^ est «= s"" .t''{s'\'t){s — tf et le z^'^'"" terme 
de la s^rie {ßy) = s^'.t^is — 0% d'oÄ il suit qu'en divisant chaque terme 
de la s^rie {ß^ par ie terme oorrespondant de la serie {S^ on formera une 



«^ «V jfc 
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suite de quotiens y qui approcheront de plus en plus de la somme ^ + ^ 
des deux prcmieres raoines« Gette somme n'est donc pas donp^ par les 
quotiens d'une seule s^rie^ mais par des quo^ieos tir&( des deux s^ries dif« 
f^rentes. Cext aiusi qu'on doit restituer le premier th^rdme de M. F o u r i e r« 
Pour faire voir que ce qui precede sufBt pour r^odre touies ces 
^quations du troisiemo degr^^ je ne saurais faire mieux que de parcourir 
quelques exemples qu' Euler a trait^ (latrod, in aaal* inf* $«349,)« 

Ex, 1« Sott propos^ requation 

ar'^2jr — 4 = 0. 
Oo aura 

(Ä) = 0, 4, 13, 8, 40, 64, 112^ 288, 480, 1024, 2112, 3968, 8320, 

jl63<S4, 32512, 66t*5t8, 130560, 262144, 525312, 1046528, 

Cette s^i:ie a des quotiens con Verdens. 

Ep sarretant au 20^^"' tenne, ou a 

_ 104^28 

~ 026312 l,.^^^--.-, 

en s'arretant au 19^^*"% on a 

* — 262144 — ^'^*' 

Je prends ^s=2, ce qui est sa vraie valeur. 
La s^rie {S^) devient 
(*S.)s= — 16, —112, 4, 66, —1088, 384, 5888, —29184, 64512, .•.. 
Les quotiens de cette s^ric i^tant diyergens, il laut en condure que les 
racines ^ et li sont imaginaires. Connaissant la valeur de la racine ^, on 
peut trouver les valeurs des racines t et u ä Taide des ^quations 

^ + r + tt = 0, 
stu s=s 4* 
On parvient au memo but en substituant dans T^iation proposee 

— au lieu de x, T^quation se change alors en 

^ 1- /+/-2 = 0, 

et en d^gnant les deux premieres racines de cette nouvelle ^quatioo par 

2 2 

jr,, jr,, on a /=— , i/ = — . 

La s^rie (ß) d^duite de l'^quation (L) sera 
(4S) = — 1, 1, 5, —7, 9, 1, —15, 33, —31, 1, 65, —127, 129, 
1, —255, 513, —511, 1, 1025,-2047, 2049, 1, 
O'ailleurs on aura 



• • • • 
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(«5») = — 6, —32, —4, —88, —136, —192, -^624, —928, —2016, 
—4352, —7744, —16768,-32896, —64512, —432864, —260608, 
—523776,-1052672, —2089044, —4200448, .... 

'(^•.)=:2, 44, 68, 96, 312, 464> 1008, 2176, 3872, 8384, 16448, 32256, 
66412, 130304, 261888, 526336, 1044992, 2100224, 4195328, .... 

Oo tire de cette demidre s^e les valeun approoli^ 



y^'X* 



2100224 



2,009. ...j Xi'X* 



1044992 — 

je preada ^».^, = 2. 

Oo aura en outre 

• _ 2100224 
n -ry* ~ _ 1062672 " 

prenant ^»-|-jr,s=: — 2, on aura 



4195328 
2100224 



= 1,997....; 



1,995, y,+y. 



2, 
-2, 



4195328 
—2069044 



SS— 2,008; 



ou 



Ex. 2* 



On aura 



y»=— 1 + /*— 1, y.=* 

/==— 1 — y^— 1, u = 
Soit propos^ r^quation 

a;»-_4jB»+8ir— 8 



1 - /•-!, 
1 +/--1. 

0. 



(^ = 4, 0, —8, 0, 64, 192, 256, 0, —511 0, ..., 
Les qüotieos de cette s^rie ^tant divergens ou ppurröit en oonclure cpie 
la premi^re racine est imaginaire, mais dans ce oü fl feudrait quo la s^ 
rie (tSi) eüt des quoffens convergens. Cette s^rie sera 

(Ä.)=: — 32, 64, —512, —4096, —20480, —131072, 262144, ....; 
les quotieus Continus sont divergens et il laut en Oonclure que l'^quation 
propos^e n'a pas une racine premiere, c'est u dire qu'elle a ihm r^ne 
r^Ie dont le carr^ est ^gal au produit des deux autres racines qui sont 
iihaginaires. iL<e demier terme de I'equation doit donc Stre ^gal A la 
troisieme puissance de la racine r^IIe, c'est u dire qu'on aura fr=:/'8=2 
«t t.us=s4y d'ailleurs on a «-f*^+'' = ^9 <^ ^•¥'^=^'^9 ^'ou il suit 

^ = 1 + ^—3, »=sl — v^— 3, 
Ex. 3. 8<^ propos^e r^uation 

«f— 3x» + 4« — 2 = 0. 
On aura 

(Ä;«3, 1, —3, ^7, —7, 1, 17, 33, 33, 1, -63, —127, —127, 1, 

257, 513, 513, 1, - 1023, ^2047 



• • t • 
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5j3»-^t(Ji — 16v — "J^, —'«6, ~12(), —256, —528, —1056, ~2Ö8ti, 
—40%,—«*^, -inyjti,— 3t2o40, -«5536,— 131328,— 262656,... . 

(.y^«^18, — 1?8, -4ti, -^112, -214, ^528, —1072,-2112, —4128, 
-nm,— lbt9'i,--3 >i, 12, -65408,— 131328,— 262912,^'',5^312,.... 

Ainsi <Hi «I 

862656 _ 

^ —131328 "~ ^> 

^ . ,— , »25312 
^ -262656 ^* 

d*ou Ton d^duit 

^«l + lT^l, f=l-.|r— U 

L'^quatipn 

^4-/ + ^^=^ donne i^szl« 
Od voit aiHcment que le möme proo^d^ sufßt pour resoudre tooto 
^qtiation du quatriAme degr^, ear, ^tant donn^e rdquatioo 

Oll trouve les df\iaL premieres radoes ^, /^ ßfk fürmant les series : «y), {S^^ 
(6\), et Ton deduit alors de» ^qiiations 

2) s . t.u .V CS cf, 
les valeurs des deux deruieres racineA, si Ton ne reut pas les dieräher 

par la v oie direote eo preuaat or aes — ^ et cfaerohant la valeur de y. Seo- 

■ 
lement si les raoiues extremes s et i^, sont reelles et les racines t, u imi* 

ginaires | il faut cbercher la valeur de la racioe ^ par ia s^e {S) et b 

valeur de la raciae u en substituant — au Heu de x dans l'equation pro- 

pos^ 9 et oherchaut la valeur de y^ od trou vera alors les valeurs des ra- 
oiues t ^t u hi Taide des ^quations (1.) et (2.)» 
Far exexnple^ ^ta*t propos^ T^quation 

;r*— 07^ + 4x^ + 0: — 4, 
on aura 

(5)=1, —7, —14, 29, 96, —34, —503, — 34f, 2083, 3838, —5959, 

—24782, 3548, 123987, .... 
(50 = — 63, —399, —2185, —10202, —49444, —241211, — 116815Ü, 

—5670675, —27142841, —130622997, —635290056, .... 
(5,)»s— 69, —266, -2308,-11323, —50414, —245363,-1207713, 

—5926781, —28750264, —134058714, — 65r.910997, ,... 
Les dcux premieres racines de r^uation sont dono imaginaires. 



24. Sierfif rematqat^ si^r yn ihAiyeme 4^ Mi. Fottrim 3l| 

La hfbrih {S^ . üonue 

_ 63 5290056 _ , ^^.. 

* t — — „130622997 "^ *>^'>^^> 
et ia S4^ru' -Va^^ doQoe 

_ 650910997 _ .^-^ 



ou aiir<> ^11881 



Je pr<md8 



,4.^ = MöJ[i^^« 10242 



• • 






tiiiifii on aiira 



1,026 +"r(— 18,489) , 1,025 Vf— 1«,48&; 

* ~^ » ' ~ 2 ' 

irtiiUtmra on a 

s -Y t ■\- u '\- V =: l, 

^ ,t,U .V r= — 4y 

ou 

M ^ t/ = — 0,025, 

d'iMi Ton dediiit les valeur» approi^iide» 

** ~ '20 T\97200/* 

^ '^ 20^*^V7>00/ 
L'^qiiation a doao deus. racines imaginaireft et dem raciaes reelles 
doot luoc est comprise entre et 1 et l'autre entre - - 1 et 0. M. Fou- 
ri^r^ eb traitant la meme ^quation '^\ a trouviS^ que 1 une des vaeiaes est 
oomprise entre - 10 et ^^ i* Mais on d^convre &ciIeni<Bi)t qu'il s'est 
gliss^ une orreur dans le caloid^ en effet la suite des signes corre8|jt>u- 
darite « i^ — J ) est 

Le 20. Aout 1632. 



*) Aoatyse des c((uat. pag. 143. 
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Nachrichten von Büchern. 



Aufgaben' Systeme und Sammlungen aus der eben<:n Geometrie^ zu 
einem selbsts.tändigjfn Unterricht in der ^nalysis^ geordnet und durch 
Gesetze vorbereitet von H. y. HolleboD und l\ Gerwien, Umäm im 2isten 
und 22sten Inf. Reg. und Lehrer im KonigL Preu/s. Kadetten -Korps, ister Theif» 
Geometrische Annlysis. Ister Band, jinleiiungen und Gesetze. 19i Bog. gr. 8. und 
19 Figuren* Tafeln. Preis llUhlr, tOSgr. 2ter Band^ Aufgaben. S^i Bog. gr. 8. 
und 42. Steintafeln. Preis 3 Rthlr. iO Sgr. 

Das eben apgefuhrte geometrische Werk bal eine doppelte Bestimmung. Ein- 
mal soll dasselbe als Handbuch für den Lehrer bei einem selbstständigen Unterricht 
in der geometrischen und algebraischen Analysis dienen, und ferner hat es den Zweck» 
eine Bearbeiluog der hauptsächlichsten Aufgaben-Systeme der niederen G^metrioi welch« 
sich durch Kombination einer heslimmten Anzahl von Elementen ergeben, darzu- 
bieten; in welcher Art beim Dreieck z. B« die folgenden Elemente benutzt worden 
sind: Seiten, Winkel, Hohen, die Reiten halbireode TransTorsalen ^ die Wipkel halbi* 
rende Transversalen, Radius des Kreises um das Dreieck, Radius des Kreises im Drei- 
eck, Summen der Seilen, Diflerenzen der Sjeiten, DiiTerenzen der Winkel. Die eine 
BeslimmuDg haben wir durch eine sorgfällige Auswahl des Stoffs und durch wirkliche 
Erfahrungen im Unterricht zu erreichen, gesucht , so dafs z. B. die hierbei so wichtige 
Anordnung des Materials in Rücksicht der Folge der Aufgaben und ihrer Vorbereitung 
durch Oerter, Daten u. s» w. im ganzen ersten Bande ein Resultat wiederholt in den 
Unterrichtsstunden angestellter Versuche ist. Die andere Bestimmung dagegen -beben 
wir uns bemüht durch Benutzung des bekanpten Materials» und yorziiglich durch eine 
Jahre lang fortgesetzte eigene Ausbildung derjSysleme zu erfiillen. Einen Theil der Er- 
folge dieser vorher angegebenen Bemiibiiiigen bilden die zwei bis jetzt herauagekomuEie- 
nen Bände über die geometrische Analy:sia. Der erste Band (Anleitungen und Geeetxe). 
ist zum Unterricht in dor Stunde bestimmt» und enthält Oerter, Dateui Lehrsätze, Aa£- 
gaben o. %. w., welche sich gegenseitig rorbereitend und unabhängig yora zweiten Bande 
geor^dniet sind. In dem zweiten Bande (Aufgaben) dagegen sind ^urch ZnaammendreiH 
gung det'Stofis mittelst eigener Zeichen u. s* w. ungelähr 2000 Dreiecks-. Vierecks-, 
Kreis- v.^chneidttng- und Beröhrung-) Linien- und Punkt-Aufgaben nebst den mit den- 
selben im Zusammenhange stehenden Gesetzen ebgeb^ndelt, von denen die leichteren 
s^mmtlich in Rücksicht auf den Unterricht , zur Beschäftigung des Scbiilers anberbalb 
der Stunden, geordnet sind, und die schwierigeren Aufgaben, femer einige Sätze, welchi^ 
zu der Eigenschaft des Dreiecks gehören, dafs ein bei demselben vorhandener Kreis 32 
zu demselben Dreieck gehörende Kreise berührt, und endlich die geometrische Bestim- 
mung yon 2i bei einem Dreieck vorhandenen Centrallinien den Schlafs die^s Bandes 
bilden. Die Lösung der in diesen beiden Bänden fehlenden Aufgaben dnrdi die hö- 
here Gcfometrie oder mittelst der algebraischen Anatysis, und die Ausarbeitung der An- 
leitungen zum Unterricht in dieser Analjrsis sollen den ersten Bänden nachfolgen, sobald 
es die Umstände erlauben. 

Berlm, den 5ten October 1832. 

Gerwien« r. HoUeben« 
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26. 

* 

Memoire sur la resolution des equations indetenxuh^es 

ä Paide des series. 

(Par Mr. G. lAbn de Florence.) 



Introdootion« 

Xjes fonniiles qui servent h r^udre en tennes finis les probldmen ana» 
lytiques sont n peu Donibreqsesi qu'fl n'y aurait qiie des questions tr^ 
aimpleft quo Ton pourrait traiter daiur le calcid des w&jAm. Cependant jus» 
qu'ä present on n'avait jamaia tent^ d'appliquer oe calotd aux ^quatioM 
ind^ennineeB» que Ton tSchait de r^oudre par des transformatioiis^ en 
s'aidant des propri^t^ sp^daks des nombres, que le g^nie de qqelques 
grands g^mdtres avait pu d^uyrir; quoique dans le seid oas de Tana- 
lyse ind^temim^e, les m^thodes d'approximation foumisseDt des sdutioiis 
exactes« Car ioomme^ lonqu'il s*agit d'^quations ind^armin^es, les iDoon- 
nues doirent avoir des valeurs entieres^ ii est clair qu'ajaDt trouv^ deux 
limites entre lesquelles doit 6tre comprise la valeur d'une iooonnue^ cette 
valeiur ne peiit 6tre que Tun des nombres eutiers oompris entre oes deux 
limites« D'ou U r^ulte qii'en ^galant successivement A tous ces nombres 
entiers Tinconnue dont il s'agit^ on pourra^ par r^limination, 6ter oette in- 
Gonnue de T^uation propos^e^ qui se r^uira de cette maniere ii un Sy- 
steme d'^uations dans lesqueUes le nombre des inoonnues sera diminu^ 
de i'unite« 

Dans ce memoire nous appliquons le caicul des s^ries aux ^uations 
iud^tcrmin^es« Notre m^thode est fond^ sur oe th^reme tres- simple^ 
que lorsqu'on a une equation dont cbaque membre se oompose de deoK 
termeS) Tun desquels est un nombre entier, et Tautre est une fraction 
moiudre que Tunit^^ il faudra que les deux nombres entiers soient ^gaux 
entre eux^ de tnome que les deux fractions« II r^ulte de la que lorsqiie 
d'une Equation ind^tcrminee u deux inconnues, on aura deduit la TSleur 
(i'une fonction donnee des incönnues d^TeIopp<^e en s^rie oonvergente, de 
maniere qu'une partie de la s^rie soit une fonction entiere des incounues^ 
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0t Faati!^ partie Mit upe fonctioii fractioDiuAre teile qu'im pukse la rendre 
plus petite que Punitd) en donnaDt aux ioconmies ime valear plim grande 
que des limites donn^s^ il faudra que ces inconnues soicDt comprises entre 
oes limites^ <m bien on pourra Egaler k z^ro la partie fraotionnaire, et la 
partie entiere de la s^rie foumira de oetite maniere une nouvelle ^quatioa 
A deux inconnue» qin devra exister en m^e teins que r^quation propo- 
8^ et qui servira & r^oudre oetle-d compl^teme&t« 

Nou8 appliquoiis d'abord ces prindpes ä des ^quatkms iod^emim^ 
tres-sumples^ en montrant comment, par le deyeloppem^it en s^ries^ on 
peut les d^composw en deux autres ^quations^ dont Tunia en tennes finis 
iie renferme que des quanth^ entieres» Puis nous r^scdvons des ^la- 
tkms phis eompliqu^ alg^lrnques ou transceDdantes« Nous BMHitrons en* 
anite comment Ton peut reseudre les ^quadons dms lesqueHes il faut ex- 
trave les racinesy d'on ordre queleon^ie^ de oertains potjmomes donnes^ 
^ nmis ÜBSOBS T«r que dans oe cas^ afin que notre m^Aode soit cqpfrfi- 
eaUe^ il laut satisfiüre k la eondhion que Von puisse exiraira la racine de 
l'otdre ^kint 3 s'agpt^ da terme qiii oontient le plus gnuid exposaat* Enfin 
MMS i Nisalvo ns l'^quaüen propos^ p«r rappert ik l'une des moemues^ locs* 
qae eette r^solutien est possible^ en. fesant obaenrer que dans oe cas^ 
ionque, en dminant aux mcoimue» ou h l'une d'dles seulement des va« 
ieürs fkm grandes qn'un nombre donn^^ les raeines deviemient imaginaF« 
lesy fl ftuwfca n^oesssnuenent prendse pour les inoonnues des valeurs moni» 
drea qne oe nombre, et requation ftcpM^e sera r^solae eoBBpl^tement. 

En traitant de cette manidre les ^qnations mdAetmin^ qui sont 
da aeeoDd d^r^ par rapport a tune des inconnues, neos montrons queU 
ks SQot len oonditioDS anxqudles on doit satisfaire afin 4a poovoir r^BOo- 
dre eompl^tement ees ^quations« Nous trouyons aussi les oonditions aux« 
quelles doivent satisfiaure les ^^penftioBS qui sont du troisi^me d^r^ pe^ 
n^potl ä l'une. des inoonnues, afin, qu'on puisse les vdsoudre ooioplete- 
ment ä l'aide des formules qui dqnnent las radnes des ^quations du trol« 
sidme d^r^« On pourrait fieure les mdmes oonsid^tions sm les ^qua* 
tions qipi sont du quatrieme degr^ par n^port a l'une des kioonBueSy quoi» 
que dans oe eas aas recherches se oompKquent beauooiqp« Mais oooMne 
pass^ le quatrieme degre on na aucune m^hode poiv trouvw lea racinea 
des ^quations alg^briques, nous ne pourrions pas aller pltis loin par des 
formules finies, et nous avons du reo^urir aux metbodes d'appro y inMifioa, 
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,Si Ton dierche, parle th^oreme de Lagrange, Texpression ea 
series deft racines d'une equation algebrique quelconque^ on obti^it ffkk^ 
aieurs d^yeloppemens^ paraii lesquels il faut choiair ceux qi« devieonent 
convergens lorsqu'on y substitue les valeurs des coefficiens« En g&i^ral 
ees d^rdoppemeDs contiennent des radicaux, mais quelquefois ils en sont 
d6livr6Bf Selon le degr^ de requation propo6<^ et le notnl^!« des termes 
qu^eOe imiferme« Maintenant, si Ton suppose qitll s'agisse de r^udre 
une Equation lod^termin^ A deux inconouesi il est clair que Ton pourra 
la r^soudjre^ par le theoreme de Lagrange, par rapport A l'une des in- 
connues, en oonsid^rant les coefHciens comme des fonotions de Tautre 
inconnue« Alors lorsque la s^rie sera conyergente^ et que Ton pourra 
&ire disparaitre les irrationnels qu'elle oontiendra, on obtiendra une ^qua« 
tion oompos^ d'une partie entiere et d'une partie firactionnaire; et si Ton 
rend celle-d plus petite que l'unife (en donnant ä Tinconnue qu'elle ren- 
ferme une valeur plus grande qu'une limite donn^e), on aura une nou* 
volle (Equation qui devra subsister en meme tems que T^quation propos^ 
ou bien il faudra donner A Tune des inconnues une valeur moindre que 
la limite dont on vient de parier ; et dans les deux oas l'^quation pro- 
pos^ sera r^lue compldtement« 

' En traitant de cette maniere les ^quations qui sont du seoond ou du 
troisieme degr^ par rapport A l'une des inoenmies, nöus retrouvons les oon- 
ditiöns que nous avons d4)ä obteaues en oonsid^ant la forme des racines; 
et meme nwist trouvons de nouveaux cas de Solution;, Enfin nous mon« 
trons de quelle maniere on peut r^oudre les ^quations plus g^o^rales, 
et nous exposons quelques artifices anatytiques qui peuvent servir A la 
r^solution de plusieurs ^quations ind^termin^» 

Lorsque la s^rie dont on doit faire usage pour avour la valeur de 
la racine chereh^ contient des quantiti^ nrrationnelles , notre m^hode 
exige pour etre applicable, que Ton puisse r^oudre une nouvelle Equation 
ind^termin^ avant d'obtenir la r^olution de T^quation propos^; mais 
lorsque rirrationnalit^ ne sp montre pas, ü suffira d'obtenir une s^rie con- 
vergente qui foumira la r^lution oomplete du probtöme ; et il Seiut re- 
marquer que les oonditions qui doivent Stre satisCetites dans tous les cas, 
afin de r^oudre par cette m^hode les ^quations ind^termin^ A deux 
inconnues, ne regardent que les termes qui dans cfaaque coeffiident de Tin- 

40* 
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oc^ue, par rapport h laquelle pn a r^lu T^quationi renferment les pius 
grandes puissances de la variable* 

En g^n&ral au lieu de chercher le di^veloppement en s^ries d'une 
raoine de l'^quation propos^e^ on pourra chercher une foncdon qudconque 
des incomihes^ et si la Buite que Ton obtient de cette . maniere peut deve- 
nir coDvergente, on aura r^olu ecnnpletement T^quation propos^ 

La m^thode que nous exposoas däns ce memoire sert h trouvw la 
resoluticm d'un infinit^ d'^quatiooK indeiermin^es de tpus les degr^^ que 
Ton ne 'saurait r^oudre d'aucune maniere par les principes eonnus« On 
peut aussi Tappliquer auK ^quations contenant un plus grand nombre d'in« 
connues^ en les r&iolTant successivement par rapport ii toutes les incon- 
nues Tune apres Tautre« 



Analyse« 

Etant dönn^ t'<Squation 

61. A + a «B + ß, 
dans laquelle A ^ B sont deux nombres entierS| et « et ß sont deux 
quantit^ positive» quelconques (en observant qu'on peut toujours les 
rendre positives) plus petites que l'unit^^ 3 est dair que Ton aura . 

A SS B^ Ä =t ß. 

II r^lte de llk que si d'une ^quation ä deux. inconnnes (p(jv,y)ssOj on 
pect tirer^ d'une inaniere quelconque, une equation de la forme (61.)^ on 
pourra d^terminer^ par r^limination entre les deux ^quations 

<P(^,r) = 0, A^B, 
tes valeurs de jt et de ^« Esi g^n^ral ^tant propos^ de r^soudre en nom» 
bres «itiers T^quation d n inconnues 

ü Vom en peut d^Sduire^ par des op^tions quelconques^ les m ^quations 

dans lesquelles les quantit^ 

sont des nombres oitiers^ et les quantites 

€^y Äi^ •••• A^y ßj, ßci •••• ßjwy 

sont des fractions positives (ce qu'on peut toujours supposer), plus petites 
que i'unice^ on trouvera les e<juatioD8 
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qui ^taut combiqL^es avec l'^uatioa 

donneront^ aprSs l^limination^. une ^uatlon qui ne oontienclra plus quo 
n-'-m mcouuues. 

Nous r^peterons id la remarque que nous avoiis d6j& faite pr^c6- 
cleDiiiienit y que si par ua proced^ qui^icouque^ on est parvenu ä tirer de 

rcHjuatiou 

^(ar, jr, ^ • • • • etc.) = 0, 

une yaleur approcb^ 8 de a: teUe^ que Ton sache sedement que la valeitf 

de S^ doit Stre toujours comprise entre M et IV^ ob trouvera la valeur 

t'sxacte de x en Tegaiant successivement ä toua tes nombres entiers com- 

pris eotre M et iV* 

Mainceoaut soii propos^ de r(£soudre en nombres entiers T^quation 

on fera d'abord 

et en geu^ral X^ repr^sentera un polynome en x du degr^ r & coef&ciens 
rationnels : par constSquent S s'agira de r^udre en nombres entiers r^quatioh 

dans laquelle nous distingtiorons trois cas diffi^rens^ seien que fon aura 

m^>ny ihssn^ in^/i. 
Seit m'^n; on poura determiner facilement un nombre entier L 

tel qu'en substituant pour a; dans la firaction -t^ la valeur L -{-» (a etant 

une quantit^ quelconque r^Ue et positire) on ait toujours (abstraction 
faite des signes) Xjn'^X„; on pourri| de meme determiner une seconde 
lunite inf(Srieure L^ teile que si Ton fait x =s £i^ — », on ait encore X^ 7> ^n % 

et comme si T^quation propos^ est rdsombie il faudra que la fraeäon -^ 

seit un nombre entier, on ne pourra donner ä x que les valeurs suivante^ 

de Sorte qu'en ^liminant x successivement ^enire T^quatioB proposde et 
tuue des equations prec^d^tes, on aura un nombre £# + 1 — L^ d'^qua«» 
tions en j^ dont les racmes entieres, s^ü en existe, fourniroot touies les 
Solutions do T^^quation proposde« 
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Lorsqae m es n ^ on divisera Xi par ^m ^ on obtiendra im quo- 

tient T^ plus un reste qui gera de la forme —S^f en indiquant toujours 

par Xm^i uo potynome en x du d^re m — 1 a ooedSoiens rationneLi. 
MaiDteDant on aura, lorsque n=zm^ 

et partant 

Ky « Cfm + l^m -lF^> 

d*oii il r^lte qu*en fesant b^y-^if^iszZf on.devra resoudre eq uombres 
entien T^quatiou 



dont nou9 aavons d^jA tronvep toutes les Solutions enti^res. 

Lorsque n^m^ ob fera n^esm-^p^ et en effectuant la division 
on trouvera l'^quation 

dans laquelle les coefBoienis ^9 ^^^ «»•« udf^^ sont des nombres rationDeb^ 
et X^^i est un polynome en x du dagr4 m — 1 ii ooefßciens ratioonels. 
A präsent si Ton r^duit tous les coeCficiens de oette i^qiiation au denomi- 
nateur commun D^ on aura 

et par consdquent 

et Gomme le premiep membre de cette ^quation est un nombre entier^ ü 
on t'^gale ^ ^ on devrp r<^oudre l'^^quation 

* ' Y > 

dont ttOMS savons d^jsV trouver toutes les solutipns entieres, 
A l'aide de requation 

on peat r^souAfe l'autre plus g^n^rale 

en indiquant par (p (x, y) une fonction rationnelle et entiere des nombres 
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* ■ ' • 

eiitiers x et ys car. pu»que le prenuer membre de cette ^quation est uq 
nombre entier, on ppurra trouver toutesles mleurs de x q^ rendent en« 
tier le aecond membrei et oomme le nombre des valeurs entieres qiie 
l>eiit prendre le secoiid membre est toiijours; liinit^^ $i im les repr^sente 
par v^^ v^y •••• Vrf oo aora les ^quatiobs 

qui devFont exist» en meme tetnis qüe P^cpiatioii 

et qid sernroiit> par r^liminatioii^ Sl trowrer toutes 1^ solutioiit de ceUe-uu 
L'equation^ que uoua va i w w BB de traitcr en renferjhe an grand nonoi- 
bre d' auirta plus g^n^rales. Ajusi par esenq^ ^tant prppos^ de r^sotodre 
en nombres entiers V4qpaikm 

^(^).^.(y)=/(^)./(y). 

dans laquelle F, F^^ L f^^ expaoMii M feyattoM enff^res let rationnellesy 
on fera d'abord 

F(*) = x„, fix) = x„, F.(^) = r„ fM = r„ 

en exprimant toujours par X^ et X^ des polytiomes ea;x, entiers et ra^ 
tionneb des degr^ n et m, et par Xj, et r^ ^ polynoiaies en y^ entiers 
et rationneLi des degres p et ^^ et Ton aura 

/(x) X^ F,{y) Y/ 
d'ou Pon d^duin une ^uation de la forme 

et par oonsequent on poorra trauver pomr x et yy des limites telle&y qu'en 
prenant pour ees inconnnes des yaleurs'faors de (kes limites, oa ait tou^urs. 
apres aToir r^duit toiis les ooefiSci^ns' fractionnaires au mSme d^ncmiina- 
teur Dy r^^piatioil 

qui ^tant oombin^ areo l'^quation propos^e Ibumira toutes les valeurs 
des inconnues^ qui ne sont pas comprises entre les limites dont cm Tjent 
de parier; et comme les valeurs comprises entre oes limites peuvent se 
d^terminer separ^ment «vec faciKi^, en aura teutes les spluüons entiires 
d^ F^quation propos^. Dans Tanaljrse pr^c^ente nous avoas suppoa^ 
n>m^ mais si Ton avait n = my oa n<Z,m^ on renverserait la fnurtipn, 
et Tim aurait 
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^m-^^^m ^^^■■1 ^»Äi» ^ 

et en geuiVai :l serait tacile de r^soudre cette ^quation dans tous les cas« 
Soient X^^J^^y X^^ Xj,^ des poljnomes queloongiieB en x entlen^ 
des degr^s n^ m^ r^ p^ et supposons que Von sdt p^r, n^mi si Ton 
doit trouver toutes les Solutions entierea de l'equation 

62. j = *;(^+^.^+^.(|^'....+^,...(^^'-'+-<,^;)'H-e...), 

dans laquelle la valeur du rapport -r^ — ne peut jamais surpasser une liniite 

X/, ön poussera la s^rie jusqu'au terme /-f-1% (en prenant pour / le plus 
petit nombre entier qui satisfait hi Tin^galit^ pt'\-m^rt'\' n^ laqueüe sera 
toujours possible puisque p'^r) et on aura^ apres avoir e£Pectue lea divi« 
sioDS et apres avoir multipli^ par le d^nominateur commun D, une ^qua« 
tion de la forme 

Dy = ajtf^ + a^ar^'^ .... + a,^„ +/fe^ 

dans laquelle la iraction j^^ repr^nte une serie convergente^ dont b 

valeur pourra se r^duire aussi petlto que Ton Töudra, en donnant d jr des 
valeurs qui ne soient pas comprises entre doux Umites /^ /^ que Ton d^ 
terminera ais^ment« On voit par lu que l'equation propos^ sera r^scrfue 
completement ^ par les principes que nous avons expos^ pr^c^emment 
quelle que seit la natura de la fonction, alg^brique #u transoendante^ qui 
est exprimee par le second membre de l'equation (62«). 

Seit propose maintenant de r^soudre en nombres entiers reqoation 

63. ^a^oi^'^b3tf''''\...+ dx+e = Afy^^b,y'---\...J^d,y^e^, 
on pourra d'abord multiplier tous ses termes par JT^^ et en fesant ensuite 

on aura n n 

et partant 

-^«-^(i + ;::5^r^ -«*«•) = ^?r (i + ^^-^^^ - etc.) , 

et cette equation ^taut trait^e de la memo mantere que l'equation (62,) 
nous conduira necessairement ^ la r^solution de l'equation proposee puia« 
que les series qu elies contient sont toujours oonvergentes, lorsqu'on donne 
ü jp et y des valeurs plus grandes que des quantitäsi donnees» 
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Si Ton exprime en- g4n^ral' (joomme on Ta dejsV fait clans ie . m^ 
moire pr^c^ent) par F,. {a^^ y\ un poljrnome homogene et entier ea x* et 
yy du degr^ r^ on poiirra resoudre aussi l'^quation 

a^-» === Ä«:r^ + F,., (ar, y) + F^(ar, y) . . . . + c == i'^a^^ 
car en extrayant la raome n"^y on aura 

ou bien 

et il faudra faire usage de la premföre ou de la seconde s^ie^ sdon que 
Ton aura a:^yy ou y'^xs et dans les, deux c^s on pourra d^tenniner 
deux limites de x et y, telles qu'en prenaut pour oes inooiinuea des nom« 
bres entiers hors de oes limites^ on ait l'^quation 

F(x, y) =^ F,(x, y), 
<jui clevra exister en mSme tems que T^quation propos^e^ dont on pourra« 
de cette maniere^ trouver toutes les Solutions entidres« 

On peul resoudre par les memea prindpes T^quation 

A'p ^ 



qui donnera 



y = 



d'ou Ton d^duira une ^quation de la forme 

qui servira h trouver toutes ies Solutions entieres de T^quation "^ropos^. 
L'^quation 



Xp 



peut se r^oudre aussi en observant que l'on a 

et il est clair que Ton pourra resoudre de la mdme maniere Ies ^uations 
de la forme 

pourvu que l'on ait »y^f , et que le rappport de deux coefficiens oons^« 
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cutib queloonques^ de la s^rie comprirä dans le second membre, ne [luisse 
jamaiB devmiir lofini. 

L'i^qiiation (63.) renferme la suivante 

qui 8ert & trouver la r^oluticm oomplÄte^ en nombres entiers^ de r^uadoa 

64. ar*(ayHÄ7""*....+cy+rf) +x(^'+yy'^"%...+^y+Ä) + />'»+*y'^\...+ /=0, 
lorsque 2 r > /: + m , et lorsque 2 r ^tant moindre que n -{- m on peut 
faire en Donibres eutiers — aiy^^'^äs p^y^. Kn effet^ en r^olvant i'^ 
quation (64.) par rapport ä Xy on trouve 

2ar(ajr«+Ä>--^ • • . • + ^y + rf) + ^y^ +/y'^* . . • . + «-r + Ä. = 

et puttK{ue le premier membre de cette equation est im nombre entier^ 
le second devra l'etre aussi, et il faudra resoudro en nombres entien 
requaduu 

ce qu on pourra toiijours faire par notre m^thode lorsque on aura ^f^n-^-m^ 
et lorsque on aura 2r<;/i + /w et — iay"^"'=:> p^ y^^ U faut obseryer 
id que püisque de T^uation 

on d^duit 

2^j7 + B = ±/'(ß'— 4.^0, 

la r^solution (64^) derive^ dans le cas de 2r^n-\- nty de la forme des 

racines des ^quations du second degr^ qui admettent sou$ le radicali le 

ooefficient B elev^ au carre, sans qu'il seit n^cessaire de satisfaire ä au« 

cune autre cöndition ; tandis que dans Tautre cas il faut satisiaire en nom« 

bres entiers aus: ^quations — ia=^p\ m + /» = 2 s^ Lorsque 2r<^n^m, 

et que le produit ia est posifif^ on pourra toujours avoir toutes les soIu« 

tions positives de l'e^juation (64.); tandii qui si le produit ia est n^atif, 

on pourra avoir toutes les Solutions negatives de la meme Equation. Mais 

si Ton a 2r<in + w, ?7i -|- n = 2«y, et qbe le prodnit ai seit positif, on 

pourra resoudre completement T^quation (64.). Et Ton voit qoe toutes 

les conditions preo^eutes ne regardent que les termes qui^ dans les eoe£- 

ficiens des diverses puissances de a: comprites dans Tequation (64.)^ €oa« 

tiennent les plus grandes puissances de y. 

Soit propos^ maintenant de r^oudre en nombres entiers T^quation 

dub troisieme degr^ a deux inconnues 



26. lßiÖ9i^ memoire sur ia imoluUon des itpiaiions indilerm. ä^taide d»$ s^rin. 323 

65. Y..r'^Y„:t+r^ = 0, 
(iajib laquelle ou a 

si lou:cherche les troü racineit du re((4iauuu (65.), on aura par les for» 
mulos coiinuoB 

- 1' V~ 2F,+r \4(F;r +27riv?7/V — ä — /+1' V" Wr ^y V4crv)*+27rfrf//V — 2 — / ' 

et si Ton suppose quo Ton ait (abstraotion faito des aignes)' 

Om)' ^ (Y.y 

4(yr)'-^'2r(F,)'» 

OD pourra d4velopper en s^rie le ra lical 

par les puissauce« asceuiiantes de ~- , et l'ou obtiendra la Serie coavergeute 

Ym .( iYn)'_ \ ('lYr\ , ^ 

qui, etant subsUtuee dans la foriuuie 



donuera 



» V 2 F, "'■ ' A4(n)» "^ 27 ( Vr)V/ » 



et Tod voit que si Ton peut satisfaire a r^ualion ir- = 2/% ea Dombres 

ratiooiiels, et a T^quation r-r-m = 3^ en oömbres entien, on pourra ex« 

Y 
traire la racine oubique de la quantU^ ~; de meme si Ton substitiie la 

valeur du radical 

i/Yiliid 4- -11:1' \ 

üaos la formiile 



!/(-#, -KÄ^+.^^)). 
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on tronvera 

et 81 Ton pourra faire 

ü est clair que Ton pourra extraire la racine cubique de la quantitiSj 

y(_^ + etc.), 

et r^n voit que l'oa trouvera les memes conditions que nous avons d^ä 
obienueSy c'est ä dire T^quation — = u\ qui devra Stre r&oluble en nom« 
bres ratipunels^ et requation r — m=z3s que Ton devra r&oudre en nom« 
6res entiers» 

II r^ulte de Tanalyse pr^o^dente^ que lorsqu'en donuant h y des 
^aleurs qui ne sont pas comprises entre deux limites donn^es L et L^p 
on peut satisfalre (abstraction faite des signes) ä iln^galit^ 



il sera toujours possible de trouver toutes les Solutions entieres de T^qua^ 
tion (65.)^ 81 Ton peut r^oudre l'^quation ^s=:u\ en ncnnbres rationnelsy 
et requation r — mz=3s, en nombres entiers« En effet les valeurs de y 
qui ne se trouveront pas parmi les nombres entiers cömpris entre L et 
JL^P foumiront une ^quation de la forme 

dans laquelle on pourra reduire la fraction -j- (qui est une fonction de 
y) aussi petite que Ton youdra, en prenant pour y des nombres entien 
qui ne se trouveut pas compris entre deux nouvelles limites /, /» s ei par- 
tant il faudra donner a y des vaieurs entieres comprises entre ces limites 
l, l^y ou bien Ton aura T^quation 

Dx = Jly' + By^\... + C, 
qui devra exister en memo tems que T^quation (65.); et dans les deux 
cas on pourra trouver toutes les Solutions entieres de l'^quation propos^^ 
par la m^thode que nous avons expos^ pr^c^domment« 

Si en donnant ä y des valeurs non comprises entre deux limites 
fiuies l et lif Ton avait (abstraction faite des signes) 



J 
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on trouyerait ais^ment (par une analyBe BMoiblable ^ odle dont nous Te* 
noQft de faire usage) que pour r&oudre compl^tement dans oe cas par 
notre m^thode l'^quation (65«)^ il faudrait pouvoir r&oudre T^quatioD 

— SS 1/*, en nombres riationoels, et l'iSquation n- — r = 2 ^, en nombres eotiers. 

' /Oa pburrait appUquer les mdmes principea ainc ^quatiäm qui.aont 
du quatriSmjd degr^ par rapport ä Tune des inoonuues ; mais dans oe CßS les 
oalculs qu'il faudrait effectuer deviencfraient tr^-longs^ et* d'ailleurs pass^ 
le quatrieme degr^ l'on se trouverait arrSt^ par rimpossibllit^ de r^soodre 
les ^quatioDS alg^briques des degr^ sup^rieurs« Nous allons reprendre 
mainteiiant oqtte th^rie dans toute sa g^n<$ralit^^ h Taide du th^rdme 
de Lagrange qui sert ä exprimer en s^ries les raoines des ^quations 
alg^briques^ et- nous exposerons avec plus de detail oe que nous ayons u 
peine indiqu^ dans Tanalyse pr^c^denie. 

Etant propos^ l'^quation 

66. a-r-Äa? + c«^ = 0, 
on saity par le th^oreme deLagrange^ que lorsqu'on a (abstraotion faite 
des signes) 



n» 



une des radnes de cette ^quation sera exprim^e par la serie couvergente 
*"• TV+^^+ 2.1^ ^ 2376^5= +etc,;, 

• 

et les autres n — 1 racines seront donn^ par la s^rie convergente 

Aft (t g wa* {n — l)2yia^ . \ 

dans laquelle il faut substituer pour r successivement les n, — 1 racines 
de r^quation 



i^ = a. 

c 



Lorsqu'on a (abstraotion faite des signes) 

CO»-» (/l—l)' 



kW— X 



les n racines de T^quation propos^ seront exprim^es par la s^ 
vergente 

«9. rU - >r + g^4>Vl!- («-")(*-.";)>- +e.o.). 

\ na ■ 2.n*a* 2.3.w'a* ' /' 
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(Jans laquelie il faudra Bubstituer pour r 8iicGa8si?em«nt les n racines do 

* c 

11 resulte de Ih, que lorsque (abstraotion faite des aignes) Ton a 

r^quation (00») aura autaut de raoineii reelles qu'it y ea a dam les deiii^ 

^quatioos 

bz — c/ ,r= 0, cä"'^ — b == 0, 

el qne lonque (abstraotioD faite des signes) on a 

il y aura autant de racines reelles qu'il y en a dans T^quation 
Maintenant si Ton suppose 

r/ = -i^-a, b SS — ß, ^ = y, 
(m^ ß, yy ^tant trois quantites positives) et si Ton prend pour n un nom^ 
bre impair quelconque^ oi? aura les deu^ equatioos 

yz'' » f ß = 0, 7«* — Ä == 0, 
dont la premiSre aura toutes ses raeiues imaginaires, tandis que la seoondö 
n'aura qu'une aeule racipe r^lle; et par cons^quent Tequatioa 

70* yoT + j3j^ _« = 0, 
(dans laquelie »^ ß^ y^ sofit trois quantites positives) aura toujours une 
seule racine r^Ue^ quelle que soit la valeur d<^ ooeffidens «^ ß> y* 
A präsent si dans Fequation (70*) on fait, par exemple^ 

(p^ r, t, 6tant trois quantit^ positives) on aura, apres let sqbstitutiona^ 

71. py^ + 9 = (i^y'^" + *)ar + tx% 
et par suite (abstracdon faite des signes) la quantit6 

6'» . "^ "7~70^ ( — r ^»-^ — 5)* 

sera plus grande ou plus petite que ^ — ~-, seien le rapport de m h n. 

Soit /2/w]>2/2, alors on pourra trouver deux limites 'L et L» do y 
teiles qu'en prenant pour y de^ nombres entiers quelconques qui ne soient 
pas coiiiprLs ^ntre oes limites, on j\H teujours (abstraotion faite des signes) 

72 <I- P >"" - q)"^'' ^ (n ~ 1 )"-^ 
/^« --r— *" r " " " t — <r — — — — - ^ 
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Lorsque cette iuegalit^ est satiafaite, pour trouyer toutes Im . yftleim. 
de X qui r^lveot T^quation. (71.), il faudra faire usage des deux si^riea 
(67.)/ (68.); et en substituant dans la premiere de oes sdrite les valeurs 

on aura 

T 2.3(— rjr'"'^ — 'f)^ .— -r^w-J 

Mais comme par hjpothese roQ' a mn^2n, ou bien m^2, et 
quo chaque terme de la serie pr^dente peat se reduire aussi petit qoe 
Ton voudra en donoant h y des valeurs entieres qm ne soient pan oompnH 
ses entre deux limites Ly L^^ facilemtint assignables, on aura toufours 
florsque y n'est pas oompris entre ces limites) une ^quatiea de la forme 

i 

dans laquelle N^ Jy By Cy sont dos nombres entiers, et j- est nne fraotion 

plus petite que Tuniti^; d'ou Ton d^duira T^uation 

IVx =z u4y^^By^Cy 
qui devra exister en meme tems que requafion (71.), et qiii serrira ik 
trouver toutes les valeurs de y non Gomprises ebtre les limites tiy £#.i 
mais commc d'ailleurs les valeurs de 7 comprisQs entre ces limites peu- 
veut se trouver s<^par^ment, l'^quation (71.) ^era r^olue completement 
quant <i la serie (67.); et si Ton suppose que les coeffieiens de r^quatiöo 
(71.^ restent toujours positifs, quelle que seit la valeur de j, il est elair 
que 1 equation (71) ne fournira qu'uue seule racine reelle pour Xy qui sera 
repr^s^itee par Tequatiou (73.); ainsi dans oe oas Tequation (71.) sera 
resolue completement, pourvu que rinegalite (72/ seit satisfaite. 

Si les coef&ciens de lequation (71.) ne sont positÜs, que pour 
des valeurs de y comprises entre les limites Ly L^y on pourra, par lana- 
lyse prec^dente^ trouver toutes les Solutions de cette ^uation qui cor- 
respoudent a de^i valours entieres de y comprises entre L ei L^m 

Il est clair que si l'equation 

ry'^' Hh 7 — (ry'^' * + s)x + ^ J?% 
est r&oluble pai* ia m^thode que nous ven^ns d'exposer^ on pourra r^sou- 
dre aussi T^quation plus generale. ^ 

74. py""' +Pt,r'' ' + /?, '""^.... + f,y + ^ =: (ry'"'*'^ +r,y'««-\,.. + s,y + s)x +tx\ 
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dans laqudile les coefficiens 

Pi9 P^y • • • • 9iy 9f ^9 ^i • • •• ^ty ^f ^$ 
sollt des nombres ratioimels quelconques* En efiet Ton pourra toiijoursy 

dans ohaque coeffident de Xj rendre le terme qpii oontient la puissanoe 

la plus eley^e de y plus grand que la somme de tous les fiutres^ et alon 

les Qonditions dlnegalit^ ne porteront que sur les termes qui contiennent 

ces plus grandes puissances; et comme les autres conditions ne regardent 

que ces termes, il en r^ulte que si T^quation (7L) est rc^soluble, l'^qua« 

tion (74.) sera r^solqble aussi. 

Si au lieu de T^quation (74.), on voulait rt^soudre eo nombres en^ 
tiers r^quation plus g^nt^rale 

ay^ + by^^'+ cy^'^ .... -{-d ^ (ey^-P+fy^t^' ••• +^)a? +Ä«^, 
dans laquelle les coefficiens e, h, sont positifs, il suffirait d'avoir m'^p, 
pour en obtenir toutes les Solutions entieres, ou du moins toutes les So- 
lutions entieres posit^yes^ par notre m^thode. 

En gdn^ral etant propos^e T^quation h coefficiens rationnels 
af'\^by-^....+cy^d + {eyP^fyP-^....+S)x + hjr, 
on pourra 9 par la m^thod^ que nous avons expos^, trouver toutes ses 
Solutions entieres pour?u que le produit eh reste toujours positif et que 
Ton ait (abstraction feite des signes) 



Ainsi par exemple on poürra toujours trouver toutes les 8oluti<m8 enti^es 
de r^quation 

pounru que le produit ir seit positif* 

Lorsque dans T^quation (70.) le coeffident ß est negatif, P^quation 

aura deux radnes reelles, et alors si la condition 



est satisfaife (abstraction feite des signes) outre la s^rie (67.), il feudra 
oonsiderer la s^rie (68«), qui foumira deux nouTelles racines reelles de 
i'^uation (70.)9 en f'substituant les valeurs des coeffidens. Bfeis afin que 
iiotre aietiiode puisse s'appliquer h la s^rie (68.J, il feudra que Ton ait 
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donn^a les deux valeurs reelles 

^ = ± (oy^ + iy""^^ + etc.), 
et oes deux valeiirs ^tant combin^es avec la s^rie (6S,), fourairont toutes 

les Solutions entieres de l'^quation proposee, 

Si Ton a^ dans r^Squation 

(abstraction/aite des sigues) 



ea 



T»-» ^ (n — 1)"-'« 



OD ne pourra plün faire usage des deux series (67.) et (68.) pofi*" obtenir 
les valeura de x^ car dans oe cas oes deux series deviendraient divergon*- 
tes : alors il faudra recourir ä la s^rie ( 69. ) qui renferme le radioal 

(r~) 9 et il est dair que T^quation propos^e aura une ou deux radnes 

reelles selon que le nombre n sera impair ou pair; en observant cepon- 

daut que lorsque n sera pair, et que la fraction -^ sera positive , T^qua« 

tioa a^^bx'\^cx'^s^Of n'aura aucune radne reelle , taut que rin^galit^ 
pr^c^dente sera satisfaite. 

Mainteuant si Toa suppoae que les ooeffidens a^ b. c soieut des 
foQctious de y, 3 faud|ra> ^öiir a^pliquer leg prindpes que ndus avoqs ex-* 
poses precedemmeiitj cpie Tod ait toujours 

et ensuite 

car alors op trcHiyera 

■» . , * • 

i^<T) " «"/"(f **/"-* + /y"^. . . . -H etc. , 

et en substituant cette valeur dans la s^rie (69«)^ on parvieudra aisc^ment 
a la r^solutiou completo en noiubres entiers de requation propo8(^e. 
En general etant proposee T^quation A deux inconuues 

Crclle'i Journal d. M. Bd. IX. Hft. 3. • • 42 
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OD pourra toujoiirs la resoudre compföttanent en nombres entien dans les 
cas suivan». 

1^ Lorsque n ^tant un oombre impair, et les deux temes cy*^ 
ey^y ajani le mSme signe, on peut trouver deux limites finies L^ h^ » tol- 
les y qu'en prenant pour y des yaleurs entieres qui ne soient pas oompri- 
ses entre ces linutes^ on alt toujours (abstraction &ite des signes) 

.2^» L^^quation (75. ) söra r^olue eompletement lorsque (/i ^tant 
un nömbre entieir quelconque, et rin^lit^ (76,) ^tant satisfaite^ mais les 
deux termes ay^^ ey^ n'ayant pos le mteie s^ne) an pourra r&oudre 



r^quatlon — ssp i/"^, en nombres vaticHineis^ et roquatiou r — m=i{n — \)z^ 

en nombfM entiers, 

3^ L'^quation (75.) pourra etre resolüe oompleitement en nom- 
bres entiers, (quels que soient les sigoes des termes irj^'*, ^J^%) lorsqu'U 
sera possibie de trouver deux limites fioies L^ L^^ telles qu^en prenant 
pour y des valeurs entieres non comprises entre <)es limites^ on ait toujours 

77 aÄ"-»>'"+"'^,^ (»— 1)*^ 



h 
et que Ton pourra r^udre tequation — = u\ en nombres rationnelsi et 



Q 



r^quatioii p — m ssnzy en nombres entiers. 

4^ Lorsque riiiegalit^ (77.) 4tant toujours satisfaite^ Fexposant n 
sera un nombre pair , et les deux termea ty^, ^y^f .auront des signea 
diffi^rens, on pourra trouver toutea lea Solutions entieres de Tequation (75»)« 

II faut observer ici que souvent les oonditions pr^d^dentes ne^sont 
satisfaites, dans Tequation (75.), qu'entre des limites donn^ des inoon- 
nues; alors au lieu de trouver toutes les Solutions entieres de l'^qaation 
propos^, on aura seulement, par notre mÄfaode> les Solutions comprises 
entre deux limites. connues« Ainsi, par exemple, quelquefois on trourera 
toutes les soIutions positives de Tequation (75.) , sans que Ton puisse ob-* 
tenir les Solutions negatives. 

Si dans r^quation (75.) on faii /2 = 3, et si Ton suppose que l'in- 
^galit^ (76») y qui dans le cas actuel se reduit d Celle ci 

soit tou|ours satisfaite eu donnant A y. des valeurs non coniprnes entre 
deux limites fiuies Ly L^ y il est clair que Ton pourra resoudre complete- 
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ment l'^quatioo propos^ A Taide des deux s^ies (67.) et (68.)^ car la seoonde^ 
n'aura^ dans le cas de /2 = 2, qu'une seule valeur qui sera toujours rationnell^ 
Lorsque Ton a> au oontraire (abfitraction £eiito des signes) 

en donoaiit & y des valeürs queloonques non comprises entre devtx, lindtes 
finies ly /^, fl faMdpa faire usage de la aerie (99«), et afin qu'cUe De contiemie 
aucun terme irratioiuiel/ oa devra pouToir resoudre IcquatioD — = «•, en 
nombFes ratioBoeb, et T^quation p — wi =s 2^, en nombres ebtiers. H est 
clair que oes deux ^quatioDS se r^duisent aux deiix suivantes ak sez u% 
p^mz=z2t^ quisoDt cellea que piöu» ayons d^jd obtenues. 

Les deux ^quationa pn^o^eotps doivent etre r^solubles dans le cas 
que le terme aky^^ %oi% positifi mab iorsqu'il est n^gatif^ et quo Ton a 

la s^rie (69.) aura deux yaleurs ima^inaires; et partant les valeurs de x 
qui correspondent A des valeqrs de / noa oomprise^ entre des limites 
fioies Ly L^j serpnt toujouir^ iipagiiwirttii inais comme les yaleurs entie« 
res de jr Qoipprises enfro pw }iQliteS| se d^tenxiinent aisement^ on iiura 
r^olu compl^teiiient VfS^atjoQ.propQSfSe^ «ans qu'll soit n^cessaire de satis- 
faire aux deui^ cqu^i^ow ^9 OOW 0YOO9 trQuveßs pr^c^demment. 

Soit maintenant ^ sz; 3 d^s I^^^quation (75»), et supposons que Tin«* 
egalitd (76;) soif satisfaite^ d^ps I0 f^ »otMe} eile se r^duira a Tautre 

et il faudra faire psage dM deips; ji^es !($7«) et (68»), pour obtenir les ra« 
leurs entieres de x quj r^^olyeqt )'equ»t]0|| p;?opos<§e, A pr^$ent si dans la 
Serie (67.)) on substitue le«| yaleun ides cp^fficieps de !*^quation (75.), on 
aura une s^ie (ponyergente qui fournir^, A l'aide de notre mdtbode, tou- 
tes les Solutions entieres de l'i^quation (75,) qui corpespoiident ik l'une des 
formes des racines« Pour pbtenir toutes les autres splutions entieres, il 
fout consid^rer les yaleurs de x fournies par 1q s<^rie (68.); et comme 

(h \ 
) ^^h Powr l eqiiation (75.), 

se transforme dans Tautre 

il faadra, pour j appliquer notre m^thode, que Ton ait l^^quation — ~ = u\ 



332 26L Zihrl, mipfoirtMur la rüoluiion dfs Jquaiian$ indAerm. ä faidä de$ siries. 

eA nombrai rationneb^ et requation r — mss2s, en nombres entiers^ et 
roQ Toit que danB oe Gas requation (75«) sera r^olue completement* I^Iaw 
si la quantit^ comprise entre les croohets dans le radioal (78.) demeure 
toujours n^gative^ pour des valeurs queloonques de y non comprises entre 
deux limited finies Ly L^, il est clair que le radical (78») deviendra nna« 
ginaire dass les meines drconstanoes; alors la 8^rie(68«) ne donnera que 
des valeurs imaginaires de x, excepte poür des valeors entieies de / oom» 
pnses entre les limites L, L^^ valeurs que Ton consid^rera s^par^ment. 
Ainsi dans oe cas T^quation (75.) sera r^solue compl^tement & Taide de 
la s^rie (67.)^ pourvu que rin^galite 

seit satisfaite^ et sans qu'il soft n^cessaire de y^rifier auoune autre condition« 
Si Ton avait au contraire 

27 ö k^y^-^P > 4^/V 

il faudrait recourir ä la s^rie (69.) 9 et conune celle-ei oontient le ra^oal 
C—\ quiy pour r^quation (750 > devient 

on devra^ afin que notre m^thode seit applicable^ pouvoir, rdH>udre l'equation 
i^zsiu\ en nombres rationncSs^ et requation p — ms=z3s, en nombres 
entiers; et si ces deux conditions sont satisfSedtes^ requation (75.) sera re« 
solue eompletement. 

L'analyse pr^c^dente montre qu'en appliquant la serie de Lagrange 
«ux ^quations ind^termin^ qui sont du secohd ou du troisieme degre par 
rai^iort ä l'üiie des inoonnues^ on rencontre les memes oonditions que la 
forme des rädnes nous avait fait deoouvrir^ et que m^e Ton trouve de 
nouveatix cas de Solution« En appliquant notre m^tbode aux ^quations 
des degr^ sup^rieurs^ on trouve la resolution complete d'un grand nom- 
bre d'^uatioDS ind^ermiu^^ qu'on n'aurait pu traiter d'aucune maniere 
par les m^thodes connues« 

Si au lißu de requation (66.) on avait Tautre 

a — Aar*" + ca?^+" = 0, 

X 

on seit que la s^rie (67.) contiendrait le radioal ^y) f et alors d a, b, c^ 
etaient des fonetions de r^ la premiere scric aussi fournirait deux ^qoa* 
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fions de condition de la forme 

dont la premiere devrait Stre r&toluble en nombres rationnek, et la «e* 
oonde en nombres entiers; et 3 est clair que ces ^quations devienuent 
identiques dans le cas de m= Im ^ 

En g^n^ral ^tant propos^ de r^udre en nombres entiers T^qua* 
tion k deux inconnues 

a + *^+ ^^^••'» • + ^^ = 0, 
dans laqiielle les coefficiens Cy by e, « • • • d^ sont des polynomes en / en- 
tiers et rationnels, u coefficiens rationnels, on reduira d'abord tous ces 
coefficiens au denominateur commun^ et puis on les mnltipiiera par ce d^ 
nominateur pour les rendre tous entiers ; ensuite on cfaerohera par le theo- 
reme de Lagrange les diverses s^ries qui repreaentent les n valeurs de 
ar, et Ton trouvera toiifes les couditions auxquelles doivent satisfaire les 
termes qui dans les coefficiens a^ b,^Cy , • « • d, contiennent les plus gran- 
des puissänces de y, afin que T^uation proposee soit r^soluble par notre 
m^thode^ en observant que lorsque ces conditions^ qui regardent les ter- 
mes contenant les plus grandes puissänces de jr^ seront satisfaites daus 
une equation donnee , on pourra changer d'une maniere quelconque les 
autres termes^ qui ne contiennent pas les plus grandes puissänces de y, 
et toutes les ^iiations que Ton obtiendrai de cette manidre seront toujours 
resolubles. 

Pour r^soudre en nombres entiers l'^quation 

F(x,jr)=0, 

^dans laquelle F(xyy) exprime une fonction quelconque entiere etration- 
nelles des inconnues x et y, d coefficiens rationnels) il peut etre utile de 
cousiderer quelques puissänces de Tune des inconnues comme des coef- 
ficiens algebriques; de cette maoiere on reduit requation proposee a une 
autre plus simple y et lorsqu'en r^solvant cette nouvelle ^quation par la 
s^rie deLagrange^ notre m<^thode est encore applicable, on obtiendra 
la resolutiou complete de Tequation proposee, On pourrait aussi daun 
pltiaieurs cas rc^soudre completement de la meme maniere des v^quatious 
contenant trois ou un plus grand nombre d'iuconnues; mais ces reciier- 
ches exigeraient de^trop lougs developpemen» , et ne sauraif^nc trouver 



1« • 
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En g^n^ral an lieu de chercher par le th^ordin« de Lag ränge 
l'eKprettion eo s^rie des ramnes de l'^quatHm propoa^, ont pe<it cher- 
%Sbiv \» d^veloppement d'ime fonotion queloooque des bcotQues. Ains^ 
ha exemple, ^tant propoa^ de r^ondre en nombres entien l'^quaticm k 
de^z Ineomiiie? 

s{ foQ pewt troqyev iine fi>pctirä entilre F(x,y) des mdmes mconnues 
teile y qu'^tant di^e}ppp^ par les punfs^noes desoendantes d'uoo autre 

foiwtioii enti^/Cap^y) de pette maotöre 

^(aP,y)5S»^T^5j^-fT.^^,pJ^,,,,^. etc., 

Iq rapport de decq^ eoeffioiem aom^wtih äßmevrß toujour« podtif, et no 
pcdsse jamai« «tt^vdrä une Umite entidro 4f od frouFO« 2B pour h 
limite de F(x, jr), Lorsqn'oq doQQem ^ 1« fonotion /(jp, y), une valeur 
igale ou plus |;rande ^ ^4i ftiors en ^imnwnt nne de« inconnues en- 

tre )'^att«tion 

et l'une qneloonqne de« miininte» 

F(«,y)s=»0, r(*,y)^t, ^(*,y)3B?, ..,♦., , ^(ar,;r)«5 2B— t, 

<Ni Men entre 1« m^fm ^ufition 

«t l'iina dM aniY^te« 

OD «ura un nondire 2 (^ t|^ i?) d'^<}t|ations <> une jseule inponnue , dont les 
Tioines entere« exprimeront tpute« )e« s^lntion« 0n(>^ de Tequ^on 

Nott« avon« suppos^ qqe tou« le^ (»eflßeieR« B, B,, J5,, . ,,, etc., 
aTident le möme signe; mai« s'ik araien^ de« sigues alternati£|, en fosaat 

/(*»/)> ?^> o"» n'a«»w"t plu» fQp»r)<^2^r C^endaDt en fesaut 
/(*>/) >^^> *« yaleur de F(jf^y) «erpi^ toujours comprise entre B et 
B — 1, et l'on seralt assuri^ qu'il fandrait avoir en mdme tettw 

FiXyy)r=B, ^(a,, y) == 0,, 

QU bien l'^quation 

<PXx,y) t== 0, 

devrait exister aimöme tems quo I'une des suivantes 

/(x,y) = 0, /(*,y) = t, /(«,y)=:»2, .,., f(^,y)!=^JS, 
et requatioo propos^ serait r^solue oompletement* 
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L'esprit de b m^thode que dous avons expos^ dttis oe nKkaoire 
ooittiBte en oedy qu^^tant pro[»08^ de r^seudre ta iiombres eotSen 1'^«^ 
tion ik deux ineoimues 

OD devra chercher une fiDnction enti^re des ioconmiM f(^pj)f teUe qiie* 
loa ait r^cpuitioii 

dang laquelle /. (a?, y) est aussi une foDction entiere de j? et y^ et Sy 9^^ 
sont deux fioncdoiis des memes inoonnues y telles qu'en prenant en m^e 
tema (abstraction fiute des signea) pour x des Tdeim eatidMa «oo aon» 
prisea entre les deux fimites ümes -{-L et *— iD^ et pour y ^m vaieura 

entieres non oomprises entre. les deux Umkes finies -{-L et — L^^ on 

8 
ait toujoun (aiMstraction £nte dm s^nes) j-^U 

Maintenant il est dair qu'es prenant en meioie tems pour x des 
valeurs non coniprises entre -jf^L et —^L, et pour jr des valeurs non oom- 
prises entre +^1 ^' — ^is l'^quation (7S«) se reduira ^ t'autre 

80. fOt,yy^f,(xyy)^ 

qui devra exister en mSme tenu^ que T^quation F(Xfy)^ssOy et qui don-* 
nera, par l'^Iimination ^ toutes les Solutions de T^quation propos^^ non 
Gomprises en memo tems entre les limites trouT^ pr^c^d^ument«' Mais 
81 les deux ineonnues x et y, n'^taient pas comprises k la fois entre oes 
limites y T^quation ( 80^ ) n'aurait plus lieu ; o^endant alors comme Ton 
devrait avoir (abstraction faite dea signes) ä? < + L, ou y < + £/, , on 
poserait les ^quations 

a? = 0, ar=±l, jr==±2, . • . • dr=5 + (L— I), 

ou bleu les autres 

r = o, r= + i, y-±'2, ... y=+(A-i), 

et ou pourrait ^liminer une incoonue entre Tune quelconque de ces ^qua-- 
tions, et Tequation 

qui serait de cette maniere r^solue oompletement^ puisqu'ayant trouv^ d'a« 
bord les valeuni entieres de x non comprises entre les limites — L et 
^L^ et les valeurs entieres de y non comprises entre jes limites — jL, 
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et -f-iEii9 et puls les soliitions comprises entre oet Ihnites^ cm aura tou- 
tes les Solutions eiuicres possibles de requation propos^« 

Les metLodes quo nous avons expos^ dans le m^mobre pr^ce- 
dent et dans celui-Gi, contiennent les premicrs elemens d'une di^rie g(^ 
ndrale sur la resolution compiete des iquations ind^termin^es qui out im ' 
nombre fini de Solutions entieres» Cette theorie präsente de grandes dif- 
ficultes lorsqu'on veut Tappliquer aux cas pariicuüers, et demande des re- 
cherches fort laborieuses qui ne sauraient trouver place id^ mais que nous 
psperons pouiroir exposer dans une autre oiroonstanoea 
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27. 

De resolutione algebraica aequationis X'" = l, sive de 

divisiöne circuli per bisectionem anguli septie« repedtam 

in partes 257 inter se aequales commeniatio coronata. 

(Cont Dito. Vol. IX. Fssc. I., 2. et 3.) 
{Aact. Richelot, Doct. phiL Begioin.) 



xn. 

Transieamus arl hoc ultimum negotium^ titmirum ad valores ftmo- 
üoDum f e^ fuDctionibus F determinandoB. M umerus functionum / est 
= 128^ Snter quas uoa est determioata semper eadem: 

fm = Po + pi + Pft+ etc. + ptrr = f^m = — !• 

Isim vero ad coteras 127 determinandas functiones f, inter eas ipsas 
baue aequationem gcneralem co^slare^ olarura est: 

si loco ipsuis I'^Jt'' Signum hoc F^ fntroducitur brevitatis causa. Ibi pro 
jr sensim oumeris 1, 2^ 4, 8^ 16^ 'df2p 64^ 128 Hubstitutis, orhmtiu* hae 
ae(|uationes ; 

26 \ ^^ ^* ^^ * ^^ ^ '^^ ^^ ^i •f*9 y* *= ^"4 »^ > y«* = F^ •flu y 
His \ero aequationibus adhibitis fit 

27. /,'" = Cfo^(F,)«(/';)^c/';A(/''u,/.(/':,o^ /'•«,. /'«a. 

Quae aequatio centisim{ vigesimi octavi ordinis totidom secum fert valores 
quantitatis determinandae /i tales: 

zj zRy zR\ zH'y etc. zIV^\ 

si r est una positiva realis radix aequationis (27.) ^ sive: 

Sed l*uiictioue;n f^ 128 valoribus diversis uti debere^ ex iuitio arHcuIi huius 
ÜBicile intelligitiir^ Ibi iavenitur: 

f, = /^o + P, Ä + />! fl^ + etc. + p,,, n''\ 

ubi quantitates 

/>u. Pi9 P2y eto. =[2,1], =t[2,3], =ri,;i-J, etc. 
adbüc in \UH .suppositionibus Stare potuerunt, lf)rout fuit: 

Crelle'i. Journal d. M. Bd. IX. Hft. 4. 43 
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12. Rioh»l9t, dt molutiotu ^tbraica rntqualUmta X***^|, 



tMi^±iüa4^, vel 



4fr ,. • 4n ^ 



vA 



256#i . • . 256t» 



quippe qubnim 128 ▼alonim» o' indetermiiiatiiin quemlibet tiabenta^ 
qamam 128 suonim valorum fiwetioiii fg triboator, prorsus arbitrio 
pennitti poese, oondnditur« 

-Ponamus igitur fi^^z, lade deriTaater, aeqiiatkwMhui 
mnm adhihiri^ nee noa tiieorcnnatibu* (0.) et (7.) levoeatM: 



28. 



/. 






/lO 






/; 



•'(^^n•^2•257), 

•"(^•^»•257), 

•"(^« . 257), 
•"(257), 



1, 



/• — «^g» 
128 "W' 

h 

sigDum radiGale /*a semper unam realem positivam radicem aequatio« 

X^ ss: a signifieat. 

Ut eeterae 120 fimeriones adhuc iDdetenninatae, definiantur^primum 
eanim ntmeruii qiiiBuaci miniDnus reddatin*« Quam ob irem theoremate (19«) 
revooato: y^y;^^=, 257; 

iam colligitur^ doddisi funotiones /a usque ad f^ «-emanere determiDandas« 

In aequationibuß (28.) > V^^^ excepta, h?"^^ looo ipsius R posito^ 
mvenumia bas: 

/. /(«fHHO f f^Tn-H) 

/2i2w+l) 7^ > • ^♦(«»+1) "" JP 



28'. 



(211+1) 



*^2(2ii-|.l) 



eto. 



FuDCtione igitur /(2,.+i) detarminata, omnes fuDCtiinium forroae /^ä^^^^^^ sine 
ulla ambiguitate inde deriYantur« Itaque reductus est numerus deiwminan- 
darum functionum ad Hl ; nraipe remanserunt fuBotiones 

/?> A7 Siy /q, etCe /« 

determinandae« 
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Hae vwo funettoMs^ licet etdem ratione ao/ determiaalMlet, tnien 
noo eidem arbitrio gubiid potiaiiit. 

Ek aeqiiatione (^^) eaiiD quidem dediici potett^ obique EP^^ pro 
li posito, haec: 

oQ// nt» ^ss'iF^ F^^ F^* F^ F* F^ F F l 

*" • •'(2f»+i) "^ \* (2n+i)' * a(2»i+i)' * «(^»fi)* 8C2II+X). J^i^fir «(tii^-i) ' «H^M-O * h«(2ji41)I* 

Tarnen inter 128 valores funefiooip ^2n+i)f ^^^^ .ortos^ k ast eligandus^ . 
qui ounri atippositione aätea de f^i^'%iOta, eongruat; ärbitrium eoim inter 
valores functionum f^ a quantitate tr depeudejis, ea nunc tali posita, qtia- 
lis condirioni /i a== £ satisfaciat ^ prorsin tollitur. Ad aliud igitur hie eon« 
fiigiendum fuit, artificium novum^ niine expouendum* 

Determinentur enim functionum f^f /tp fu^ f^iy In potestates, ad- 
bibitifl solis ae<iuationibus (28,) et (lO.)« Exenopli eausa in ae^uat« (28.) 
pro R, R\ R% R'\ Ä^ /?« poaito, b^beiaua respeoliFe 

f* = ^3 yro 

y? = ^ Jn f 
f* sc F / 

712 ^ * 42./ 24 f 

fls=z F r ^s: ^^^^^ 
« y tt 

lüde deriratur^ 

/j'* rs: fl„ri ^i» '^ff rii ^^\ 

SiroiUter fiunt 

f M _ yj^^Qt^w-gS? ^^ _ Fi, F., . 267 

Ji ■ f f Jn — f 

/iS y^"^^ ^^ Ja y • 

Kx liis theoreniatibuf coDiiiqctJs oum prima asquationuin (<28.) Rtriiantur 
hae qiiantit^tes : 

\ y. / ■" /^ Ft. /f. 

(' f f \* F* F* P F* !<'* F 

43^ 



• 
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Jam fti dieorema (16.) 9 unde aequationes F48 = F|o^ F^^zssF^^ ^ai^^'o 
-, , , ff i« • 

^62 = ^2 sequimtur, adhibeamus neo non in umversum per ^a, /A, /'c, 
« » 
/"^ > // unam realem positivam radicem respective -aequationum : 

sigBificemus ) omnes igitur radices respective per 

lr(flr)Ä*'», .Jr(Ä)iF?S ^(c)Ä^«% ^(d)n?^\ /(e)li^^^ 

expnmamuS) ubi Ci un^s est numerorum 0, 1^ 2, » • » • • 31^ 

/i - • - - 0, 1, 15, 

ti - - - - 0, 1, 7, 

A . . . - 0, 1, 2, 3, 

/7I, - • - . 0,1, 
bae derivautiir aequationes: 

32. 4^ = V^( ^^'/*^'M Ä"»«, 

s 

Ex quinque ultimis aequationibus , ^alias Teras derivari ubicpie in functioni« 
bus / et F, Br'*'^^ pro R positis, ex utriusque iuDOtioiiis natura eluoet. 
NuIIo modo vero potestas illa ipsiusi? efdem substitutioni subiicitur, quippe 
qua substitutione proprie in aequationibus (29.) introducenda , ad novas 
aequationes puras ordinum 32 y 16, 8^ 4, 2 respective intw quarum ra« 
dices verae sunt eligcudae, vcnimus. 

Haue ob rem uumeri ^p„+,), ^Wi)> *(2/*+i)> '(2n+i)> '^(2,.+i)> quo« 
numeros e^ /(, k^, l^y 77?,, in aequationibus (30 •)) (^l*)? (^-•)) (33.)9 (34.) 
fP'"'^ leco ipsius i? posito, fieri ponamus, pronms segregato calculo deter« 
minaiidi videutur. 

lam vero inter aequationes, hac substitiitione ortas, eas quibus ad 
secfuentia utamui*^ proponamus. , 

Primum ex aequationo (34.) invenimus, si 4/2 + 1 <C 64- est, 16 ae- 
aiiationes huius formae: 
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sire quia 

neo non 

esse per se clanim est: 

Ex aequatio&e (33.) invenimus^ Ä**^* pro Ä substituto^ ubi 4/2+ 1 < 32 
Sit, quia rursus ^i(4„+i) = /(32-<4»4i)). nee non f^^f^^^„^,^ ponere licet, 
öctb aequationes huius formae: 

36. /c^^-fO /3^~(4?'+0 _. l^/ P(*w+l) ^2(4»^-!) y3lC4>f+lA J^2^f4ii-4.n^ 

Ex aequatione (32.), pro Ä respeotive R% BP^ /i" positis hae aequationes 
oriuntur: 






37. (4^ = y( ^%f-^ -^) Ä^^S 

] fitf%s _. W/ ^» ^a> ^is ^7 ^« \ jfjieX,,^ 

Ex aequatione (3L), pro R^ R^^ posito, haec oritur: 

Loco ipsarum fiinctionum / hano formam: /(257) (coscv-f-Zsinft)) intro« 
ducere licere, clarum est, unde ex tbeorem. 19. sequitur haeo aequatio: 

39., «i23-^ = 360^* — Wjp. 
Itaque in omniBus hl» expressionibus (28.), (30.), (31.), (32.), (33.), (34.;, 
(35.), (36.), (37.), (38.) reducantur formae quantitatum /, Fy R per angu- 

los 00, d et gT expressae; nee non aogrJi tjy i^ r.y \y fi attrahantur. Qiir« 
bus factis, nanciscimur adhibitis aequat. (39.), (22.), (23.), (24.), (25.) 
has aequationes: 
ex aequat. (28.) 



6Ü2 
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(1% — -g— * — , 



Mjfi 



Wji 



4 ^ 



2 » 

c«)b« = 0, . 

ex aequat. (30.) 

8.», +4<»,+8»».-f 4.» ,4.2i^., r|-.»„-6i»,-3». ~^^..-t 9-.. j-^ « _ , 

«i+Wj — 1W4 — jg T *i6 — ^* ' 

ex aeqiüt. (31.) 

(Ol +öth — Wg = — ' * g + '^ 8* " 

Wr. +W10 — C)Ü2«= ' g * ' — ■* * T 'i9-ö- 5?= 'w > 

<»x a&quat. (32.) et (37.): 

«j + OtH — Wib — ;;^^ — T ** f — *i > 



'i> 



W5 



«s 



W« + Wt — W« -^ ^ ** *■ T- *« -|- = X9 » 

WU+W48 — C'^ei — 4 r^a-J[ — «13 » 

ex aequat. (33.) et (36.) 

W', -H Wi- — w« = -^-^ — 2—*^ — + 4 y = \i » 

W9 4- Wm — Wk = -^-^ '3 *' ^ + /« 2 ~ '^'' » 

Wij + Wi9 — W,j = -'-•-I__2«q__U 4i + /„ _ s- X„ , 

c«>«.7 i- u),5 — 0)32 ^= 7, -^ r ^7 Y = Kl j 

W2I T Wll W33 — ^ * -(- /oj y == A21 9 

Wi- -f- CO7 — COii — -^ 1- /js-j- = A20 > 

Wx. -H CO3 — '/)r — ^ + /2i> 2- = ^*w • 
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Aequatio vero (35.) theoreiMta (24.) determiQatiir^ mide tequiCurt 
et 

In oeCeris vero aequatioDibus nuno allttis^ si aubstituaDhir valorea angulo- 
rum d| IT , i| Xy X, fi, facilltme diduntor yalores Dumerorum ^, /, !>' /, m. 
lode etiam darum fit^ angiilos ti, 4, x^ K, fi non tarn stricte finae ^eompu-- 
tandoB^ adeo auffedase in quonam quadranto dnt anguli i » delermiiiare« 

InTeoimm yero bac in Wa progredientes! has aequationea : 

= 146* 22' 30", 37. 
= 235» 3' 8", 80. 
= 54" 9' 49", 61. 
= 19» 25' 5", 35. 

= 39» 53' 54", 24. 

VI. c.,+c^-a,^ = ^^>+'^^-+ £ii+-^.i±»-^'""-^»+^, 

= 310" 0' 13",07. 
VII ,. U., ,.. e:,2^.. + ,ä^^^. +,9, + 2.9-.-2^,-*, 3« 

= 110« 53' 45", 41. 
= 173" 55' 7", 44. 
= 91» 38' 37", 43. 
« 31» 39' 54", 08. 
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XL 601,+ Wio— Wji = 



XIL Wx7+ Wl5 — W,2 s= 



XIII. W21 + w^i — Wji 



XIV, ö>,5"1-&J»— 0<>M = 



151* 47' 42",74^ 

2 T sj » 

34« 35' 31'V74* 

llfiP 47' 30",09. 



XV. c^+a,,-(.^ = g:^ '+^'t'^'-^" 4- 



== 139» 57' 41", 59, 
XVI. Wi+c«\i, = |tti =^i+-2-> 



5 • j 



XXIT. 



dir 



«^17-f- Wi» = f^i7 == ^17+ -y f 

XVn. Wjl+ Wj, = («M 5= ^31+ "2 f XXV* A>l»+(ÖlBS=([*tt5=sdu+-|-,^ 



XVni. Wj+C(Dsa = /<» 

XK. Wi74-«J7»f<27 



9> +¥, 

'•^27+ -5-^ 



X&YL ftJzi+ajo = ([£21 = ^21+ 



"in 



XX. Cfd9 + Wss = I«» = -^o + ^ , 

XXI/ Wa+ W« S^ 1*2? = ^23+ 4 , 



XXII. c«)i3+ wsj 9B. m^ 



^«+^, 



2 

XXnL Cdx9+ W« = fitw 5=S dx9+ -J- , 



xxvü. 

4 

i 

XXVHt 
XXIX. 
XXX. 
XXXL 



^11+ -ö» 




2 
3» 



ftjs — '8'«+ "2" > 



3« 



» " M 



*. 

Ad quas aequationes triginta et uoam adiidamus adhuo has, quae ex 
tecedentibus^ theoremate (14.) adhibito &oillime derivari ponuiit: 

-XXXIfl. «4 r= '2 w, — $., , 
XXXV. Wic=2&%—d«, 

xxxvn. W64=2w„— a„. 



tecedeatibus, 

XXXII. wj =2wi— ^1, 

XXXVI. w„ = 2 w,6— a„ , 
xxxvm. wb = 2w,— a,, 

XL. fiüM ^ 2 Wjj — ^gif 



XLIr 0«m:b2cOj«— ^^M» 
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jXLU. 0)10=20)5— -^5 ^ XiiUIf 6aKi-=2wiü~5jo , XLIV, 0)40=201)21»— 5*, • 
fXLV. 0)14=20)7— i^tf XLVIt W28=2o)i4--^i4, XLVIU 0)56=20)28— -^28 • 

/XLVUI, 0)18 «5 2oJii— ^g, -XLVIX. 0)3« = 2o)i8— 3i8* 

1 lim 0^2 SS 20)|i — Äiij lil. 0)44 =S= 20)22 •^22 f 

V LH. 0)26 c= 2o)n — -^Uf LIII. 0)52 = 2o)26— «^JOt 

\ LIV. 0)30 r= 2o)|s — Äi5, * LV. oj^ s= 2o^— -&3ü% 

I-iVL 0)34 = 2o)i7 — di7# LiX« 0)50 = 2 0)26 — das« 

LVII* 0>3s Ä 20)i9 d^n. LXI, 0)54 = 2 0)27 ^'27 • 

LVIII. ^42 •" 2o;2i— £. « LXIL u)^ = 20)»— -^so« 

liVIXt 0)4« = 2 0)23 — ^23 • LXIIL ote = 2o)3i— S-ji . 

Habemus igitur sexaginta '^t tres aequaiiones^ in quibus determiDandae sunt 

0)2, 0)3, 0)4 etc* o%« 
quantitates^ anguli autem ^i^ $29 ^sy « • • # ^32 neo non angulus o)x quap- 
titates oogoitae sunt^ ita ut illae inde possint determinari« Adhuo vero 
adiiciendum est^ omnes illos angulos o) ipsos ex aequationibus proposhis 
prodire posse uUo ooef&oiente fcarentes^ iinde fit, ut angulus quisque o) sine 
ulla ambiguitate nonnisi iino positiro valore gaudeat^ 
Quos valores ita inveoimus. 

Habemus ^ 

quo valöre in aeqa«t* XXXII. usque ad XXXVIII. adbibito> Sunt; 

^ ^ 16^.+8^,-f.4^,+2^.,+i^.,^ ^ 2j^o 34/ 36//^45^ 

„, = 8».+4^.+2^.,t^.,^ ^ 17^0 29/ i5</^67^ 

cüti s= l^t+2|k+*u^ ^ 1470 32/ 59", 19, 

Wie SB ^^"+^»> , BS 193» 3' 45^94, 

«»)«= %^, B= 46° 47' 17", 40, 

Wm = 0, =0, 

his^ue valoribus ia aequationibus I., iL, IV«, VIII., XVI» substitutis inde 
•emergmit hi valores: 

Cnaaral«wnl4.1L Bd.IX. Bft.4. 44 



346 27. Richelot t de resohtiione otgebraica aequaiioms X^'*^ ss 1. 

c^„s= 32^..+ 16^..4-8^«^-4».>-2».,-».> _^ « = 72" 52' 12^20, 
^ __ 32^,,-t-16^, — 8&^ — i&, — 2^1« — &„ I 3« __ g jo 5/ 45// 75 
ufc = 32^. -16», -8»^-4».-2».,-^., ^3« _ ^g^« j' 2",64, 

unde ex aequatiunibus XXXVIII. , XXXIX., XL., XLI. sequuiltur: 

we = 16»dl?»>»+*^^»+2».^--».» +y « 241» 5' 58", 20, 

CO,, = ilii±lis^:£*ii=*u + ^ = 2i«2(y 34",52, 

0)«= i^2i±^uZ:£ii + , -= 331" 11/ 18", 21, 

w«= ^^^ii? SS 14&» 16' 28", 54, 

ex aequat. XLV., XLVI., XLVH.: 

cou= ■ ^•^^■«+^^»-f ^^^' -?»»-».« +!? - 42« 41' 24", 45, 

^ ^ -Mi±i^i ^^^'>-^»» + ,r = 221« 52' 55'', 53, 

eo's6= Jli "^^i--»»> = 314« 29M3",25. 

Valore anguli oox supposito, atque in aequationibus XXXIL usque ad 
XXXVHL <r9.ibstituto inde sensim sensimque emergunt: 

6Ü2 , 0)4 , c«^ , Wie , '«%2 j taw , 

qnibiis vaIorib*iB in aequat« I. , IL^ IV», VUI«, XVL substitutis proveniimt : 

Cüj , CO7 , Ü),5 ; (1)31 , 0)63 • 

Luclp ox aoquationibusXXXVllL, XXXIX,, XL., XLI., XLV., XLVI., 
XXVil., LIV., LV. et LXIll. sequuntiir: 

ex valoribus 0)3 et 0)32 et aequat. XV» et XXI«, XXX» rt XiXIL: 

0)29 9 0)61 , 0)s6 > 0)68 , 

ex 0) Pt aequat. VI., XIV.^ XXIX. sequuntur: 

Ci).), 0%, 0)s7> 

unde per aequat. XLVIIL, XLXIX., XXVIU. et LX.; XX. ^ X», LVI. 
et XXL: 

0)l8, 0>v5> 0)59, 0^, 0>f6> 0)aj^ 0'46,> 0)41. 



27 Hichelot, de resofutione algebraica aequalionis X^^'^ssl.- 34? 

Ex cü,5, aj.i ot aoqiiat. XI L, XXV-, XXXIIL, LVI., XXIV. fliiunt: 

Wi7, (a^f C033> W34, C047, 

Ex GOu et aeqiiat. VIL tum vero LH;» LIIL, XXII., XI., IjVII. flinmt: 

Wi3, COk,, W62, &)5i , eOi9 9 W38. 

Ex oüig et apqiiat. III. , XLIL, XLIII., XLIV. et XXIII. flmint: 

'/)5 , Wu) , (*hi) y W40 j CO45 • 

Ex 61)5 et aequat. V*, XVIII. , IX., LXI., XIX. derUicuntur : 

W53 > W5O > CO27 , Wß4 , . CO37 . 

Ex 0Ü53 et aequat. XXVII., L., LL, XIII., LVIU., XXVI. «eqMiintin-; 

Wli> tA^i2> CO44* W2l> W42> W#» 

Yalores vero ipsi angulorum ca hi sunt; 
Angulus: C(ü^=s(K 

Angulus : (^ = ^'^ =« 46^ 47' 17"i 40. 
Anguli formae; Oi>^in^i) 
0)^ = 2^ii±l2i « 193^» 3' 45",94, 0)48 = — *•-— ^ = 146^ 16' 28",54. 

Anguli formae: öJi,^2„+4| 
eo, = fA+2^,.-f^,| ._ j4^i 30/ 59^19, 

ta„-s. 4^v-^f^«+N -Lgr ac 331" 11' 18",21, 

^^« l^u±^^iZ:£a 4. w = 184» 54' 49",67. 

Aogull formae: C04,»ft) 
«, = 8»t+^^*+^^'+^'^ = 176» 29< 15^67, 

,,^=: ^^t-'*^T^-^^^v«~^" sr ogo 56/ 16", 48, 

_ s^idbiltsiMun^ü ^ ^ -. 310 20/ 34", 52,. 



U)n^= 



§^mi* ^»,7 '^^"+^! » 4. JL « 50» 9.' lft",31, 
-: ^-±lf it.-^'.dl^ + -?- = 265» 20' 47", 34, 

«^ - 8^..^*^»,+2^»-^»^3i! ^ «OP 25' 5T",67, 

44* 



CfÜM 



348 ^7^ Richelot^ 'de resolutione algebraica aequationis V^'= 1. 

a^ — 8V»,.+4t».^-^2^„--^.. ^^ _ 2210 52' 55", 53, 

^ ^ 8^,.— 4^.4.2^..4.t»„ ^, ^ _ 26t'' 23' 4-2", 29. 

Anguii fonnae: Cfi/2(2n-t.i) 
w, = 16^. +8^« +*f . -f-2»..4-j»a ^ 2140 34/ 36//^ 45, 

_ 16^, -8^* -|gi.r--2^.« -^.» 4. y =. 218° y 20", 78, 






__ 16^, +8&t,-\-i&,i'j-2S/„—&„ , 3tfr __ 24^0 5/ 58'' 20 



w«, = 16^, -8^„~4^,«-2i».,-|-t^, + ^ «8 39» 45' 23", 68, 
Wio = ^6^..+8 ^,0+4 j»,,- 2^.,- j»„ .5« _ ^^ ^^, 22", 70, 

Wfi«= i6^..-8^» -^^^»+?^f «- ^» ^ ^ = 3450 22' 35", 37, 
u,a=3 ^g^.«+8^„+*^.+2i»..+^..^y^ 42« 41' 24", 45, . 

^ ^ 16^.,-8»,.- 4t», +2i>,.-i-^, +5i5 = 0» 48' 28", 91, 
wg = i6^>.+8^..-4^^. +2^..4-»„_^_y ^ 25» 15' 29", 65, 

£ü« = <6t»..-^8^.,.+4^»».-2J»..-<».. ^ ^ -, 297* 51' '47",37, 
w„ = 16 ^„+8 y»„-4^„-^2 ^.,-V-., ^. ^ _ 266» 31* lÖV, 12, 

^ _, 16^..+8^.,-4^,«-2<».,^-»»„ _^^ _ 286? 27' 9',', 72, 

^ ^ 16^..+8^, -^. -2^.,-».. ^ ^51, 40. ^./^75; 

«„ - <6^..-8»« +^^. +2^M+».. + » -3 302» 43' 45",27» 

Aognli fonnae: (»hn+i 

32t».+16^.+8^,+4J».4-2»..+^„ _ j3^ 3g/ 39//09 

* 64 

32^. -16^,-8t»,~4i»,— 2»,, -A, 1*2^ _ 1950 .u 3// ^4 



27. Riohetot^ de resoluiione algehraica aequaiionis X^^^szi» 349 

^^ ^a2^. +16^^, +s^,^^4^,,+2&^,-^^ 4- ^ = 183» 15' 6".96, 

^ ^32^. +16^..+8^,^4^, -2^..^:^^ + !^ ^ 2450 5g/ ^r. 9,^ 

t^^^ ^32», - 7^. .-8.»,^- 4^. 4-'?^..+t»„ ^ 14« ^ 29(y' 18' V'A5, 

^ « 32^. ■H6£^8^,^^-4^. 4-2^..+^., ^ ^ ^ 26(y 4' 30",10, 

^^32^. -16«». .-8»,^ 41», -2^.,-t».. ^ 6« _ 144049. o",45, 

^^32^..+ 16^„+8^.^-4^,.+2^..-^..^ ^ = 269" 42' 53^00r, 

^^32^„^16^„-8^»,-f.4».,-2^.,+».. ^ « ^ 93011/43''^ 

^^^^32^..+16»..4-8^»-4^..-2»..+^„^j|g ^ 356«> 46' 25",63, 

mmc=:^^"~^^^"~^^'^^*^"+^^"~^" + ^ = 34tf» 19' 15",9t, 
_. 32^..4-lfi^..+8»« -4^. -2»»-».. I 8n ^ ^2» 52' 12" 20 

^^^32^;,~16»„-8^.^-f4^. +2^.,+ ^.. +12«^ j,„ ^2. ,(y.,45, 

_ 32t9-.-fl6«».«-8^« +4^. +2t»..-4-^» J. i?« _ ^250 42' 47",94, 
32»„— 16».o+8i>« -4^. -2».^-»., _ Q„„ ,Q, „,, ß- 

32t>..-f.l6t»,«-8^.,+ 4»,,+ 2^,,-t».. , 15)r_ qooqi/^Q//o% 
Wio^ss ■ — "gl ^ "8~" """ >'"'> 

^ _ 32»„- 16^.,+ 8^.T-4^,«-2».,+»„ ^ 5« _ 72» 14' 5",84, 
^^^ 32»„-16^„-(-8^,^- , 4^„+2».,-^.. ^lig^ 75» 34' 43",6<), 



350 27« Hichiloig de reiölutione algelyaica aequationi$ X^^'^iisl. 

^^^32»,.-16»..+8»,^-4^+2»..4-».,^i4»;^ ^W 30' 54-01, 

CO» ^ ^ M+ . '6»M-8»»^-^^. +2^,«+^.. + ^ ^ 282» 35' l^",58, 

^_32».,-16»,,+6»,.4-4», -.2», -^.^ + ^ = 191» 46' 59",67^ 

w„ «s 32».^+ t6^».,-8y 4^,,+2»,,-».^ _^ 1511 _^ 15,« jg. 46//^.,5 

(fa, g ^'^^»^ ~ ^^^1«+ 8»,.+ 4.»,^— 2j»^ ^ 4- »„ 4. ^ = 256» 14' 10",89, 

w^ B 32».,-f 16». - ft»,^ *»f- 2»^ .+ »^, + Y ™ ^" 29' 52",03, 

(ö„ = 3g»M- ^<^^f +8j»,^J».,4.2»^^---g^, + j^ — '33" 44' 28",35^ 

^^^ 32».. 4- 16», -8»^^--4», -2»^.-»., ^ 121« ^ g^ü y45//,75. 



Priusquam aogulos ta relinqiiainus^ baud erit inutiie gcmeralem eo« 
mm formam afferrei qiiae et Taloribu!» nunc expositis^ et ex theoremati- 
biis (28/0 et (^^-O rfeduci potMf. 

Inde euim sequantur, eaJem eignificatioue Rigui radicalis ao antPi 
adhibita hae aeqiiationeft t 

/(2»44) «* ^ V i^ (a«+i) • * 2(211+1) f ■ 4(2114-1) • ^ tcjn+i) • '^ ie(2»i+i) ^ ^ J2(2ii+*) • -^*^; /> 

/ iS2±!L =s Ä^^c^H-o !>[ ir3? ^iTiö ir« f* F^ * O'iT^ 

/2(2iH-l) F(2»4-l) '^ * ^'H-D • "* «<aiHH) • fl(«»+l) ' 16(21^.3) * ^ 32(2Ha) * ^^ ' i ' 

r --. ..^I2!1±L) s: Ä^^CüH-») Ir/#r** F® F* .F^ 7'^!^ 

y 4(2/1+1)= /;^^|^ ^ " ^ t^ 4(211+1) • -^ 8(2iH-l) • I6(2n+1) * '^ 32(2if+r • ^^ ' ) > 

r -^ »/♦(^''4- i) ,.— P^'tw+O "//AT*» i7»4 M <)^7^ 

/h(2»+1)« ^Fi^i;;;,^ — '^ V^ l'^a(2»+l)*^16(2iH-l)'^32C2iKfrl)' ^^^^i > 






32(2ii+l) 



40. 



27. Rich^loi, de rnobiiione a/gebraica a§quaiionU X'^'sst« 3&1 

\\h\ niimertis integer y adhiio determinetiir neoesne est, inter numeros 
2, 4, 6, etc. 128. 

Hinc deduciintiir bae ^enerales fortbae angulorum co: 

^(2i.+i) — 64 r 54"" 5 

^C2«+i) 32 • 35j ' 

W4(2n+1) — ^16 "* iF~* 

Wi6(2ii+i) — — ^^ 4 1 * — 4^ — 9 

W32(2n+I) 2 + 2 * 

ubique multiplis ipaiw 27r omissis. 

Quas formas in tribus et sexaginta augulis allatis reperimus^ simu- 
lac revocemus theoremata de angulis d: (22«) et (23.): 

multiplis ipsius 2 7 desiimtis. 

lam iode elariim fit, in aBteeedentibm nonnisi niimfirOT ;)^ es^e de- 
tenninatoH y ita ut haec tabula yalorun^ ipsiun yi^in^i) y ad angiitös eo ipnoti 
oognosceudos ^ suficiat: 

yi = 0^ y,7= 96, yej= 64, y^^se ^2, 

y5=24, rio=120, ^61 = 104, 745= 8, 
y, == 40^ 721= 8t y«i= 88, y« = 120, 
y, = 44, y„= 48, ^5^= 80^ y„= 80, 
yo= 48^ y„= 48y ^55= 1<>, y39= 80, 
rii = 24, y,, = 120, y3x= 4Ö, ^37 = 72 , 
yn = 104, 729= 72, y5t= 88, y,, = 56, 
yi5= 64, 731= 96, y49== 0, y^= 96, 

qiii Dumeris pro y(2n+i) in formulis substitiiti, ibi ubique introductis aoqua- 

tionibus •&128+* = '^x 5 ^n^x = ^x vcro& angulorum co valores ex augulis 

d*! usque ad ^63 compositos efficiunt» 

Quae omnia cum ita sint, quomodo angiili oo adbibeantur, ut obsten* 

datur restat.^ Quem ad finem in iis aequationibus , quas in articulo IX. 

attulimus m = 128 , ponentes , nee non loco quantitatum : 

^ky ^2> etc. x^y bas: p^^^ Pu p2^ p^y etc. p^^^ ^ 



27« Riohelot, de rtsofutione algtbraica atquationU X^^fisl« 

iütrojiioeiites, habemm: 



% 



etc« 

etc. 
/m = /^o+Aß"^ +^,ß«^-^+;'3Ä"^-*+ etc. +;,,,, /?^^^-«^, 

lutroducamus in sequentibus brevitatis causa hoo 8t<;uiiin: 

Quo adhibitO) theorematibusque idoneis de quantitatibus R, fP, R\ etc. 
revocatis^ focile derivantur hae aequationes: 

/64+/i28= (2/^0 + 2/i,+2/>4 + etc. +2p,^) 

= 2{[2,l]+t2,3^] + [2,3*]+etc. +[2,3-]} =2[128,ll, 
atque in Universum: 

= 4 {[2,1 j + [2,3*] + [2,3«) +ete. + [2,3'*«]} := 4 [64,1], 
atque in Universum: 
' S^*^<Ä^^/«) = 4[6*,3"], 

S w (/«) . = 8 (Po + /'s + etc. + /»,«) 

= 8 {[2,1] + [2, 3»] + etc. +[2,3»«1} = 8[32,1], 

atque: 

^^2C8)(fl«.-/,,) ,= 8(32,3"), 

= 16 {[2,1] + [2, 3»] + etc. +[2,3""]} = 16[16,1], 
atque : 

SiV^JCÄ»/,) = 16 [16,3"], 

St«> (/«) « 32 ( ,v + p,. +/»« +/»9b) 

= 32 {[2,1] +[2, 3»] + [2, 3-1 +[2, 3»]} s= 32[8,1J, 
atque: 

i, B(»2}(|^^)e= 32 [8, 3"], 

S^(/a) =64(/»o+p„) 

= 64{[i,l] + [2,3«]) = 64[4,J], 
atque : 



27. Rich9loi, de resdhiiione algebraica aequationis -X'*':=.l, 353 

2(««)(/) = 128/ia = 128 [2,1] = 128.2oot|^, 
atque: 

S^^CÄ-Zi) = 128[2,3T = 128.2(508?^^. 
In quibus aequatioiiibus fti valores guantitetum / et potestatiim ipsitis /^ 
per angiilos Bxpressi^ iotroduoaotur^ a^iregataque mcle orta compiiteutur^ 
joanciscimur; 



[128.1] ^ :^li^a?»5 



< '■ <f 



[64,1] 



— — *+V"(257)(t + 2co«<»„) 

4 * 

— 1-f V(257) (1+25» cosft»»,) 
-= _ , 



[32, IJ ;= 

41. /ri6.i]::^-^+^^^^Vi+^^'^^^, 



[«, 1] 
[4,1] 



1j6 
— 1 + V(267) ( 1 + 2 2" f •• w^) 

32 » 

^1 + V(257) (1 +22" cos »,) 



64 
ro 11 — ~1+V(257) (l+22"co8w,) 

iibi ruTfuis haec sigi^ificatio adhibita est ^eueralisi 

CO» (^'» + ^ 4- cos(w,„+ ~) +cos(c^+ 5^) + ete, + oo»(w^,+ i^ . 

i * 1 a 

Eadein significatione utentes faabemus has formulas generales: 

42. [128,3"] = :^1^?^, 

^l+V-(257){l + 2co8(«.,+^)j 

43. [64, 3"] ^ ^ L_ :^ Li! , 

-l + V-(257)(l + 22'co8(i... + ^4'')l 

44. [32, 31 =s ^^-g^ ^i -±-^ , 

-1 + V(257) jl +22' C08 (co. + i^) j 

45. [16. 3"] = L_^g ^: tJl , 

-l+V(257)Jl±22"cosL. + ^^){ 

46. [8, 3-1 = j^ 1- 1^ — , 

CrclIe*! JTouraai ä, M. Bd. IX* Hft. 4« 45 



354 27« Richtlot, de i*tsolutione algebraica aequatfonis X'^^^s-l« 



47. ;[4,3"] = 



- 1 + V-{257) {l + 22" cos (ü,, + i^)} 



64 



48. 



[2, 3"] 



l±\^(257){li22" co8(w, +i^)j 



" 128 » 

ubi Signa superiora, si n est numerus par, inforiora, si a est impar, quia 
fl""/64 iWio = 4- /"(SST) , hio = — /'(257) esse constat , ponantyr. 

Ut coguoscamus, quanam rajioe aequationis ' tg,__ 5=0, ==«' snp« 

posita, quantitates [128, 1], [64, 1] etc.- [2^1] valeant, ultima formulariun (41.) 
computetur necesse est. 

lam vero facile invenimust 



COS0Ü32 = 


0,684698. 


•_ 


• 






C086ü|6=:?- 


-0,974123, 


coseo^ =• 


~a,83I708, 




• 


C086ÜS =- 


-^0,843858, 


ooftsoa24 = 


0,876209, 


COS6Ü4o=- 


-0,996325, 


COS 6Ü50 s=5 


0,700748. 










COSOO« =- 


-0,998121, 


cos Wi^ ==? 


0,931419, 


COSOü'^o=- 


-0,081130, 


C08Cä>28=- 


-0,744520, 


CO8 0Ü36==- 


—0,045449, 


COS6Ü44 = 


0,166206, 


C08GÜ52 == 


0,640719, 


COS COeo == 


^'0,875145. 






• 


-0,82338, 


COS6Ü6 =s. 


—0,48329, 


COS6üio'5= 


0,33023, 


COBWu = 


0,73504, 


COSWjft== 


o,9044ov; 


008 0)22=^- 


-0,06071, 


cos6a26 = 


0,28323, 


\508 (ß)jo 


-0,88020, 


COSCO34 = 


0,54066, 


cos Güte =s 


0,55487, 


COS OO42 = 


0,99438, 


C086Ü46 — 


0,46736, 


cmu)io=' 


0,99990, 


0080)54::= 

• 


0,96760^ 


i.t»b cOfts = 


0,7687f^, 


OOSCüb^s? 


0,78707.. 


• 








COSCOi — - 


-0,76166, 


cos 61)3 SÄ- 


-0,99^39, 


OOSC05 = 


0,97366, 


COS607 — ^- 


-0,45412, 


COSOOg =- 


-0,17236, 


OOSC0ii = - 


-0,00498, 


COSCii)i} = 


0,99841 , 


cos 00i5 = 


0,29454^ 


COS6Ü17 = - 


-0,58373, 


cos 0)19 = 


0,78224, 


C0SüÜ2i=- 


-0,9^:944, 


COgOÜo3=- 


-0,99961, 


COS.6ü,5 =5 


0,21795,. 


COS6r>,7 =- 


-0,87975, 


0086029 = 


0,9V»814, 


COSWji = 


0,15478, 


. 008 W33 = 


0,68209, 


<:OS0Ü35 ==- 


-0,59144, 


rosct)37=- 


-0,2379V, 


COSCüjf, : — ^- 


-0,97893, 


coseo4i = 


0,87048, 


COSCO4J ss= 


0,2490. ; , 


COS 0Ü45 = 


0,30511, 


cos 0047 =i— 


-0,05206, 


CO8W4., i= 


0,98094, 


COSCOsi = 


0,94159, 


COSC0s3=?- 


-0,05574, 


cos 'Ji)f 5 = - 


-0,81732, 


COS Wö7 = 


0,34695 , 


COS CÜ59 = — 


-0,99433, 


cos (Am = 


0,84664, 


COS 0Ü63 


-0,96579. 




• 



27, Richelot, </• resoIuUone algehraica apqnationis X'^'^sl. 355 

» ■ • ■ 

Quorum cosinuum summa est säi 3^97671. Üb Je sequiturt" 

ro 11 — 1 + VY2S7) [t -h2 (2,9 7671)1 n ß^Qn>»^ 
[2, IJ =» — ' "^ ' ' ij& ' ^^^^ "" ^ ^^ 0,8630*4. 

Ope yero logaritbmoumi sinuunti et Godilftium tabula inv^nitur: 

0,863044 = 2 cos 64^^ 26', 8,87 = 2 cos %-?/ . 

Unde sequitur radioem o"' suppositam «eBse 2 ^ 

46.2fr . . • 46.271 
0- ?=r COS 7-557- ± ^«in -"257- • 

Si vero signa (2,), (4,), (8,)' etc. in articuHs primis adbibita pro 

radice aequationis x^i ^^^^>^ ?'^^-^^257~ ^^*°i57 ^^'^''^^ in* ardculo 

TL inventum esse revocemus, tabula ficciinda''a|^te adhtbita nanciscimur: 

[2,1]= (2,46)= (2,3™), 
[4,1]= (4,46)= (4,35)= (4,3»»), 
(8,1] = (8,46) = f8,35) = (8,3«), 
49. ( .[16,1] = (16,46) = (15,35) = (16,3"), 
[32, IJ = (32,46) = (32,81) a= (32,3*), 
[64,1] = (64,46) = (64,1), - 
,[128,1] =(128,1), . 

qiia« aequationes etiam coo^robantiir computatiooe. lode vero nrodeiiot 
has aeqiiationes : 

(2, 3') = (2, 3'»+') = (2, S'^+^+O == f 2, 3***-*] , 
(4,3') = (4,3«^*) = (4,3"-»*'+^) «?: f4,3?'+'], 
(8,3*)« (8,3«+'). «=..(8^3'-^+^'+')= 1<S,3*'-*'J, 
(16,3') = (16,3'«+^) = (16,3'^+'^-) = [H),.i*^-j, 
(32, 3*) = (32, 3»+') = (32, 3*+*+') •■ = [32,3«+'I, 
(64, 3'^)= [64,3'!, 
a2'',3') = [1.28, 3' |. 
Itaquc in formuUs (48.), (47.), (46.), (45.),, (44. V, (43v), (42.) rw,.r.c(ive 
posito n=2+ar =^4+*- =4+0? =4+x ='20+ic =52+* =52-{-:r 
hae generale» proveniunt formulae: 

50, (128,3') = 3ll±fC257), .- 

-1 + V-(257) {t±2co» L, + ^^)! 

51. (64,3') = -7 -—, 



356 
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52. (32,3*) 



- 1 + V(257) {l + 220)co«(«,. + ^.^^)] 



8 



53. 



— 1 + V(257) (l + 2 SC'^ CO» (w, + ^-ii^)) 
(16,3') = r. ^ , 



16 



54. (8,3") = 



55. (4,3*) =; 



56. (2,3') = 



- 1 + V-(257) {l ± 22{»'co8 («, + ^?5±^^-)) 



32 



- 1 ± V(257){l +22<'«co8 ('«'»+ ^-^^^^)} 



64 



- 1 ±\r(257) {l±22(")co8(«.+^-^^±^)} 



128 



«uperiori signo rursns pro numero pari ae, inferiore pro impare x Talente. 
Inde haec totius problematiii fluit solutio: 

^,Si quaeritiir formula quantitatem 2<>m 957 ^i^® C^^O exprimens} ex 
jj tabula quarta facillime quaeratur is inclex r quantitatis /; alte ea po- 
;,,te8tas T radieis primitivae 3^ quae ad t pertinet^ qua lo€0 ipsiim or 
5^ in formula (56«) substituta inveoitur: 



57. (2,i0«(2/)=j28 



4±y^(257) 



00s 



(„. +<^^+^{^ +^^+ «cj 



1+2« 



+ cos (w,i+ 64^^ " )+<»s(c«;ja+ ^)f 



iCOft((ft%j 






C08l((%2- 



2(52+»)« 



64 



)+ 



etc. 



^^nbi anguli u> raloribiis antea expositis utuntur« Sin quantitates (4,0» 
„Q^jt)y (lOy/f)^ (32,0> (64^0^ (128»0 quaerantur^ substituatur nume- 
9yru8 idem t in formnlis (55.)) (^4.), i^'^^h i^'^')y i^^*)» (^O*)» 1<><^ 
umeri ar unde prodeimt hae formulae: 



9y 



r4, )= 



64 



— l±»r(257) 



L 



cos 



(wj + 



(52+r)« 



32 



'I + CO8IW4 + 



2(524;t;« 
32 

j+OOS 



j + etc. 



+ CO» («30+ ^ 32 ) + *^ ("»"*" ?) 

I . / 15(52+»)«\ 
\ \ +0O8(w„ ^ -) 



27« niehelotp d0 reMotutiont algtbraica ßequatUmia X^^ssU 357 



(8.0=^ 



1 

32 



1±V^(257) 



l 



OM 



(«.+e^')+c«(.^+ 



2(204-t)« 



) + «JtC.J 



l+2< 



00» 



+eo.(««+?i2^) + eo.(u,.+3j)l 
^^(^«)+eo.(..-?2^) + etc. 

^n^C^ 7(20+ir)«\ 

■i-eotyM» jg — ) 



(»6,0=1^ 



1 

16 



•1±V'C^57) 



(H-rVt 



) + 00.(.,e+?<i±^*)^^ 



1+2- 



4- 008 (0^«+ 3 ) + 0O8 (w,j+ y )' 

4- 008 ^«w^ "8"^/ 



(32,0= -g- 



■1±V^C^57) 



iCOS 



'cos ^W«e— ^-^) \ 






,5 in quSras omnibus formulra sigoum superfm pro 'f (brmae ^A, in^ 
^ferius pro f formae 2/i-f'l valet«" 



Ut denique es^emplo oimiia fllustr^miic , pODatntts itsti. Num^ 
rus T a1 t=st pertioeiis e tabula quarta mvenitiir ssQ^ qiio ralere ia 
formula (57#) substihitoy mveDimu»^ 



; 
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256 cos 



C— ) 

V257/ 



1 + I^C^^'^T) X- 






; 



l2(c08(v., -Tj^)-|-C08 



J2(co.(«. +i|!)+co8(«, 4.^)+„.s(«. +J|.)l{.cos(a», — 5^)^co.(«^ - 

+«)8(«„_ -^ ) +cos(a,„— J|.)4- cos(«„-?|^))' 

+ cos(«„+ ^ ) + cos(w,.4r ^) +C08(«„_ Q-))j 
[2(co8(»i --~)+«:o8(.-.'..- -^ ) 4-'=o^(".o4--J-)4-cos(«.,+-;jp))/ 



i2(co»(«,.- j) + cos(«„- -y))) P ("" ^'"♦•~ "^^ 

Quia vero anguli u ex anguiis •& pompoDuntur, quippe qui bisActione 



l+<' ;>-H 2 cos (*»„) + !. 

p (cos (<»«,— «' 



2g 
267 



f »eripheriae sepües repetita oonstrui possunt , iam etiam aoguli = rx= con- 
structionem, ad bisecdonem cirquii septies repetitam reduotam.esse^ elarum est. 
Haecce fuemnt quae de problemate proposito scribenda mihi Tide» 
baotur« 

ScriBsi ft^eiomonti« nonis Deoembribus 1830. 



dfx 

,28. Ramus, remarques sur fequadon (f,{fx)z=z(px — — . 359 



28. 

dfx 

Remarques sur requation (P(/x) — ^^^-f- 

(Par Mr. Ramu9 a Copenhiagae.) 



Uans le V^ cah. du 7"'' vol. de ce Journal Mr. le Dr. Hill a pröpose 
le problome de trour-er la fonctioo (p liee par T^quation 

CLOO 

a la« fonction donnee /• La Solution y qui en est donn^e par Mr. T h* 
C lausen dans le 4*°* cah. du ^neme voK^ ne me semhie pas etre exaete. 
En effet il pose fx :=^ipX'\-4^'xy ce qui donne^ la Substitution ^tant faite 

dans requation doniieo, 

# .. ■ 

fpx "^ dx "^ dx * 

d'ou il veut conclure 

<P {\\j X -{- ^^^' x) = (p {'px) 4 ^ (^A'' Jr). 
C'est ce qui n'est pas admissible^ la fonction (p en geniSral n'etant pas la 
meme pour /= >/^, /== v//' et /=2\p-j-\^', eusorte qu'it nrcfii pas perfnis 

de poser ^(j^^x) aa Heu de (par J^ j et <p(\l^^x) au Heu de (Px~—. 

Aussi requation (pf\^x + ^'^)= ?^(^^) + <P(^'^) n'est autre cliose quo 
ia formule; fondamentale de la multiplication^ d'on il auroit du suivre, que 
cp {fx) seroit toujours o/r, et (px seroit axj resultat evidemment errone, 
Cependant Mr. G lausen* donne la Solution sui^^ante: 

contraire au resultat prec^dent^ maTs pas moids inexacte. En effet, en la 
combiuaut avec requation propos^e^ on trouve <px = jr, ce qui dounn 

(p(/a:)=/jr, partanf /jp = ar--T — , d'ou suit /jp = Cjc, cas special et le 

seul ou la Solution dont il s'agit peut etre juste. 

Le Probleme de Mr. Hill ne peut pas 6tre complettement r<5ro)u 
par les Forces actuelles de Tanalyse; c'est ce qui ser^ sans doute evulent 
par les;Techel^hes suivantes. 
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ä» 



L'^quation donii^ peut Stre 6crite ea cette formet 

« Jx dfa: 

Mm 



/dx 
w X 

C etant la oongtante arbitraire* En suivant la m^thode de I^a place poiir 
lintegration dai ^uations aux diffj^renoe» variables^ le ppsa 

06 qui donne 

En changeant suocessirapient » en ;s+lf »-jr^p ^-j-3 Btc,, on (rouve 

jT* ^tant la fonctioD / rep^^ n frau En posant «psOet i = z^ on a 

ce qui est Tint^grale eomplette de iequation (3.)^ u^, ^tant la constante 
arbitraire# Si pour plus de simplicite on ^crit F{^) au lieu de f^ (ju^^ on a 

/'\ etant la fonctioQ inverse de t\ Cela poa^ on peut facilenient int^gror 
Tequation (20 1 puisque en fesant 

on trouve 

y* ?= r^+» + ^> 

dout rint^grale est 

r* == ro — ^ « 

(en negligeant la fonetion arbitraire periodiqiie m{eo%*iz^j fm^lzu) qii^il 

est permis d'y ajouter)ji La valeur de Zy donn^e fmr loquation (5*)^ 

etant Substitut dans cette int%raie^ 011 trouve 

6* y, = Vo — Ct\ (x) = yl^x 
ou /* . , 

ce Qui donne rar la differentiation 

JF\' ^x) defti^nant le coefficient diSerentie) de f\ (x\ Enfin la Solution pre- 
«pntoe sous la forme la plus simple sera 



28. Ramus, remarques swt t^quation q> (/ar) = f x -^^ • '^^^ 

m 

a ^tant une conatante arbitraire^ dani Fequation propos^ eile meme mon-* 
tre rexistmioe, oette ^quation r^ant Ift-meme si au lieu de <p on ^erit a(p. 
Ja Solution pr^dente est tres facile daus le cm fxiss af. L'e- 
quation (40 devient 

ee qui donne 

»^ ' log/i.logar. ^ , 

AiDsi la fonction dierdi^ est 

<[>x SS axlogXm 

Ea eSet oette f<motion rend ^videmment T^quation <pa^ = (px.pa!''^ ideo^ 
tique« n est seulepieiit h remarquer^ qiue dans le cas special p^=l la 
fouctlon <f> teste toiit-ä^j^it arbitraire, requation propos^e ^tant identique 
en eile meme« 

Le q4a fxr=zc;t dotine facilen^eut par la m^thode expos^ 

et en y posant a = c, oo a (px = x ^ ^ ••> confonn^ment k la Solution par- 

ticuliert de Mr. 'Clausen^ 

En g^oi^ral on peut exprimer la fonctimi F^C^r) au moyen de F(x) 
par la formule d'mversion de Laplace sous la forme d^une s^rie infinie ou par 
sasomme esprim^e par Parseval^ scmis la forme d'int^grale d^finie; mais 
toüt cela ne serait qu'un symbole^danslequella fonction cherch^e (p seroit 
gen^lement aussi cach^e que dans F^quation projposee eile- mem^^ ensorte 
qu'elle raste g^n^ralemeqt irreductible a des fonctions connues« Aimi dans 
Texemple particulier de /der = a"^ on est porte jasqu'ä la transcendante 

inconnue a ^ dont il a iii question dans le 2. voL de ce Journal pag. 09«^ 
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29^ 

Potenzial- oder cyklisch- hyperbolische Functionen* 

(Von Htd, Prof» Gudermann zu Clere.) 

(Schlur* der Abhandinng No. 1.» 14. irad 28. im VI., No.9. und 21. im YET., No. 6., 17. vnd 22. im 

YUht No.4.» IM* nnd 23. im IX. Buide.) 



m. 

Tabelle der Zjänge- Zahlen der Kreisbogen, welche gi-öfser 
als 88 Gentesimal- Grade sind, von Minute zu Minute^ 

mit eilf Decimalziffem. 



Bei der Bereohnung dieser Tabelle ist em Fehler geftinden worden, 
welcher sich sowohl In den Tafeln von Callet, als audi in dem Thesau^ 
rus logarithmorum completus von Vega vorfindet« Es ist nemlieh der 
T>aturUche Logaritbme der Zahl 1099 nioht =7,0031 (1)595 4403 6313. ••, 
f ondem = 7,0021 5595 # « • • 

Da dieser Fehler nirgend m^nes Wissens angezeigt worden isf^ 
so bringe ioh ihn hiermit zur Kenntnifs, damit er verbessert werde. 

Der Verfasser. 



Aninerkung* Das Argument Je und das Argument i; sind infiBnuten ausgdrückte 
Winkel, welche aich zur Summe 10000 Minuten ergänzen« Die in der Tabelle 
Torkommenden Logarithmen tob v sind natürliche. Die Grobe 8Jk«f-*iogt; ist 
deswegen sammt ihren Difibrenzen in der Tabelle aufgeführt, weil die zweiten 
Differenzen dieses Ausdrucks für eine Zunahme von k und also eine Abnahme 
Ton t; um eine Minute nur langsam Tariiren. Diese Eigenschaft erleichtert die 
Interpolation; aus der Grobe Ton iik'\'\ogv findet sich dann leicht die 
des eingeschalteten ik* 
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3ü:{ 



1 

00 

Ol 
02 



2,358 8000 7801 0,448 »78 JSTO 



2»3S9 6996 1201 (VHS 9427 6701 

V«) 5380 3744 9477 16M 

03 2,361 3789 6öf 7 9536 6103 

04 2,361 7196 6726 9576 ülTt 

05 9,363 0610 7388 9635 3836 



06 2,363 9031 

07 2^ 7450 7603 

08 2,366 5804 7550 

09 29366 4336 7371 

10 2,367 273B5 ^4 



9^448 9674 7077 
0723 99U3 
9773 2313 
9822 43U7 
0871 5885 



11 2,368 1241 7378 (1^448 9030 7047 

12 2,366 9704 7801 0^448 09S0 7703 

13 2,969 8174 8662 0,449 0018 8123 

14 2,370 6662 0081 0067 8037 

15 2,371 5136 2179 0116 7535 

16 2,372 3627 5073 8^i|0 0165 6617 

17 3,373 2135 8885 0214 5283 

18 2,374 U631 3736 0363 3533 

19 2,374 9143 9747 0812 1367 

20 2,375 7663 7030 03(K^ 8785 

21 2,376 6190 5730 0,449 0«09 5784 

22 2,377 4734 5946 ÜU8.2307 

23 2,378 3265 7807 0506 8533 

24 .2,379 1814 1437 0655 4383 

25 2,380 0360 6060 000 9617 

26 2,380 8932 4468 ^^ 0652 4535 

27 2,381 7502 4172 0700 9037 

28 2,382 6079 6100 0749 3133 
20 2,383 4664 0433 0797 6793 

30 2,384 3255 7268 0846 0047 

31 2,385 185^ 6738 9,440 0804 2685 

32 2,386 0460 8066 0942 5307 

33 2,386 9:174 4084 ug80 73U 

34 2,387 7C05 2212 1038 8Ca3 

35 2,388 6333 3477 1(J67 0077 

36 2,380 4958 8006 0,440 1135 0835 

37 2,39(» 30U1 5935 118^ 1177 
33 2,39t 3351 7363 1231 1103 

39 2,393 (WüO 2443 1270 0613 

40 2,393 957% 1397 1326 9707 

41 2,393 8246 4050 9,449 U74 8384 

42 3,394 6926 0833 1422 6646 

43 2,395 5613 1773 1470 4493 

44 2,396 43<)7 0991» 1J18 1932 

45 2,307 Zim GÜ40 1565 89J0 

46 2,398 1719 0827 9,440 I613 1534 

47 3,300 (H35 9688 166I 1715 

48 2,300 016<» 3354 

49 2,4«) 7892 1957 

50 3,401 6G31 5626 

i; = 11 ..,()00,., 



1708 7480 
1756 3839 
1803 7762 



D.V. 

«10 5326 

40 4008 
40 4401 
40 4074 
40)658 
40 324a 

49 2828 
49H10 
49 1994 
49 1578 
401101 

49 0746 
49 0330 
48 9914 1 
48 9498 
48 9082 

48 8QI6 

48 8350 
48 7834 

48 7418 

48 700Ü 

48 6683 
48 0160 
48 5750 
48 5334 
48 4018 

48 4502 
48 4086 
48 3670 
48 3354 

.48 2830 



47 8262 
47 7346 
47 7430 
47 7014 
47 ri5Ü6 



47 6181 
47 6765 
47 5349 
47 4933 



1 

100 

99 
98 
97 
96 
95 

94 
93 
92 
91 
90 

89 
SS 
87 

85 

84 
83 
82 
81 
80 

79 
78 
•77 
76 
75 

74 
73 
72 
71 
70 



48 3432 f,9 

48 3U0r 08 

48 1390 67 

48 1174 66 

48 Ü758 65 

48 0343 64 

47 9926 63 

47 0510 62 

47 9004 61 

47 8678 60 



59 

58 
57 
56 
56 

54 
53 
62 

H 

50 



1 

50 

51 
52 
53 



Ä= 88^. 

2,401 Ottl 5627 0,440 1803 7762 



3.402 5378 4406 9,440 1851^2279 

3.403 4132 8603 1808 6380 

3.404 389» 8353 iSm UOflO 

54 3,405 166» 3607 1993 3314 

55 3,406 0441 4589 2040 6187 

56 2,406 9236 1431 9,440 3087 86H 

57 3,407 8018 4366 2135 0646 

58 3,408 6818 3329 2182 2250^ 
50 2,400 5635 8453 2239 3430 
00 2,410 4441 0074 2276 4213 

61 3,411 3203 8325 9,449 2323 4660 

62 2,412 2094 3042 237» 4510 

63 2,413 0932 46C0 2417 44)35 

64 2,413 9778 3216 2464 3144 

65 2,414 0G31 8846 2511 1837 

66 2,415 7493 1686 9,440 2568 0114 

07 2,410 fi3(i3 1873 2601 7976 

08 3,417 5238 9544 2651 5420 

69 2,418 4123 4838 2608 2440 

70 2,419 3015 7892 2744 9062 

71 -MW 1915 8846 9,440 2791 5260 

72 2,421 Ü82i 7838 783» 1043 

73 2,421 9739 5008 2884 Ü41| 

74 2,423 8G63 04^5 ^031 1364 

75 2,433 7594 4430 2977 590> 

76 3,434 (.533 G980 9,440 30M 0035 

77 2 435 5480 8360 ■ 3070 3733 

78 2,426 4435 8418 3116 7036 

79 2,437 3398 7597 3162 9fi04 

80 2,438 2369 3930 XtVp 2367 

81 2,439 1348 3579 9,440 3355 4410 

82 2,430 0335 0665 3301 6036 

83 2,430 9329 7340 3^7 7246 

84 2,431 8332 3746 3393 8t)«l 

85 2,432 7343 0029 3430 8418 

86 2,433 0361 G332 9,440 3485 8380 

87 2.434 5388 27W 353! 7026 
^"^ i%ZS 4422 0576 3577 7(»56 

89 2,43C 3405 Ü8()8 3623 3771 

90 2,437 2519 4041 3660 4071 

91 • 2,438 1575 3221 9,440 3715 I05G 

92 2,439 0642 2606 3760 O+JS 

93 2,439 9717 «12 3806 6482 

94 •?,44o mn} *oi3 3352 3121 

95 2,441 mi 7950 389: US\6 

96 3,443 6991 3471 9,449 3943 51M 

97 2,443 6098 8623. 3980 0548 

98 2,444 5214 r.560 4034 5527 
^9 2,445 4338 G4JL9 408() UJOl 

^ 00 2,446 3470 8J02 4125 4240 

^' =s M ..,0()0. 
48* 



D.V. 

47 4517 

47 4101 
47 3605 
47 3200 
47 2853 
47 2437 

47 2031 
47 1006 
47 1180 
47t>77S 
47 0357 

46 0941 
46 962S 
46 9100 
46 8003 
46 8277 

46 7861 
46 7445 
46 7039 
46 6613) 
46 6198 



46 3700 
46 3303 
46 3878 
46 2463 
46 2041 

46 1636 
46 1310 
46 079* 
46 0378 
45 9963 

4!> 0fi46 
4» Ol3(f 
45 8715 
45 t(3U) 
45 7685 

45 7470 
45 7!)55 
45 6639 

45 f>22^ 

46 58U0 

45 5394 
45 4079 
45 4604 
45 4140 



1 

50 

4«» 
48 
47 
46 
45 

44 

43 

42 
41 
40 

39 

38 
37 
36 
35 

34 
33 
A'J 
31 
30 



46 5783 29 

46 5368 28 

46 4953 27 

46 4538 26 

46 4123 26 



24 
23 

22 
21 
20 

19 
16 
17 
16 
15 

14 
13 
12 
11 
10 

09 
06 
07 

o:» 

04 
03 
02 
Ol 
00 
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k = 89^ 

1 8. it. fcÄr + Iog.t;. 

00 ?,446 3470 a362 9,449 4125 42^9 

01 9,447 2Gtl 2528 %449 4170 790B 

02 -2,448 17bO Q075 4216 1281 

03 2,449 U016 SlSl 4261 4178 

04 2,450 0061 99U9 4306 6650 

05 2,450 9255 4490 4351 8724 

06 1,451 8437 2076 0,440 4397 0374 

07 2,462 7627 2792 4442 1609 

08 2,453 6825 6799 4487 2429 

09 2,454 0032 42Si 4532 2834 

10 2,455 5247 5301 4577 2823 

11 2,456 4471 0U>4 9^449 4622 2397 

12 2,457 3702 8815 4667 1556 

13 2,458 2943 1588 4712 0300 

14 2,459 2191 8580 4756 8629 

15 3,460 1448 9010 4801 6641 

16 2^10714 5843 0^449 4846 40»2 

17 2,461 9988 6426 4891 1126 

493S 7795 
4980 4049 
6024 0688 



18 2,462 9271 185S 

19 2,463 8562 2280 

20 2,404 7861 78n 



» 



21 2,465 7169 8784 0,449 5069 5309 

22 2t466 6186 5168 6114 0314 

23 2,467 5811 7180 5158 4903 

24 2,468 5145 5004 5202 9076 

25 2,469 4487 87n 6247 2833 

26 2,470 3838 8669 9,440 5291 6175 

27 2,471 3196 4839 .5335 9102 

28 2^472 2566 7461 5380 1614 

29 2,473 19«S 6667 5424 3711 

30 2,474 1329 2648 6468 539S 

51 2,475 0723 5557 9,449 6612 6659 

5556 7510 
5600 7946 
5644 7(>67 
6683 7573 



32 2^476 0126 5558 

33 2,476 9538 2816 

34 2,477 8058 7495 

35 2,478 8387 9759 



3b 

38 
59 
40 



2,479 7S'25 9774 9,449 5732 67ft4 

':,48i) ITr. 7/06 5776 5540 

7,481 6728 3T21 5820 3901 

2,Wi 6192 7986 5864 1847 

2.483 5666 0668 6907 9378 



^i ^4S4 5148 193t 9,446 6951 6491 

4? 2.485 4639 1C(48 5995 3189 

-.5 ?,48C 4139 0885 . 6038 9472 

.:*.^ ?,48" 3G17 89M 6082 .'^340 

4> 2,18S 3165 6201 6l26 0792 



i6 
48 



..4'^'i2692 2919 9,449 6169 5820 

:',iW ^227 92i8 62U 045t 

Ci.+Ql 1772 5339 6256 4658 

2,492 1326 13Ü3 62*19 8450 

7^493 0688 75V 6343 1827 

V = 10. •,000. 



D.l'. 

45 3729 

45 3313 
45 2897 
45 2481 

45 2065 

46 1650 

45 1236 
45 0820 
45 0406 
44 9989 

44 0574 

44 9159 
44 8744 
44 8329 
44 7914 
44 7499 

44 7084 
44G669 
44 6254 
44 5839 
44 5421 

44 5006 

44 4589 
44 4173 
44 3757 
44 3342 

44 2927 
44 2512 
44 2097 
44 1682 
44 1266 

44 0861 
44 0436 
44 0021 
43 9606 
43 9191 

43 R776 
43 8361 
43 7946 
43 7531 
43.7113 

43 6098 
43 Ü283 
43 5867 
43 5452 
43 5U37 

43 4C22 
43 4207 
43 3792 
43 3377 



• • • 



1 

100 

99 
98 
97 
96 
95 

94 
93 
92 
91 
90 

89 
88 
87 
86 
85 

84 
83 
82 
81 
80 

79 

78 
77 
76 
75 

74 
73 
72 
71 
70 

69 
08 
67 
66 
65 

64 
63 
62 
61 
60 

59 
58 
57 
56 
55 

54 
53 
52 
61 
50 



1 

50 

5t 
52 
53 
54 



k = 89".. 

2,403 0688 7512 9,440 6343 1827 

2.494 0400 39S0 0,449 6386 4780 

2.495 (XMl 0848 

2.495 0630 8381 

2.496 9229 6723 



6429 73)0 
0472 0468 
5616 1185 
0650 2467 



55 2,407 8837 60« 

56 2,406 8454 6530 ^440 0002 3374 

57 2,499 8080 8340 ' 6646 38«6 

58 2,5(K» 7716 1672 6688 3903 

59 2,501 7360 G684 0731 3546 

60 2,502 7014 3550 6774 2772 

61 2,50.^ fiG77 2472 g|,440 6817 1581* 

62 '!,5(J4 6349 3604 6859 9976 

63 2,505 6030 7134 0902 7956 

64 2,M)6 5721 3240 6945 5521 

65 2,507 5421 2102 0988 2^1 

66 2,508 5130 3900 9,449 7030 0106 

67 2,509 4848 8815 7073 5726 

68 2,510 *576 7U27 7116 16.31 

69 2,511 4313 8720 7158 7121 

70 2,512 4(XJ0 4074 7?Q1 2196 

71 2,513 3816 3273 9,449 7243 6856 

72 2,514 358i 6500 7286 1101 

73 2,515 3356 3939 7328 4931 

74 2,£16 3140 5773 7370 8346 

75 2,517 2934 2190 7413 1347 

76 2,518 2737 2374 9,449 7455 3933 

77 2,519 2o49 9609 7497 6104 

78 2,520 2372 0784 7239 7860 

79 2,521 2203 738C 7581 9201 

80 2,522 2044 9500 7624 0127 

81 2,023 1895 7315 9,449 7666 0637 

82 2,524 1756 1021 7708 0732 

83 2,525 1626 0606 7750 0412 

84 2,f 26 1505 6664 7791 9677 

85 2,527 1394 9380 7833 8527 

86 2,528 1293 8547 9,449 7875 6962 

87 2,529 1202 4558 7917 49S2 
S8 2,530 1120 7603 7959 25^/ 

89 2,531 1048 7875 . 8000 9777 

90 2,532 0986 5569 8042 6552 

91 2,533 0934 0877 d^449 8084 2912 

92 2,534 0891 3991 8125 8857 

93 7^535 0658 5116 8167 4387 

94 Sr,536 0835 4438 8208 9603 

95 2,537 0822 2156 8250 4205 



D. 1', 

43 2902 

43 ?547 
43 2132 
43 1717 
43 t3ir2 
43 0887 

43 0472 
43 0057 
42 9642 
42 9227 
42 8810 

42 8395 
42 7980 
42 7565 
42 7150 
42C73S 

42 6320 
42 5906 
42 5490 
42 5075 
42 4600 

42 4246 
42 3S30 
42 3415 
42 3001 
42 2586 

42 2171 
42 1756 
42 1341 
42 0936 
42 0510 

42 0005 
419690 
41 9205 
41 8850 
41 8435 

418020 
41 7605 
41 719ri 
^16775 
41 (i3UI 

4r59»5 
41 5530 
41 5116 
41 4702 
41 4288 



96 2,538 0818 8468 %M9 8291 8493 41 3874 

97 2,539 0825 3571 8333 2367 41 3460 

98 - 2,540 0841 7G63 8374 5827 41 3046 

99 .2,5^1 0868 0942 8415 8873 41 9032 
100 2,542 0904 3607 8457 15(;r> 

V = 10..,000,.. 



1 

49 

4* 

4^ 
46 

44 
43 
42 
41 
40 

39 
38 
37 
36 
35 

54 
33 
32 
31 
30 

29 
28 
27 
26 

25 

24 
23 
22 
21 
20 

19 
18 
17 
16 
15 

14 

13 
12 
11 

10 

09 
08 
07 
06 
05 

04 
03 
02 
Ol 
00 



29« Gudermann^ Potenxial^ Functionen läf. lll. 



365 



1 

00 

Ol 
02 
05 
04 
05 

06 



2.542 tlOM 3607 9,44Q 8467 UOS 

2.543 (I9S0 5854 9^449 8496 3718 

2.544 lÜUC 78tU> 8519 5516 



2.545 1(172 9903 

2.546 1149 2100 

2.547 $235 4705 



8580 6899 
»621 7867 
8062 8420 



2,548 1331 7893 9^449 S?(>3 8688 

07 2,549 1438 1877 «744 8281 

08 2,550 1564 6801 

09 



2,551 1681 3060 
10 2,552 1818 0648 



8786 7680 
8826 648» 
8067 4060 



11 2,553 1964 9861 9,440 8908 308S 

12 ?,554 2122 0898 8040 0672 

13 ?,555 2289 3964 8989 7907 

14 '?,556 2466 9268 9030 4728 

15 2,557 2664 7018 9071 1155 

16 7,668 2862 7423 9,440 Olli 7128 

17 2,550 90610603 9162 2W7 

18 2,580 3270-7037 0102 7872 

19 2,561 3508 6668 0233 2624 

20 2,562 3747 0796 9273 6962 

21 2,563 9997 6«27 9,440 9314 0980 

22 2,564 «267 7380 . 0354 4389 

23 2,566 4628 2267 0904 7471 

24 2,586 4800 1609 04360144 

25 2,567 6100 6309 0476 2402 

26 2,508 6402 3881 0,440 0615 4245 

27 2,569 6714 7465 9566 6679 

28 2,570 6(07 6240 ^86 6686 

29 2.571 «371 0466 9636 7286 

30 2,572 6715 0321 8876 7470 

3li. 2,579 7060 6062 0,440 9715 7241 

32 2,574 7434 7871 ^»^ 6«» 

33 2,575 7810 5996 0796 6641 

34 2,576 8197 0640 9836 40W 

35 2,577 8594 2063 »7* ««6 

36 2,578 9002 0427 0,440 9914 9888 

37 2,570 942« 5997 »*♦ ^176 

38 2,5a» 0849 81W4 9,449 9994 405«) 

39 2,582 0289 9613 6,450 0034 0510 

40 2,583 0"'40 «10 0073 6556 

41 2,:.84 viyx 4694 

42 2,585 1674 9596 

43 2,586 2158 3044 

44 2,587 2652 5265 

45 2,588 3157 6488 

46 2,589 3673 6044 0,450 0310 4088 

47 2,b90 42(H) 6361 0349 722« 
dB 5,591 4738 6471 038B «950 

49 2,592 5287 6006 0428 2260 

50 ^,593 5847 5697 0467 4166 

V — 9 ..,000. 



9,450 '*«?> 2182 
'.)152 7393 
019? 2189 
<Kr\\. 657(' 
0271 >536 



D.l'. t 

41 2213 100 

411798 99 

41 1383 98 

41 0968 97 
41 0563 
410138 



40 9729 
40 030« 
40 8809 
40 847« 
40 8069 

40 7640 
40 7236 
40 6821 
40 6407 
40 6099 

40 6670 
40 6166 
40 4752 
40 4338 
40 3918 

40 3509 
40 3088 
40 2079 
40 226« 
401949 

«0 142« 
401019 
40 0590 
40 0186 
99 0ni 

39 9357 
90 8949 
90 8520 
99 8116 
99 7702 

99 728« 
99 6874 
39 6460 
39 6016 
39 5626 

39 5211 
99 4796 
99 4381 
39 3966 
39 3552 

39 3138 
39 2724 
39 2310 
99 18P6 



• • 



96 
95 



94 
93 
92 
91 
90 

89 
88 
87 
85 
85 

84 
83 
82 
81 
80 

76 
78 
77 
76 
75 

74 
73 
72 
71 
70 

69 
68 
'67 
66 
65 

64 
63 
62 
61 
60 

59 
58 
57 
56 
55 

54 
53 
52 
51 
50 



k = 90P. 

1 &%« S.Jb-flog.i;. 

50 2,593 6647 5607 0,450 0467 4166 

51 2,594 G41S 6778 0^450 OS'^f- 5638 

52 2,595 7rjOO 6481 0645 6706 

53 2,596 7593 8042 ' 0584 7360 

54 2,507 8198 0606 0623 7600 

55 2,698 88U 46n 0662 7426 

56 2,509 0440 0224 «»460 0701 689« 

57 2,601 OOn 7672 0740 5836 

58 2,602 0726 6fl61 0779 441« 

59 2,603 1366 8620 0818 2567 

60 2,604 2068 2816 0867 0342 

61 2,606 2740 9760 0,460 0896 7680 

62 2,606 9494 0708 003« 4609 

63 2,607 4140 t^BW 0079 ilU 

64 2,6ü«486« 0567 1011 720« 

65 2,609 6584 9064 1060 2882 

66 2,610 6324 4324 «,460 1088 814« 

67 2,6U 7075 2912- 1127 290« 

68 «,«12 7837 690« 1166 7432 

69 2,613 a6U 3727 1204 1464 

70 2,614 0306 644« 1242 6062 

71 2,616 0103 4375 0,450 1280 8256 

72 2,617 1001 776« 1310 109« 

73 2,618 1821684« 1367 9402 

74 2,610 2669 1800 1996 6964 

75 2,620 9406 9141 1433 6802 

76 2,621 4351 085f> g;,460 1471 9016 

77 2,622 5217 6276 1509 8726 
76 2,623 6095 6667 1547 9082 
79 2,624 6986 6280 1586 8906 
30 2,626 7887 1370 |623 «374 

81 2,626 8800 6191 0^450 1661 7426 

82 2,627 9726 7001 1699 6063 

83 2,629.0662 7(jeO 1737 428£ 

84 2,6301611 5626 1^75 2tJ93 

85 2,631 2572 2980 1812 9487 



86 2,632 3544 9322 0,450 1850 6467 

87 2,633 4529 4074 1888 3033 

88 3,634 5526 0178 «925 9186 

89 2,635 6534 5196 1063 4923 

90 2,636 7556 U296 2001 0246 



91 
92 
93 
94 
95 

96 

97 

98 

99 

100 



2,837 8587 5638 
2,638 9632 1790 

2.640 0088 8720 

2.641 1757 6794 

2.642 2838 6282 



9,4Vi 703S 5155 
>(»75 9050 
21!:* 3731 

2150 7308 
?I88 0651 



2.643 3931 7451 9,450 2225 1400 

2.644 5037 0574 2262 5915 
2,fi45 6154 5920 2299 7926 
2,646 7284 3769 2336 9523 
2.f.47 8426 4374 2374 0706 



D. 1'. 1 

99 1482 50 

99 10GB 49 

900664 48 

39 0240 4^* 

989826 46 

98 9412 45 



98 «997 
98 8683 
38 8160 

98 7766 
98 7338 



98 4860 
38 443« 
38 44122 
38 36118 

38 319^ 

98 2780 
98 2366 
981052 
98 1638 
38 112- 

38 0710 
98 020« 
97 9883 
87 0400 

97 9062 

97 8697 
37 8222 
97 780« 
97 739« 
37 COBO 

37 6566 
37 6152 
37 5738 
37 5329 
37 4009 

37 4496 
37 4081 
1'/ 3f)67 
37 3253 
37 ?839 

37 2425 
37 2011 
97 1597 
97 1189 



44 

42 
41 
40 



38 6929 39 

98650« 38 

38 6009 37 

98667« 36 

58 626t' 35 



34 
33 
32 
35 

30 

.'>9 
28 
27 
?^ 
25 

24 
23 
22 
21 
20 

19 
18 
17 
16 
15 

14 
15 
12 
11 
10 

09 
08 
07 
06 
05 

04 
03 
02 
Of 
00 



V = 9*.,W0.., 



MO 



U\). Gudtrmann^ Potential - Fun c Honen Tof. ///. 



k = 91^ 

1 8. Xr. S. Ac -f log. V. 

00 9,0|7 MM iS74 0,460 9374 071« 

01 9,048 9680 8027 9^480 9411 1474 

02 9,680 0747 4097 9448 1897 

03 9,861 1096 6681 9486 1768 

04 9,669 S117 8008 9699 1901 

05 9.818 «391 8676 2660 0109 



06 
07 
OB 
09 

10 

11 

u 

13 
14 
16 

16 
17 
la 
19 
20 



9,868 8630 1880 8L480 9606 0060 

9,066 8708 0908 9899 7389 

9.888 8008 1880 9800 J»961 
9,867 0981 888? 9708 9108 
9,860 0690 9478 2749 0M7 

9.880 1807 9693 81480 9770 0374 

9.881 3000 8988 9018 9689 

9.889 4409 0188 9889 8688 

9.883 8710 0711 9880 377^ 

9.884 1010 4081 9096 0740 

9,086 0301 7030 O^oflQ 9009 9990 

9,086 0748 7389 MO 7449 

9,008 1114 667» yo6 U79 



9,080 9406 1008 

9^870 3090 0843 



3071 481 
3107 7300 



21 9,871 6906 0100 0^460 3143 OOH 

22 9,879 07M 99^ 9100 |08O 

23 9,873 8148 437t 3910 S800 

24 9,874 0081 6701 $969 4064 
23 9,010 1O40 7080 



96 9»0n 9890 0637 8^480 03H 0109 

27 0,038 4006 0689 330U 0106 

28 9,070 86U9 9908 3308 

29 .^880 1019 7308 3439 

30 liW 0838 .0908 



31 9,803 O0V9 0861 9^480 8804 >80n 

32 9.804 1099 0844 3830 0010 

33 9,8P 3106 Om %«TS 7490 

34 1,080 4109 9010 lull 4096 

35 9.807 0869 0638 3017 1997 



36 9««» 7065 0806 %4SM 3809 7608 

37 M80 0671 49M S7tO 330» 
68 9»0ttl 1901 17&3 3733 801» 

39 9,809 9014 3413 3780 3866 

40 9,803 4300 0683 3094 04n 

41 9^804 0171 00» 8^480 380» 9C86 
4*i ?,tS06 7064 6631 3890 0479 
43 t.«»« 8651 8UO 309Ü 

44 s«aiH ix^^ laii «wtf 

46 9«e80 M88 0896 4üUl 6330 

4t» t.TliU 4?^ 813» 0^480 4006 7617 

47 .\^M «^:0 44» 4071 0649 
«88 £*'^''^ i^Ml ^871 ^W7 06M 
49 t.7U4lWU8804 4149 146t 



D. K 

37 1)780 

37 0363 
98 0930 
30 0616 

38 Olli 
38 8807 

30 8983 



38 7466 
38 70U 
98 8897 

^09U 
38 6700 
30 6J06 

38 4071 

39 4667 

90 4ia 

38 3730 
38 3310 
38 98U0 
38 9407 

38 9073 
36 1860 
36 1946 
38 0831 
^0U7 

88 0009 
36 0800 
36-0176 
36 0701 
36 0347 



36 8004 

3S646U 
36 8088 
36 46S9 
36 48U0 



36 lT-:$ 
36 I3U 
3Sl«U0 

36 MM 



1 

100 

99 
98 
97 
96 
95 

94 
93 
92 
91 
90 

89 
88 
87 
86 
8» 

84 
83 

82 
81 
8D 

79 
78 
77 
76 
75 

74 
73 
72 
7t 
70 



36 7093 69 

36 7610 68 

36 7100 67 

900009 66 

3&099 65 



64 

63 
62 
61 
60 



35 3794 59 

36 3J80 58 
3S3Ä6 57 
35 -i533 56 

36 aj» 55 



54 

53 
52 
51 
60 



9.706 3670 3374 0,460 4919 900S 

9.707 6440 8009 4947 1861 
9,700 7976 1430 4982 0904 
9^700 0193 3n3 4318 0733 
9,711 O005 641^ 4361 0140 



* = 91". 

1 8. t. £• AC -f log. Vm 

50 9,706 1813 8887 0,460 4177 1936 

51 

53 
53 
54 
5& 

56 9,717 9861 6890 0^480 4388 6140 

57 9,713 4f761 7037 4491 3737 

58 9,714 «J066 948T 4466 0011 

59 2,716 0674 1673 4400 7070 

60 9,717 0808. 48» 469^ 4016 

61 2,718 9469 QS09 0,4^ 4660 9040 

62 2,719 4413 6410 4994 6467 

63 9,790 8^ 3694 4639 0679 

64 9,791 fl3n 30^ 4663 6283 

65 2,793 0900 9060 4807 0641 

66 9,794 9398 3170 0!,45O 4732 3406 

67 9,796 4430 9890 41i90 0866 

68 9^798 847|| 680O 48U0 0091 

69 9,797 0637 3080 4836 9614 

70 9,799 0019 4644 4869 47tt 

71 9,730 9709 1008 9,450 4003 6610 

72 9,731 4806 2481 4937 7899 

73 9,739 8004 0906 4971 0087 

74 9,733 0060 9U80 0006 98U 

75 9,736 1980 0090 6039 9601 

76 9,738 9388 0997 O^M) 8073 9387 

77 9,737 6646 0633 " 6KI7 8800 

78 9,730 7737 7998 6^f 1 7400 

79 9,790 9044 8000 '6175 6901 

80 9»741 9100 OUai 89U0 4U60 

81 9,749 4402 3330 9,460 69U 1710 

82 9,743 0663 6300 6970 0090 
^3 9,744 0910 6106 . 0310 6791 

84 9,740 tWO 670 0344 9900 

85 9,747 3490 0890 03n 09U 



86 9^740 8O07 7904 ä^480 0411 3004 

87 9 J40 0133 0U9O ' 0444 0009 

88 9,7U 0478 07JO 0478 3747 

89 9,769 9031 

90 9,763 6908 



91 9,754 7980 3061 8^460 5579 5566 

92 9,758 0901 90U 6011 0680 

93 9,767 94U0 4530 6046 1308 

94 9,758 48«> 9090 66» 3683 

95 9,739 ms 77?0 57U 56U 



35 0070 

34 9656- 
34 9M3 
!k8899 
34 0416 
34 8001 

94 7588 
34 8174 

34 0760 
34 6340 
94 6083 

34 5519 
34 6^» 
34 4891 
344970 
94 3868 

34 3450 
34 3096 
94 90U 



941708 

94 1301 
34 0980 
34 0664 
08 014;^ 
i33 0790 



V^..,01X) 



» • • 



33 0886 
93 8071 
03 7880 

93 79tt 
33 8eU 
93 6410 
39 8008 
33 6609 

33 5118 
^4704 
93 4380 
33 30B7 
S3 3S9S 

33 319» 

33 2680 

33 

33 

33 14S6 



96 2sT«U 9753 0049 \%» 5744 80«0 33 »U 

97 i,Tm rao oro 57T7 oooi 33 oon 

98 2,163 4714 7940 8010 8804 13 09M 

99 ^704 rU4 4141 8983 08« 'Sl OOOO 
100 ?.7«0 9799 600» 8870 8008 

V SS 8..yOOO... 



1 

50 

49 
48 
47 
46 
45 

44 

43 
42 
41 
40 

39 
38 
37 
36 
35 

34 
33 
32 
31 
30 

29 

28 

?7 
26 

25 



93 0Stt 24 



21 

20 

19 
18 
17 
16 

IS 

14 
13 
12 
11 
10 

09 
08 
07 
06 
05 

04 
03 
02 
M 
00 



29. Gudermanrt, FoiiHXiaU Punciionen Tqf. IIL 



367 



* = 92«. 

1 i.k9 t.k+lof.v. 

tX> 9^766 97S9 6882 0,480 5876 8648 

01 3,787 2300 S459 f,4S0 50U0 803S 

02 2,78^4886 728« 
OS 2,780 7428 7669 

2.771 0016 &JW 

2.772 2810 8082 



04 
OS 



8042 7008 
5075 8688 
8UU8 2714 
0041 1447 



06 2,772 52J0 2842 9^450 8073 8766 

07 2,774 787« S5(J9 01U6 6072 

08 2,778 0625 2983 «130 2164 

09 2,777 3102 1467 «|7i 8243 

10 2,778 5874 «382 6204 30U8 

11 2,770 8573 707T 9,U0 a2S6 0161 

12 2,781 1288 5015 6200 4U0O 

13 2,78t «019 3585 6301 8426 

14 2,783 6766 3196 6334 2438 

15 3,784 9629 4269 6366 G037 

16 2,786 2308 7187 9,450 6308 9222 

17 2,787 510« 2396 8fi31 199« 

18 2,788 7916 0298 6463 4362 

19 2^790 074« 1314 6405 6207 

20 2,791 3888 6860 6627 78« 

21 2,792 6440 4369 0,460 6659 8846 

22 2,793 9326 7234 6691 9651 

23 2,795 2220 4907 6623 9943 

24 2,796 5130 WB 8655 9821 
26 2,797 8L«67 6361 8887 9286 

26 2,799 1001 0980 9^460 6719 8338 

27 2,81)0 3061 2118 6761 60^ 

28 2,801 0938 0190 6783 5201 

29 2,802 99316657 6815 3013 
^ 2,804 2941 8927 6847 04U 

31 2,805 5960 0445 0,460 6878 7395 

32 2,806 9013 0662 6910 3966 

33 2,806 2073 90G7 6942 0123 

34 3,809 6161 8d9i 6973 6667 

35 2,810 8246 78X6 7006 1198 

36 2,812 1358 7199 9,460 7036 5115 

37 2,813 4487 7491 7068 0619 

38 2,814 7033 9142 7U09 4710 

39 2,816 0797 2601 7130 8387 

40 2,817 3977 8323 7162 1651 

41 2,818 7176 6763 9,450 7 19i 4502 

42 2,820 0390 8376 7224 6940 

43 2,821 3623 3622 7255 8965 

44 2,822 6873 2960 7287 0577 

45 2,824 0140 6854 7318 1775 



D.l^ 

32 9387 

32 8073 
32 8560 
32 8146 
32 7733 
32 7319 

32 6906 
32 6492 
32 6079 
32 6665 
32 6353 

32 4839 
32 4426 
32 4012 
32 3599 
32 3185 

32 2772 
32 2358 
32 1945 
!W 1531 
32 1118 

32 0705 
32 0292 
319876 
319466 
319062 

318638 
•18225 
317H12 
317398 
316884 

316571 
31 6157 
31 6744 
31 5331 
314917 

31 4504 
31 44)91 
31 3677 
31 3264 
312851 

31 2438 
312025 
31 161? 
31 1198 

310785 



46 29826 3425 6760 9,460 7340 2660 31 0372 

47 2,826 6728 016S 7380 2932 30 91)59 

48 2,828 0048 0497 7411 2891 30 9546 

49 2,820 3385 7260 7442 2436 30 0132 

50 2,830 6741 0915 7473 1668 

V = 7..,000... 



1 

100 

99 
98 
97 
96 
95 

94 
d3 
92 
91 
90 

89 
88 
87 
86 
85 

84 

83 
82 
81 
80 

79 

78 
77 
76 
75 

74 
73 
72 
71 
70 

69 
68 
67 
66 
65 

64 
63 
62 
61 
60 

59 
58 
57 
56 
55 

54 
53 
52 
5t 
SO 



1 

50 

51 
52 
53 
54 
55 

56 
57 
58 
59 
60 

61 
62 
63 
64 
65 



h = 92^ 

2:.k. &ik-fIog.t;» 

2,830 6741 0918 9,460 7473 1568 

2.832 OIM 1936 9^460 750« 0287 

2.833 3608 0790 7534 8693 

2.834 6913 797» 7588 6185 

2.836 0340 3944 7696 3064 

2.837 3784 910) 7627 1030 

2.838 7247 4203 9,460 7657 7883 

2.840 0727 0451 7688 392i 

2.841 4226 543t T7lg 0748. 

2.842 7743 2631 7740 .5160 

2.844 1278 1540 7780 0159 

2.845 48312651 9,450 7810 4745 
2^ 8402 6458 7840 HP*^ 

2.848 1992 3460 7071 2678 

3.849 5e(K> «i«3 7901 6025 
i,«» «!26 9038 793i 9959 



66 2,852 2871 8619 9,450 7%2 1480 

67 2,853 6535 3409 7992 3688 

68 2,865 0217 3887 8Ü02 5283 

69 2,856 3918 0690 8062 6564 

70 2,867 7637 4018 8082 7432 

71 2,869 1376 4687 9,450 8112 7887 

72 2,860 6132 3110 8142 7929 

73 2,861 8907 9805 8172 7568 

74 2,863 2702 5292 8202 6774 

75 2,864 6516 0092 8232 6677 

76 2,866 0348 4729 0,450 8262 3967 

77 2,867 4199 9728 8292 1943 

78 2,868 8070 6617 8321 9506 

79 2,870 19C0 2928 8361 6666 

80 2,871 5869 2192 8381 3393 

81 5,872 9797 3945 9,450 8410 9717 

82 3,874 3744 8724 8440 5628 

83 2,875 7711 7067 8470 1126 

84 2^7 1697 9515 8499 0211 

85 3,878 5703 6614 8529 0883 

86 2,879 9728 8909 9,450 8558 5142 

87 2,881 3773 6947 S587 8868 

88 3,882 7838 1280 88l7 2421 

89 2,884 1922 2461 8646 5441 

90 2,885 6026 1045 8675 8048 



^1 

92 
93 
94 
95 



2.887 0149 7689 9,450 8705 0242 

2.888 4293 2654 8734 2023 

2.889 8406 6801 8763 3390 

2.891 2640 0595 8792 4344 

2.892 6843 4604 8821 4885 



» 30 8719 
30 8306 
30 6892 
30 7479 
30 7066 
30 6653 

80 6239 
30 6826 
30 54U 

30 4999 
30 4686 

30 3760 
30 3347 
30 2934 
30 2521 

30 3108 
30 1695 
30 1281 
30 0868 
30 0455 

30 0041 
39 9629 
39 9218 
29 8803 
29 8390 

29 7976 
29 7863 
29 7150 
29 6737 
99 6324 

29S9U 
29 5498 
29 5085 
29 4672 
29 4259 

29 3846 
29 3433 

29 3020 
29 2607 
29 2194 

29 1781 
29 1367 
29 0954 
29 0541 
29 0128 



96 2,894 1066 9)98 9,450 8S50 5013 25 9715 

97 2,895 5310 5547 8879 4728 28 9302 

98 2,806 0574 3628 8908 4030 28 8880 

99 2,898 3858 4216 8937 2919 23 8476 
100 2,899 8162 7891 8966 13U5 

V = 7..,000.t^ 



1 

50 

49 
48 
47 
46 
45 

44 

43 
42 
41 

40 

39 
38 
37 
36 
35 

34 
33 
32 
31 
30 

29 
28 
27 
26 
25 

24 
23 
22 
21 
20 

19 
18 
17 
16 
15 

14 
13 
12 
11 
10 

09 
08 
07 
06 
05 

04 
03 
02 
Ol 
PO 



MiS 



2\t. Gudtnnann, tottnziäU luncUontf\ taf.IIl 



1 

00 

Ol 
02 
03 
04 
05 

06 
07 

08 
U9 

11 
12 
13 
it 
15 

16 
17 

18 
19 
20 

il 
•^ 
23 
24 
25 

26 
27 
28 
29 
30 

31 

32 
33 

34 

35 

36 
37 
38 
39 
40 

41 

42 

43 
44 
45 

4U 
^7 
4^ 

ir- 

^0 



2,899 8162 

2.901 2487 

2.902 «»32 
2,9(M 1108 
S»9ü6 5S84 
2^906 9991 

2.908 4418 

2.909 88C0 

2.911 33:5 

2.912 782S 
2,914 2338 



Ar 5= 93«. 

S. A; -f log. V« 

9^451) 8966 1395 



6236 0,450 8994 9458 

8832 9023 71(0 

3269 gu52 4345 

5i3jS 9081 1169 

»«♦ - 91(J0 7580 

7528 0^^ 9138 3578 

9245 0106 9163 

877S 9105 4336 

6720 9223 0U96 

3684 9252 3443 



2,915 6868 0276 ,9^450 0280 7377 

2,ri7 1420 71t)5 9309 OBOtl 

2,918 6994 4784 Q337 4006 

2,92i) 0589 3929 9365' 6701 

2»9U 5205 5158 9393 8984 

2^922 9842 9092 9^480 9422 06:»4 

2.924 4501 6354 945O 2311 

2.925 9181 7572 9478 3356 

2.927 3883 3374 9506 3988 

2.928 8606 4390 OS34 42(17 



2,030 3351 1257 
2,931 8117 4610 
2,933 2905 5002 
2,934*7715 334S 
2,936 254. i)015 

2,927 7400 5752 
2,930 2276,1207 
2,940 7173 7034 
2,942 2093 3801 
2«9U 7035 2430 

2,045 1099 3342 
2,946 6985 7266 

2.948 1994 4878 

5.949 7025 685$ 
2,961 2070 3867 

2,052 7154^6598 
2,064 2^54 57 >7 
2,06» 7376 1C39 
2,957 ?520 5&21 
2,058 7687 8365 

2,960 9877 0966 
2,0G1 8091 1418 
2,963 3327 3424 
2/J64 8586 0688 
2,966 3860 1910 

2,!>67 917» 961Ö 
2.0G9 4504 1108 

2,;):ü ossn 6502 

?,07? 5232 6720 
.rr«. •«<" ?486 

V = 



9.450 0562 4012 
0500 3404 
0618 2383 

WMO OWI 

0673 9102 

0,450 0701 6843 
0720 4171 
9757 1086 
0784 7588 
0812' 3677 

0,460 9839 0354 
986f 4618 

IXfVl tfiC^ 

0922 3907 
0040 7032 

0,450 (fO f 54: 

Ö|451 aXM 474>. 

C031 753« 

0058 0906 

0086 1867 

9.451 0119 3415 
0140 4550 
0167 5272 
0104 558^ 
U221 5470 

0,451 02ff8 4063 
0275 4035 
0302 2604 
0320 0040 
0355 8774 

6.. ,000, 



28 8063 

28 lO'A} 
28 7237 
28 6ß24 
28 6411 
28 5098 

28 5585 
28 51P 

?8 47eo 

28 4347 
28 3934 

28 3521 
28 3108 
2^2605 

28 nsz 

28 187IJ 

28 1457 
^ 1045 
28 0632 

28tmo 

?7 0BÜ5 

V 930? 
27 8070 
27 8666 
27 8153 
27 7741 

27 7|28 
27 6915 
27 6902 
27 6U89 
27 5677 

• 

27 5264 
27 4851 
27.4438 
^7 4025 
27 3613 

27 32«) 
37 2:87 
27 2374 
27 1961 
27 1548 

27 1136 
27 0722 
27 0310 
26 9897 
26 0484 

26 9072 
26 8659 
26 8246 
26 7834 



1 

lüO 

9a 

98 
97 
96 
95 

94 

93 
82 
91 
90 

89 
88 
87 
86 
85 

84 
83 
82 

8J 

8P 

79 
78 
77 
76 
75 

74 
13 
72 
71 
70 

69 
08 

67 

66 

65 

64 
63 
62 
61 
60 

59 
58 
57 
56 
55 

54 

53 
52 

5> 

60 





k 


=±= 93". 






i 


«.*• 


i.k + log.v. 


D.K 


1 


50 


3,974 0032 2488 


9,451 0355 877« 


26 74U 


50 

• 


51 


2^075 6ie5 4525 


9,X51 038^ 6105 


26 7008 


49 


52 


2,0n 1502 3568 


41409 3203 


26 6596' 


4b 


53 


2, 07p 6073 0349 


0435 0799 


26 6133 


47 


54 


2,980 2467 560« 


0462 5082' 


26 6770 


46 


55 


2,961^086 0073 


i>l89 ,1762 


26^68 


.45 


56 


2,083 3528 4400 


0,451 0516 7100 


26 4045 


44 


57 


1,984 0094 0631 


0542 2064 


26 4532 


43^ 


58 


2,966 4685 0218 


U568 668G 


26 412Ö 


42 


50 


2,988 03(X) 5014 


0505 070b. 


1707 


41 


60 


2,9H0 5Ö30 6778 


U6214413 


Jt3294 


40 


61 


2,001 1603 2270 


P,45l 0647 7707 


26 2881 


39 


62 


2,002 7201 2254 


0674 OSaB 


.2Q2468 


38 


63 


8,004 3009 749«^ 


07(XI3056 


26 2056 


37 


64 


2,096 8740 8778 


inf& 6112 


2^1643 


35 


65 


2,097 4502 6866 


•11762 6756 


2IS1230 


35 


66 


2,090 0289 2542 


0,451 0778 7086 


26 0818 


34 


67 


3,000 6l0i) 6589 


4)604 8803 


26 04^5 


3;^ 


68 


3,002 1936 0791 


0830 0208 


n0092 


32 


69 


3,003 7708 204» 


€856 0200 


?6 9580 


3t 


70 


3,006 3684 6^ 


0882 87^ 


?6 9167 


30 


n 


3,0Q6 0506 2277 


0,451 09U8 7047 


36 8754 


29 


72 


2,008 5533 0055 


'1934 6701 


26.834a 


28 


73 


3,010 1495 098q 


0960 5043 


'?6 7929 


27 


74 

t 


3,011 7482 586? 


0986 207? . 


?5 7519 


26 


7i 


3,013 3495 5515 


1012 0488 


35 7101 


. 25 


76 


3,014 9534 0756 


9,451 1037 7502 


25.6601 


24 


77 


3,016 5S0S 2405 


1063 4283 


26 627% 


23 


78 


34/18 1688 12^ 


t080 056^ 


25 6867 


22 


79 


3,019 7803' 1^36 


1114 6429 


?5 645^ 


21 


80 


3,021 3945 «00 


U40iaB3 


25 5041 

• 
• 


20 


81 


3,023 0112 9656 


0,461 lU» OQp« 


26 4G28 


19 


82 


3,(ri4 6306 5807 


1101' 1552 


26 4210 


18 


83 


S,iK26 2526 3378 . 


1216 5768 


qS 3803 


17 


84 


3,027 8772 3218 


1241 0571 


25 3301 


16 


85 


3,029 5044 6183 


1267 2062 


95 2978 


15 


86 


9,(ßl 1343 3126 


0^461 im 6040 


25 2506 


14 


87 


3,032 7668 401J 


13n8S06 


35 2163 


13 


88 


3,034 4U20 2406 


1343 0659 


25.1741. 

a 


12 


89 


3,036 0308 6483 


1368 2400 


36 132» 


11 


90 


9,037 6803 8012 


1303 3728 


36 091» 


10 


n 


3,030 3235 787? 


9,451 14U 4643 


35 0502 


09 


92 


3,040 0094 6949 


1443 5149;^ 


35 0000 


08 


93 


3,042 6180 6130 


1468 5235' 


24 0677 


07 


94 


3,944 2693 6306 


1493 4912 


24 9265 


06 


95 


3,045 9233 8374 


1518 4in 


34 8852 


05 


96 


3/)47 5801 3236 


9,461 1549 3(^20 


24 8440 


04 


97 


3,049 2396 1797 


1568 1469 


34 8077 


03 


98 


3,050 9018 4066 


1502 0406 


34 7615 


02 


99 


3,052 5008 3668 


1617 7111 


34 7309 


Ol 


00 


3,054 2346 8792 


1642 4314 




00 



• • 



V SB 6 



,000.. 
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360 



t 

00 

Ol 
02 
03 

04 
06 

06 
07 
08 
09 
10 



3.064 2345 8702 .g,451 1642 431» 

3.065 9051 1292 9^451 1607 llOl 
3,057 A784 2(jto 1091 7461 
3,059 2545 2107 1716 3440 
3,ilG0 9334 2293 1740 0999 
3,092 6t51 368S 1765 4139 

3,004 2996 0031 9^451 1789 8967 

3,065 9870 3283 1814 3182 

3,067 6772 3597 1838 7065 

3)069 3702 8835 1863 0575 

3,071 0661 9964 1887 3653 



11 \012 ICAO 7953 9,451 1911 6318 

13 3,074 46fiG 3782 1935 8571 

13 3,076 17U 8430 1960 (»412 

14 3,077 8786 288*2 1984 ^839 

15 3/179 5880 8130 2006 2853 

16 3,081 3022 5173 9,45t 2032 345^ 

17 3,083 0184 51KJ9 2U56 3044 

18 , 3,1)84 7^75 8648 2080 3421 

19 3,086 4596 71(N) 2104 2785 

20 3,US8 1847 1383 2128 1737 

21 3,080 9127 2510 9,451 2152 02V6 

22 3,(J01 6437 1537 2175 8404 

23 3,093 377G f^lO 2199 6120 

24 3,095 1146 7354 2223 3423 
26 3,096 8546 0235 2247 0314 

26 3,008 5076 7162 9,451 2270 6793 

2204 2869 
2317 8513 
2341 3755 
236^8584 



27 3,1U0 3437 1188 

28 3,102 0927 9376 

29 3,103 8449 279U 

30 3,105 6001 2602 



.U 3,107 3583 9589 9,461 2388 3001 

32 3,109 1197 5153 2411 7006 

33 3,110 8842 0224 2435 0596 

34 3,112 6516 6955- 2458 3775 
HS , 3|lt4 4224 3428 2481 6542 



56 
M 
^8 
.i9 
40 



3,110 1962 3747 9,«1 2504 8896 

3,117 9731 8025 ?628 0838 

3,119 753? 7379 2551 23(08 
3.121 5365 2933 



t.l23 3220 5818 



2574 3485 
2597 4190 



41 J,r25 1125 7165 9,451 2620 44W) 

42 3,f20 IWHil 8122 2643 4361» 
.Üi 3;I28 7013 9836 2666 3828 

44 3430 500Ü 34r.9 2689 2884 

45 ^3,132 3031 0153 2712 1527 



46 
47 
48 
49 
60 



3,i3A •<«» 11)84 9,461 2734 9758 
3,135 0»7T 7425 :2757 7577 



3,137 73(*) 0357 
3,139 5455. 1(«f3 
3,141364^.0738 



2780 4964 
2803 1978 
2825 8560 



D.V. 

24 «790 

24 6378^ 
24 5965 
24 5S#3 
24M40 
24 4728 

24 4315 

24 3903 
24 3400 
24 3078 
24 2666 

24 2263 
24 1841 
24 1427 
24 1014 
24 0602 

24 0180 
23 9777 
23 9364 
23 8952 
23 854U 

23 8128 
23 7716 
23 7303 
23 6891 
23&»7^ 

23 G066 
23 5654 
23 5242 
23 4829 
23 4417 

23 4004 

23 3601 
23 3179 
23 2767 
23 2364- 

23 1942 
23 1530 
23 1117 

23 07(15 
?3 0292 

22 «1680 
22 9466 
22 9066 
22 8643 
22 8231 

22 7819 
22*7407 
22 6994 
'22 6582 



t 

loa 

99 
99 
97 
96 
95 

94 
93 
92 
91 
90 

89 
88 
87 
86 
85 

84 
83 
82 
81 
80 

79 
78 
77 



74 
73 
72 
71 
70- 

6^ 
68 
67 
66 
65 

64 
63 
62 
61 
60 

59 
$.8 
57 
16 
55 

54 

53 
62 
6i 
60 



k = 94^ 

1 &!:• S.ik4-Iog.i;. 

50 3,141 3643 0738 0,451 2825 8860 

51 3,143 1864 0680 0,451 2818 4730 

52 3,145 0118 1794 2871 0488 

53 3,146 8405 6690 2893 5832 

54 3,148 6726 3190 2916 0764 
66 3,150 6080 6821 2938 6284 

56 3,152 3468 4707 9,451 29GO 9392 

57 3,154 1890 1094 2983 3067 
68 3,156 0345 6227 9006 6370 

59 3,167 8835 1357 3027 9241 

60 3,159 7368 7746 9960 1700 

61 3,161 5916 6656 9,461 3072 3746 

62 3,163 4508 9364 3094 6380 

63 3,165 3135 7152 S116 6602 

64 3,167 1797 1305 31^ 7412 

65 3,169 0493 3121 310» 78IO 

66 3,170 9224 3899 9^451 3182 7795 

67 3,172 7990 4952 3204 7368 

68 3,174 6791 7595 3226 6520 
.69 3,176 5628 3154 3248 6278 

70 3,178 4500 2961 ß^TO 3616 

71 3,180 3407 8354 9,451 3292 1539 

72 3,182 2351 0681 3313 9051 

73 3,184 1330 1297 3335 6151 

74 3,186 0345 1566 3357 2839 

75 3,187 9396 2856 3378 9U4 

76 3,189 8483 6544 9,451 3400 4976 

77 3,191 7607 4020 3422 0426 

78 3,193 ffW7 6676 3443 5464 
70 3,195 5964 5916 ^m iMO 

80 3,197 4108 3143^ 3486 430^ 

81 3,199 44G8 ^90 9^461 3607 8106 

82 3,201 3776 7271 3529 1496 

83 3,203 3121 7024 366O 4474 

84 3,205 26Ü<' 0492 3571 7040 
86 3,207 1923 9128 3692 9194 

86 3,209 1381 4390 0^451 3614 0936 

87 3,2U 0876 7747 3636 2264 

88 3,213 0410 0678 3660 3181 

89 3,214 9981 4666 36n 3688 
96 3,216 9691 1208 1098 3779 

91 3,218 9239 1804 9|461 3719'3^ 

92 3,220 8925 7970 9740 2727 

93 3,222 8651 122« 3761 168S 

94 3,224 8415 3009 9782 0001 

95 3,226 8218 6132 9«tt 8010 



D. 1'. 

22 617D 

22 5758 
22 6344 
22 4932 
22 4520 
22 4108 

22 3696 
22 3283 
22 2871 
22 2469 
22 2015 

221634 
22 1222 
22 0810 
22 0398 
219986 

219573 
21 9161 
218749 
218337 
2179U 

2t 7512 
21 7100 
216688 
216275 
215862 

21 5460 
tl'6038 
11 4626 
21 4214 
111380t 

21 3390 
?12978 
212566 
2121H 
«11741 

211328 

210606 
210WI 



20 8866 
20 8444 
90 8U9» 
20 7019 



D • • 9 UUU « • f- 



CvtellA^ TAfirmrf «1. M. IM IX. H^. 4. 



96 3,228 8060 8871 fl^ 3823 5678 

. 97 3,i230 7942 6876 9844 2884 

98 3,232 7863 7708 3884 9678 

99 3,234 78?4 0062 8886 0060 
106 3,236 7825 2188 39U6 2030 

47 



1 

50 

49 
48 
47 
46 
45 

44 
43 
42 
41 
40 

39 
38 
37 
36 
35 

34 
33 
32 
31 
30 

29 
28 
27 
26 
25 

24 
23 
22 
21 
20 

19 
18 
17 
16 
15 

14 
13 
12 
11 
10 

09 
08 
tf7 



06 



20 7206 04 

206794 03 

208382 02 

20 68318 Ol 



370 



29. Gudermann, Potenzial- functionen Taf.lll,- 





h 


= 95^ 








h = 95". 


• 




1 


8.*. 


8.A:+log.t;. 


D. V. 


1 


1 


i.k. 


S. X: «f log. t;« 


D.V. 


1 


00 


3,236 7825 21» 


9,451 3906 2030 


20 5558 


100 


50 


3,34^ 240^6916 


9,451 4883 9192 


18 4957 


60 


Ol. 


3,238 7866 8Q13 


9,451 3926 7588 


20 5146 


99 


61 


3,344 4673 1375 


9,451 4902 0149 


18 4545 


49 


02 


3,210 7916 5032 


3947 2734 


20 4734 


98 


52 


3,346 6988 1453 


. 4920 4694 


18 4133 - 


48 


03 


3,2#2 8067 48S9 


3967 7468 


20 4322 


97 


63 


3,348 9352 9366 


4938 8827 


183721 


47 


04 


3^244 8228 9118 


3988 1790 


20 3910 


96 


64 


3,351 1767 7346 


4957 2548 


A8 3309 


46 


OS 


3^246 8t30 0M4 


4008 5700 


20 3498 


96 


66 


3,353 4232 7641 


4975 5857 


18 2897 


45 


06 


3,248 8673 7480 


9,451 4028 9198 


20 3186 


94 


66 


3,355 6748 2511 


9,451 4993 8754 


18 2485 


44 


07 


3,260 8967 4880 


4049 2284 


20 2674 


93 


57 


3,357 9314 4235 


5012 1239 


18 2073 


43 


08 


3,252 9282 3309 


4089 4958 


20 2262 


92 


58 


3,360 1931 5105 


5030 3313 


18 1661 


42 


09 


3,264 9648 4441 


4089 7220 


20 1850 


91 


69 


3,362 4500 7429 


5048 4973 


18 1250 


41 


10 


3,257 0065 9960 


4109 9070 


20 1438 


90 


60 


3,364 7J19 3532 


5066 6223 


18 0638 


40 


11 


3,259 0606 1561 


9,451 4130 0508 


20 102r 


89 


61 


3,367 0090 5754 


9,451 5084 7061 


18 0426 


39 


12 


3,261 0996 0949 


41541 1534 


20 0614 


88 


62 


3,369 2913 6450 


5102 7487. 


18 0014 


38 


13 


3,263 1528 9B40 


4170 2148 


20 0202 


87 


63 


3,371 5788 7992 


5120 7501 


17 0602 


37 


14 


3,265 2103 9900 


4190 2350 


19 9790 


86 


64 


3,373 8716 2769 


. 5138 7103 


17 9190 


35 


16 


3,267 2721 3047 


4210 21«) 


19 9378 


86 


66 


3,376 1696 3185 


5156 6293 


17 8778 


35 


16 


3,269 3381 0847 


9,451 4230 1518 


19 8965 


84 


66 


3,378 4720 16CI 


9,451 5174 5071 


17 8366 


34 


17 


3,271 4063 5118 


4250 0483 


19 8553 


83 


67 


3,380 7815 0637 


6192 '3437 


17 7953 


33 


18 


3,273 4828 7631 


. 42699036 


19 8141 


82 


68 


3,383 0954 2567 


5210 1391 


17 7542 


32 


19 


3,275 5617 0167 


4289 7177 


19 7729 


81 


69 


3,385 4146 9983 


5227 8933 


17 7U1 


31 


20 


3,277 6448 4516 


4309 4906 


19 7316 


80 


70 


3,387 7393 5196 


5245 6064 


17 6719 


30 


21 


3,279 7323 2481 


9,451 4329 2222 


19 69rM 


79 


71 


3,390 0694 0691 


9^451 5263 2783 


17 6307 


29 


22 


3,281 8241 5877 


4348 9126 


10 6492 


78 


72 


3,392 4048 9532 


528(» 9090 


17 5895 


28 


23 


3,283 9203 6530 


4366 5618 


19 6080 


77 


73 


3,394 7453 3663 


6298 4985 


17 5483 


27 


24 


3,286 (1209 6275 


4388 1698 


19 5668 


76 


74 


3,397 0922 5842 


5316 0468 


I7 5U71 


. 26 


26 


3,288 1259 6963 


4407 7366 


19 5256 


76 


76 


3,399 4441 8647 


5333 5539 


17 4659 


25 


26 


3,290 2354 0453 


9,451 4427 2622 


19 4844 


74 


76 


3,401 8016 4675 


9.451 5351 0198 


17 4247 


24 


27 


3,292 3492 8617 


4446 7466 


19 4432 


73 


77 


3,404 1646 6541 


5368 4445 


.17 3835 


23 


28 


3,294 4676 3340 


4466 1896 


19 4021 


72 


78 


3,406 5332 6877 


5385 8280 


17 3424 


22 


29 


3,296 5904 6518 


4485 5919 


19 3609 


71 


79 


3,408 9074 8336 


5403 17(»4 


17 3012 


21 


iO 


3,208 7178 0058 


4604 9528 


19 3197 


70 


80 


3,411 2873 3589 


5420 4716 


17 2600 


20 


31 


3,300 8406 5881 


9,451 4524 2725 


19 2785 


69 


81 


3,4U G728 5324 


9,451 5437 7316 


17 2188 


19 


32 


3,302 9860 5919 


4543 5510 


19 2373 


68 


82 


3,416 0640 6252 


5454 9504 


17 1776 


18 


33 


3,306 1270 211J 


4562 7883 


19 1961 


67 


83 


3,418 4609 9101 


5472 1280 


17 1364 


17 


34 


3,307 2725 6432 


45819844 


19 1549 


66 


84 


3,420 8636 6618 


54{j9 2G44 


17U952 


16 


35 


3,309 4227 083S 


4601 1393 


19 1137 


66 


85 


3,423 2721 1573 


5506 3596 


17 05tt 


16 


36 


J,311 5774 7308 


9,451 4620 2530 


19 0726 


64 


86 


3,425 6863 6755 


9,451 5523 4137 


17 0129 


14 


i7 


3,M3 7368 7848 


4639 3256 


19 0314 


63 


87 


3,428 1064 4970 


5540 4266 


16 9717 


13 


38 


3,315 91109 4462 


46S8 3570 


18 9902 


62 


88 


3,430 5323 9049 


5557 3983 


16 9305 


12 


39 


3,318 0696 9173 


46n 3472 


18 9490 


61 


89 


3,432 9642 1830 


. 5574 4286 


16 8893 


11 


iO 


3,320 2431 4014 


4696 2962 


tB9on 


60 


90 


3,436 4019 6212 


5501 2161 


16 8482 


10 


41 


3,322 4213 1033 


9,451 4715 2039 


18 8665 


69 


91 


3,437 8456 ^,5059 


9,451 56IJ8 0663 


16 8070 


09 


42 


3,324 6042 2293 


4734 0704 


18 8253 


68 


92 


3,44(J2053 1293 

t 


5624 8733 


16 76S8 


08 


43 


3,32»i 7918 9868 


4752 8%7 


l» 7841 


67 


93 


3,442 7509 7847 


ÖIAI 6391 


16 7244i 


07 


44 


3,328 «43 5847 


4771 6798 


18 7429 


66 


94 


3,440 2126 T077 


565S 3637 


16 6634 


06 


46 


3,331 1816 2332 


4790 4227 


18 7017 


66 


96 


3,447 6804 3761 


ShlS 0475 


16 (1423 


06 


46 


3,333 3837 1440 


9,4514809 1244 


18 6605 


64 


96. 


3,450 1542 9098 


9«451 5691 6894 


16 6011 


04 


47 


3,335 5906 5301 


4827 7849 


18 6193 


63 


97 


3,452 6342 6711 


57U8 2905 


16 5598 


03 


48 


3.337 8024 0059 


4846 4042 


18 5781 


62 


98 


3,455 1203 9643 


5724 8504 


16 5187 


02 


49 


3,340 0101 5873 


4864 9823 


I8 636B 


61 


99 


3,457 6127 0961 


5741 3091 


16 4774 


10 


50 


$,342 2407 6916 


4883 5192 




60 


100 


3,460 U12 3755 


5757 8465 




00 




t) = 


4..,000. 


• • 






V s=s ' 


*..,000.. 


• 
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1 

00 

Ol 
02 
03 
04 
05 



k = 96". 

m 

3,«X) 1112 3756 0,461 6757 8165 
3»4«2 616Ü U40 %461 6774 2828 



3.466 127U G26i 

3.467 6444 226U 
3,470 1681 2320 
3,472 6081 9671 



6790 677» 
6807 0318 
6823 3446 
6839 6161 



06 3,476 2346 7636 9^451 5866 8466 

07 3,477 7776 9171 6872 0367 
0^ 3,480 3200 7858 6888 1837 
00 3,482 8828 69U6 6904 29U6 

10 3,486 4452 9661 6920 3563 

11 3,488 0142 9H7 9,451 6036 38U8 

12 3,490 58()8 9679 6952 3641 

13 3,403 1721 3761 6968 3U63 

14 3,496 7610 5128 5984 31J74 
16 2i;>98 35(i6 7246 eUOO 0673 



16 
17 



3,500 9690 3602 9^451 e016 88G0 

3,503 5681 7718 6031 0636 

18 3,506 1841 3140 6047 4000 

19 3,508 80G9 3440 fßi(Q {f^i 

20 . 3,5U 4366 2220 6078 7492 

• 

21 3,514 0732 3112 0,461 61194 3620 

22 3,516 7167 9776 6109 0331? 

23 3,519 3673 5806 6125 46141 

24 3,522 0240 5104 6140 9532 

25 3,524 6806 1416 6156 4013 

26 3,527 3613 8341 ^51 6171 8(J82 

27 3,630 0102 0776 6187 1710 

28 3,532 72<)3 (»557 6202 4984 

29 3,535 4197 1558 

30 3,538 1202 0677 



6217 7818 
6233 O240 



31 
32 
33 
34 
35 



3,640 8281 7846 9,451 6248 2250 

3,643 6434 0U33 6203 3849 

3,546 2660 0232 6278 6037 

3,548 9960 2473 6203 5813 

3,551 7336 0810 6306 6177 



36 3,554 4784 9366 0,451 6323 6120 

37 3,557 2310 2244 6338 5li70 

38 3,550 9011 3617 6)53 470!^ 

39 3,562 75.S8 7683 6368 3516 

40 3,566 5342 8676 6383 1821 

41 3,568 3174 0887 9,461 6307 0716 

42 3,571 K182 8667 6412 7197 

43 3,573 91)60 81)90 6427 4207 

44 3,576 7134 7841 6442 0926 

45 3,579 5'278 8226 6466 7173 

46 3,582 3502 1005 9,451 «71 30Ü8 

47 3,585 I8II5 2730 

48 Z.f^Ü» 11)88 5885 

49 3,äül) Mx'>2 '•698 

50 3,593 7197 0785 



6485 8432 
6500 3444 
6514 81144 
6520 2232 



3..,0()0 



D. 1'. 

16 4363 

16 3951 
16 3630 
16 3127 
16 2716 
16 23(M 

16 1892 
16 1480 
16 1O09 
16 0657 
16 0246 

16HB3S 
15 9422 
15 9()11 
15 8500 

15 8187 

16 7778 
15 7364 

15 0952 

15 6540 

16 6128 

15 5716 
15 531)4 
15 48!» 
15 4481 

15 «)ro 

16 3657 
15 3246 
}5 2834 
15 2422 

15 2UI0 

16 1609 
16 1188 
16 0776 
15 0364 
14 99K 

14 9541 
14 9120 
14 8717 
14 8305 
14 7804 

14 7482 
14 7070 
14 6660 
14 6247 
14 6836 

14 6434 
14 6012 
14 4G(l) 
14 4189 



• • 



1 

100 

99 
98 
97 
96 
95 

94 
93 
92 
91 
90 

89 
88 
87 
86 
85 

84 
83 
82 
81 
80 

79 
78 
77 
76 
75 

74 
73 
72 
71 
70 

69 
68 
67 
60 
65 

64 
63 
62 
61 
60 

• 

50 
58 
5T 
56 
55 

54 
53 
52 
51 
50 



1 
50 

51 

52 
53 
54 
55 

56 

57 
58 
59 
60 

61 
62 
63 
64 
65 



i.Jc. i.k'\']og.v» 

3,603 7107 6785 9,461 (i529 2233 

3,596 5824 3700 9,451 6543 6010 

3,599 4533 1398 6557 9376 

3,602 3324 4336 6672 2320 

3,606 2196 7366 6586 4871 

3,6U8 1166 6207 6600 70U0 

3,611 QIOR 2081 9^461 6614 8718 

3,613 9324 5308 6629 0024 

3,616 8536 7212 6643 0018 

3,610 7832 3673 6667 1401 

3,622 7214 97U 6671 1472 

3,626 6684 0303 0,461 6635 1131 

3,628 6240 0830 6099 0378 

3,631 5883 6179 6712 0214 

3,634 5615 1642 6720 7038 

3,637 5435 2469 6740 5661 



66 

67 



3,640 ;&344 3066 9,451 6754 3262 

3,643 5343 1444 • 6708 0U2 

3,646 6432 0320 6781 7220 

69« 3,610 5611 6050 6705 3587 

70 3,062 6882 4096 68IJ6.0542 



71 3,666 6245 0010 0,451 6822 5<Kt6 

72 3,658 6609 9380 6836 0218 

73 3,661 7247 7860 6849 4030 

74 3,664 78H0 l|j> 68G${ 0248 

75 3,667 8624 4014 6876 3146 

76 3,670 9454 5053 0,461 6S89 0632 

77 3,674 0370 7385 6»ß 0707 

78 3,077 144)1) 7817 0916 2371 

79 3,680 2518 2311 6920 4«24 

80 3,683 3732 6886 6942 6465 

81 3,686 504f 7614 0,451 6055 7H02 

82 3,680 6455 0620 6908 8»)7 

83 3,692 7964 2124 6081 9511 

84 3,695 9572 8345 6904 9703 

85 3,690 1281 5002 7007 0484 



86 

87 
88 
89 
90 

91 

92 

.93 
94 



3,702 3091 0863 0,451 7020 8653 

3,705 um ^757 7033 7811 

3,708 7014 76n 7046 6357 

3,711 0130 3275 7060 4402 

3,715 1349 2480 7072 2215 

3,718 3672 18J8 9,451 1084 0627 

3,721 imm 8P0 7007 6427 

3,724 (f632 8166 7110 2016 

3,728 1271 898 7122 8903 

3,731 4017 6990 7136 4660 



0^ 3>734 6870 077? V61 7147 0913 

97 3,737 0832 4207 7160 4757 

OS 3,741 ^n 7452 7172 8180 

W 3,744 GU82 6736 7185 3210 

100 3»747 0372 0354 7107 6310 

V s=s 3..,000, 

47 " 



D. 1^ 

14 3777 

14 3366 
14 2054 
14 2542 
14 2120 
14 1718 

14 1306 

14 0804 
14 0183 
14 0071 
13 0650 

13 0247 
13 8836 
13 8424 
tu 8013 
13 76Ül 

13 7100 
13 0778 
13 6367 
.13 5056 
13 5544 

13 5132 
13 4721 
13 4300 
13 3896 
13 3486 

U 3075 
13 2664 
13 2253 

11 1841 
13 1427 

13 1015 
13 0QU4 
13 0102 

12 0781 
12 0360 

12 8958 
12 8546 
12 8136 
12 7723 
12 7312 



12 4844 

12 4432 
12 41)21 
12 3600 



1 

50 

49 
48 
47 
46 
45 

44 
43 
42 
41 
40 

39 
38 
37 
36 
35 

34 
33 
32 
31 
30 

29 
28 
27 
26 
25 

24 

23 
22 
21 
20 

19 
1« 
17 
16 
15 

14 
13 
12 
11 
10 



12 OOTK) 09 

12 6480 08 

12 6077 07 

12 5666 06 

12 5254 05 



04 

03 
02 
Ol 
00 



• • 
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2'J. Gudermann, PoUnsial- Functionen Taf. III. 



1c = 97^ 

1 g.ife. i.k + \og.v. U.V. 1 

00 3,747 0372 9154 9,451 7197 0819 12 3196 100 

01 3,750 2774 2«76 9,451 7210 Ö(U5 12 2785 99 

02 3,754 6287 «50 7222 2«)0 12 :'3T3 93 

03 3,757 9913 1W3 723« 5173 12 :0ü2 97 

04 3,761 3652 1103 V246 7135 12 TiSd 96 

05 3^764 7505 8052 '7258 ^^685 12 1139 96 

06 3,768 1473 )Odl 9,451 7270 9824 12 f;727 94 

07 3,771 5556 (l6Sa 7283 0551 12 (BIO 93 

08 3,774 9757 (1641 7295 Ü8Ö7 11 9904 92 

09 3,378 407« 4054 7307 0771 11 9493 91 

10 3,781 85U0 1966 7319 0264 11 9QSI 90 

11 3,785 3064 0534 9,4517330 0345 118670 89 

12 3,788 7738 0002 7342 K015 11 8258 88 

13 3,792 2532 4698 7354 G273 11 7846 87 

14 3>79S /448 3038 73GG 4119 11 7434 86 

15 3»799 IMM 3527 7378 1553 11 7023 85 

16 3,8()2 7647 4760 9,451 7389 8576 U 6611 84 

17 3,8(« 29i2 f.423 7401 5187 11 6200 83 

18 3,809 8342 4294 7413 1387 11 5788 82 

19 3,813 8878 0242 7424 7175 11 5377 81 

20 3,816 9540 2230 7436 2552 11 4965 80 

21 3,820 5329 9335 9,451 7447 7517 11 «54 79 

22 3,824 fUS 0702 7459 207I 11 4142 78 

23 3^27 7295 5505 7470 6213 11 3731 77 

24 3,831 3473 3373 748I 9944 11 3319 76 

25 3AW 9782 3«B7 749; 3263 H 2908 75 

25 3,838 6223 5531 9^451 7504 6171 H 2496 74 

27 3,842 2797 9149 7615 8667 H 2(J85 73 

28 *3,846 «06 4123 7627 0752 U 1673 72 

29 3,8« 6350 0338 7538 2426 111262 71 



30 3,853 3329 7788 



7540 3687 11 0850 70 



31 3^7 0446 65n 9,451 7560 4537 

32 3,860 7701 6025 7571 4076 

33 3,864 5096 9163 758V 5003 

34 3,868 2630 3742 7593 4020 

35 3i/(n 0306 1227 7604 3825 

36 3^5 8124 2305 j^451 7015 2619 

37 3,879 6085 7784 7626 1001 

38 3,883 4191 8596 7636 8972 

39 3,887 2443 6799 7647 6531 

40 3|89l'0842 0678 7668 3679 

41 3,894 9388 4246 9,451 7669 0415 

42 3,8» 8083 8248 7679 6740 

43 3,002 6029 416« 7690 2653 

44 3,906 5026 3708 7700 8155 

45 3,910 6075 8730 7711 3245 

46 3,914 4379 1223 9^451 7721 7924 

47 3,918 3837 3J19 7732 2191 

48 3,922 3461 7296 7742 6047 

49 3,926 3223 5578 7752 9491 
60 3,930 3154 0738 7T63 2524 

V s 



S^.^OOO 



110439 

110027 
10 9617 
10 9205 
10 8794 

10 8382 
10 7971 
IQ 7559 
10 7148 
10 6736 

10 6325 
10 5913 
10 5502 
10 5090 
10 4670 

10 4267 
10 3856 
10 3444 
10 3033 

• « • 



69 
68 
67 
66 
65 

64 
63 
62 
61 
60 

59 
58 
57 
56 
56 

54 
53 
52 
St 
50 



1 

50 

51 
52 
53 



k = 9r. 

3,930 3154 0738 9,451 7763 2524 



3,934 3244 5499 9,451 7n3 5J45 

3,938 349G 2719 7783 7355 

3,942 3910 5491 7703 9153 

54 3,946 4488 0947 7804 ()$40 

55 3,950 5232 0461 7814 1515 



56 3,954 6141 9550 9,451 7824 2079 

57 3,058 7219 7807 7834 2231 
«'>8 3j962 8406 9357 7844 1972 

59 3,966 0884 7952 7854 1301 

60 3,971 1474 788» 7864 0219 

61 3,975 3238 3532 9,451 7873 8725 

62 3,979 5176 9454 7883 68U 

63 3,983 7292 0392 7893 4506 

64 3,987 9585 1278 7903 1778 

65 3,992 2057 7225 7912 8639 

66 3,990 4711 3554 9,451 7922 5089 

67 4,000 7547 5771 7932 1127 

68 4,005 0567 9588 7941 6754 

69 4,009 3774 0917 7951 1969 

70 4,013 7167 5881 7960 6773 

71 4,018 0750 0810 9,451 7970 U65 

72 4,022 4523 2251 7979 5146 
7S 4,026 8488 6967 7988 8715 

74 4,031 2648 1946 7998 1373 

75 4,035 7003 4399 8007 4019 

70 4,040 1556 1769 9,451 8016 6954 

77 4,(»44 63(J8 1731 8f)25 8877 

8035 0380 
8üU 1490 
8053 7lifü 



7^ 4,049 1261 2202 

79 4,«)53.6417 1339 

80 4|058 1777 7545 



81 4,062 7344 9478 9,451 8062 2459 

82 4,067 312U 6049 8071 ■?327 

83 4,071 9106 6429 8»80 T783 

84 4,U76 5305 (X)60 8089 0828 

85 4,081 1717 6649 8097 9461 

86 4,085 8346 6181 9,451 S106 7683 

87 4,090 5193 8023 8115 5493 

88 4,095 2261 . i25 8124 2802 

89 4,090 9SU (3532 8132 9679 

90 4,104 7066 3384 8141 G455 

91 4,100 4ft)7 7423 9,451 8150 2619 

92 4;1J4 2773 (HO? 8158 8372 

93 4,iJ0 (/970 4387 8167 3713 

94 4^123 »414 1765 8175 8643 
96 4,128 9084 5248 8184 3161 

96 4,133 6092 7884 6^451 8192 7266 

97 4,133 6141 3059 8201 0963 

95 4^143 5532 4507 8209 4247 
99 4,148 5168 6314 8217 7119 

100 ^»^53 5052 2927 8225 958i 



D.K 

10 2621 

10 22U) 
10 1798 
10 1387 
10 0975 
10 0564 

10 0152 
9 9741 
9 0329 
9 8918 
9 8507 



90038 
9 '. 
9 5215 
94804 
94392 

9 3981 
9 3569 
9 3158 
9 2746 
92335 

9 1923 
91512 
9 1101 
9 («00 
90279 

89868 
89456 
8 9l»45 
8 8033 
8 8222 

8 7810 
8 7399 
8(i08V 
8 6576 
8 6164 



83695 
8 3284 
8 2872 
8 2462 



i 

50 

49 
48 
47 
46 
45 

44 

43 
42 
41 
40 



9 81196 39 

9 7684 38 

9 7273 37 

(i861 36 

9 6450 35 



31 
30 

29 
28 
27 
20 
25 

24 
23 

21 
20 

19 
18 
17 
16 
15 

14 
13 

12 
11 

10 



8 5753 09 

8 5341 08 

8 4930 07 

8 4518 00 

8 41(!7 05 



04 
03 
02 
Ol 
00 



'29. G udermanrif Potenzial' Functionen Tof. HL 



373 



1 &». 

00 4,153 SOSO 

« 

01 4,1S8 51H5 

02 4,][a3 56Z2 

03 v«» n?i3 

04 4,173 7111 

05 4,178 827U 

06 4,183 §692 

07 4,1B9 1381» 

08 4,104 3336 

09 4,199 5664 

10 4,2U4 8U65 



k = ys^ 

S. Ar -f log. V» 

2927 9,451 8225 9581 

9160 9,461 8234 1631 
()201 8242 3270 

1025 82S4) 4498 

9391 8358 6314 

0863 8266 6719 

98U7 9,451 8274 5713 
6405 0282 6296 

7264 8290 4460 

U422 8298 3226 

435B dK)6 1574 



11 4,210 U843 8(K)6 9,451 8313 9SU 

12 4,215 39Ü2 0755 toi 7037 

13 4,220 7243 2466 8329 4151 

14 4,226 0870 3483 8337 0864 

15 4,231 4786 4639 8344 714d 

16 4,236 8994 7266 9,451 8362 3026 

17 4^242 3498 3211 8369 8^95 

18 4,247 8300 4845 8267 3552 

19 4,253 3404 5071 8374 8197 

20 4,268 8äl3 7J42 8382 2431 

21 4,264 4031 6070 9,451 8389 6254 

22 4,270 0561 4637 8396 9666 

23 4,276 69U6 9410 8404 2667 

24 4,281 3571 5753 8411 6266 

25 4,287 «1559 0042 " 8418 7434 

26 4,292 7872 9280 9,451 8425 9201 

27 4,298 6617 1107 8433 0656 

28 4,304 3495 3819 . 8440 1500 

29 4,3(0 1811.6383 8447 2033 
50 4,316 0469 8449 8454 2154 

31 4,321 9474 0372 9,451 8461 1864 

32 4,327 8828 3223 8468 1163 

33 4,333 8536 8809 8475 0060 

34 4,339 860> 0601 8481 8526 

35 4,245 9Ü33 9201 8488 6691 

36 4,361 9631 1462 9,451 8495 4244 

37 4,368 lUOO 1406 8502 1486 

38 4,304 2646 4794 SHÜ 8317 

39 4,370 44718237 8615^4736 

40 4,376 6783 9219 8522 0742 

41 4,382 9486 6117 9,461 8528 6339 

42 4,389 2684 8223 8535 1525 

43 4,395 6083 6766 8541 6300 

44 4,401 9987 9939 8546 0663 

45 4,408 4303 2924 8554 4615 



D.l'. 

8 2060 

8 1639 

8 1228 

8 ime 

8 0105 

7 G994 

7 9682 

7 9171 

7 8760 

7 8348 

7 7937 

7 7526 

7 7114 

7 6703 

7 6292 

7 6880 

7 5460 

7 5057 

7 4645 

7 4234 

7 3823 

7 '3412 

7 3001 

7 2589 

7 2178 

7 1767 

7 1355 

7 0944 

7 tJ533> 

7 0121 

6 .9710 

6 9299 

6 8887 

6 8476 

6 8065 

6 7653 

6 7242 

6 6831 

6 6418 

6 6007 

6 iS597 

6 5186 

t 4775 

6 4363 

6 3962 

6 35^1 



46 4,414 9034 7915 9,451 8660 8156 6 3129 

47 4,421 4187 9146 8667 1285 «, 2718 
43 4,427 9768 1919 8573 400S 6 2306 

49 4,434 6761 2628 8579 6309 6 *18^ 

50 4,441 2232 8794 8585 8203 



1 

100 

99 
98 
97 
96 
95 

94 
93 
82 
91 
90 

89 
88 
87 
86 
85 

84 

83 
82 
81 
80 

79 
78 
77 
76 
75 

74 
13 
72 
71 
70 

69 
68 
67 
66 
65 

64 
63 
62 
61 
60 

59 
58 
57 
56 
55 

54 

53 
52 
51 
50 



8.Jk. gJt+log.t;. 

4,441 2232 8794 9,461 8585 8203 

4,447 9128 9092 9,461 8591 9086 

4,454 6475 3382 8598 0758 

4,461 4278 2741 8601 1418 

4,468 2543 9497 8610 1667 

4,475 1278 7263 8616 1505 

4,482 0)89 0974 9,45t 8022 0931 

4j489 0181 0921 8027 9916 

4^496 0363 2790 8633 8550 

4,^ lOtO 7705 8639 6742 

4,510 2221 2263 8645 4623 

4)517 3911 8S80 V^l 8651 1803 

4,524 6120 0337 8656 8852 

4,531 8863 2S18 8062 5400 

4,539 2119 2963 8068 1636 

4,546 m& 9418 8673 7261 

4,654 0281 2580 9,451 8679 2575 

4,561 5193 4655 8664 7477 

4,669 0670 9710 8690 1968 

4,676 6722 3728 8095 6(H8 

4,584 3366 4671 8700 9716 

4,592 0682 2637 9,451 8706 2973' 

4»599 84(J6 9428 ,8711 5819 

4,607 6845 W» 6716 8253 

4,615 5902 9681 8722 027« 

4,623 5589 8159 8727 1889 

4,631 5916 6630 9,451 8732 3090 

4,639 6893 8343 8737 3880 

4,647 8531 9786 8742 4269 

4,666 0841 9667 6747 4226 

4,664 3834 9604 87S2 3782 

4,672 7522 3616 9^481 8757 2927 

4,681 1915 9215 8762 1061 

4,689 7027 6505 6766 998« 

4,698 2869 8785 8771 7806 

4,706 9456 2550 8776 MOS 



1 • • ^\jKJ\ß 9 9 9 



I 

50 

51 
52 
53 
54 
55 

56 
57 
58 
59 
60 

61 
62 
63 
64 
65 

66 
67 
68 
69 
70 

71 

72 
73 
74 
75 

76 
77 
78 
79 
80 

81 

82 
83 
84 
85 

86 4>715 6796 7645 9^451 87pl 248« 

87 4,724 4907 7290 8785 9161 

88 4,733 3801 8298 8790 6427 

89 4,742 3493 1151 8796 1282 

90 4,751.3996 0140 8700 672» 

91 4^760 5325 3535 9^451 8804 1757 

92 4,769 7496 3666 88U8 6378 

93 4,779 0624 71U 8813 0687 

94 4,788 4426 4973 8817 4384 

95 4,797 9218 2756 8821 7770 

96 «»807 4917 0830 9,451 8826 0744 
.97 4,817 1540 4485 8830 3)07 

98 4,826 9106 4431 8834 5459 

99 4»836 7633 5515 8838 7198 
100 «y846 7140 9930 8842 8528 

t; = 1 •.,000,. 



D. 1^ 

1483 

6 1072 

6 0660 

6 0249 

5 9838 

S 9426 

5 9015 

5 8604 

5 8192 

5 7781 

5 7370 

5 6969 

6 6548 
6 6136 
5 5725 
5 5314 

5 4902 

6 4491 
5 4080 
5 3668 

5 3257 

5 2846 
2434. 
2023 
1613 
12f>l 

0790 
0379 
9967 
955« 
9145 

8734 
'8323 
7911 

• 

7500 
7060 

8677 
6266 
685« 
«441 

«0» 

«621 

«200 
3797 
3386 

207« 

2663 
2152 
17«0 

um 



1 

50 

49 
48 
47 
46 
45 

44 
43 

42 
41 

40 

39 
38 
37 
36 
35 

34 
33 
32 
31 
30 

29 
28 
27 
26 
25 

24 
23 
22 
21 
20 

19 
18- 
17 
16 
15 

14 

13 
12 
11 
10 

09 
06 
07 
06 
05 

04 
03 
02 
Ol 
00 
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29. Gudtrmanfip Potenaal - Functionen Taf. III. 



k a= 99», 



1 


& ür. S. k -f log. t;. 


D,K 


1 


1 


00 


«^ n4UK9090 


0,461 8842 8528 




0018 


100 


50 


4^ 7648 4433 


C^4518846 0446 




0507 


99 


51 


02 


4^866 0176 «MB 


8850 0953 




0096 


08 


52 


oä 


4,877 1746 MW 


8855 0040 




0685 


97 


53 


04 


4,887 5377 ÜS88 


8858 9734 




0274 


96 


54 


05 


4,898 tiU03 9848 


8862 00U8 • 




8862 


95 


55 


06 


4,<1()8 5018 0643 


0^1 8806 t870 


3 


8451 


94 


56 


07 


4,dl9 2875 71)1« 


687U 6321 


3 


8040 


93 


57 


08 


4,930 (1068 6657 


8874 4361 


3 


7020 


92 


58 


09 


4,041 (X283 1339 


8878 1090 


3 


72lf 


91 


59 


10 


4,052 a7^5 2175 


8881 02üä 


9 


6806 


90 


60 


11 


4,fy)3 2S21 01)41 


0,451 8065 0014 




JÖ95 


89 


61 


12 


4,974 5521 (1962 


8880 2409 




5984 


88 


62 


13 


4,965 9611 65^ 


8892 8303 




5573 


67 


63 


14 


4^ 5423 4341 


8806 3066 




5162 


m 


64 


16 


6,-OU9 2387 3470 


8809 0128 




4750 


85 


65 


16 


5,021 0735 3004 


0,451 8903 ^7t 




♦330 


84 


66 


17 


f ,(»33 06tt) 7436 


8906 tol7 




3938 


83 


67 


18 


5,l>45 np 7410 


flOtO 2145 




3516 


82 


68 


19 


5,IJ67 4422 0194 


«913 5661 




3105 


81 


69 


20 


S,(J69 86RU 5299 


«016 87(16 




2G04 


80 


70 


2t 


5,1)82 4441 6214 


0^451 8030 1460 




2289 


79 


71 


22 


5,U95 1835 1075 


8923 3743 




1872 


78 


72 


23 


5,1(16 0872 :)43ü 


«926 5615 




^460 


77 


73 


24 


6,121 169(J 3«K7 


8029 7075 




1040 


t6 


7'4 


25 


5^134 4051 0771 


8032 8124 




0638 


75 


75 


26 


5,147 8284 Q442 


9^451 8035 8762 


3 


0226 


74 


76 


27 


5,|6l 4344 4874 


8038 8088 


2 


9815 


t 


u 


28 


5,175 ^280 600^ 


8041 8803 


3 


9404 


29 


5,189 2146 0503 


8014 8207 


2 


8092 


n 


79 


30 


5,203 3995 2995 


8047 7100 


2 


8581 


70 


80 


31 


5,217 7885 5321 


0,451 8950 5780 


2 


8170 


69 


ßl 


3'J 


5,232 3876 3433 


8953 3Ö50 


2 


7758 


68 


82 


3::! 


5,247 2029 9766 


8956 1708 


2 


7347 


67 


83 


34 


5,262 2411 4853 


8058 9055 


2 


0936 


66 


84 


ä6 


5,277 5068 0002 


8961 5091 


3 

• 


6524 


65 


95 


36 


5,293 0133 4180 


9,451 8964 2515 


2 


6113 


64 


86 


37 


5,3(» T619 6989 


8966 8628 


2 


5702 


63 


ß7 


38 


5,324 7625 5826 


8060 4330 


2 


5291 


62 


88 


39 


5.341 0233 32IH 


8071 9621 


2 


4880 


61 


89 


40 


5,357 5528 8279 


8974 4501 


a 


4468 


60 


90 


41 


5,374 3602 4579 


9,4518976 ttJftO 


2 


4057 


59 


91 


42 


5,301 4549 1972 


8079 3686 




3646 


58 


92 


43 


5,408 84£6 9689 


8961 6672 


2 


3235 


57 


93 


44 


5,426 5467 0834 


8983 9007 


9 


2824 


5Q 


H 


46 


5,444 5654 «206 


8966 2731 


2 


2412 


55 


95 


46 


5.402 0148 0*87 


9,451 8968 5143 


2 


2001 


54 


96 


47 


6,481 6071 5780 


8090 7144 


2 


15Q() 


5^ 


97 


48 


5,5<J0 6555 G376 


8092 8734 


2 


1179 


5i 


98 


49 


5/>20 0738 0611 


8994 0013 


2 


0768 


51 


99 


50 


5,530 8707 ii]30 
1' = 


8997 0Ü81 

0..,()00., 


» • 




50 


100 



i.k. i.k + log.v. D.V. 

5,539 8767 0190 0,45i 8907 U6St . 1 0356 

5,560 0796 1226 0,451«8999 1037 1 0045 

5,580 6900 0892 gotJl fiOe2 I 0534 

6,601 7527 Ü345 0003 0616 1 0123 

5,629 2500 0001 g0O4 0630 1 8712 

5,645 2381 W74 Rjue 8351 i 83U0 

6,667 7112 3260 9,451 0008 6651 1 7889 

5,600 7000 2071 9uiO 4545 1 7477 

5,714 2316 0189 9ui2 2017 1 7066 

5,7^ 3293 2413 * 9013 9(J83 1 G(j55 

5,763 0)210327 0015 5738 1 6244 

5,788 3400 7370 51,451 0017 |g82 

5^14 3157 1849 9ui8 7815 

5,840 0841 1079 ftno 3237 

5.868 3832 44Ö3 Qyji 8248 

5,896 5542 0609 gu23 2847 

8,925 5410 4574 9^451 9024 7035 

5,955 3950 4666 9^^ y^j, 

5,986 16D8 3890 9,^7 ^^^ 

6,017 0156 6684 g^jgg 7132 

6,050 7056 1509 9029 9675 

6,084 6072 8806 9,451 9031 1806 

6,110 CßßJ 2500 9032 3526 

6,156 0664 2834 9033 4834 

6,103 8t)fi0 1920 9(j34 5731 

(i,233 0277 3731 90^5 0217 

6,273 8498.3258 9^451 9036 6292 

6,316 40Qß 4363 »,37 5955 

6,360 8613 9S72 9^3» r,^„ 

6,407 3815 0270 9939 ^/l)^ 

6>456 1717 5123 giHO 2478 

6»507 4651 2581 0,451 9041 0407 

6;561 5324 2316 0041 |105 

6,6(8 09(J0 0807 0042 5302 

6,670 3155 9865 0043 2088 

6^743 8541 8352 0O43 846i 

6,812 8471 1464 9,441 OOU 4425 

6,886 0551 4231 OOM 0977 

6,066 0979 0140 0O45 5118 

7.064 0003 2568 0O45 9647 
7,149 3105 4866 0()46 4165 

7,254 6801 0330 0,451 9046 8r»72 

7,372 4631 74(»1 9047 1568 

7,505 9046 9747 0047 4652 

7,660 1453 0403 9047 7325 

r,842 4668 8344 0047 0587 

8.065 6104 5327 0,451 0048 1438 1438 04 
8,353 2025 40K) 0048 2876 1027 03 
8,758 7576 5848 0048 39i)3 0616 02 
9,451 0048 1438 OOI8 4510 U205 Ol 
Infinit. positiT, 9048 4724 00 

V = 0.,,000... 



1 5893 

1 5422 

1 5011 

I 4599 

1 4188 

1 3777 

I 3966 

l 2954 

1 2549 

1 2131 

1 1720 

1 1308 

1 0697 

I 0486 

I 0079 

0663 

0352 

8841 

8430 

U 8019 

7608 

7197 

6786 

6374 

5063 

5552 

5141 

4720 

U 4318 

3007- 



1 

50 

49 
48 
47 
46 
45 

44 

43 
42 
41 
40 

30 
38 
37 
36 
35 

34 

33 

32 

31 

30 

29 
28 
V7 
26 
25 

24 
23 
22 
21 
20 

19 
18 
17 
16 
15 

14 
13 
12 
91 
10 



3406 09 

30H4 09 

2Ü73 07 

2262 06 

U 1851 05 
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IV. 

Tafel zur Umsetzung der briggischen Logarithmen 

. in natürliche. 



1 


2,302 5850 9209 


26 


59,867 2124 1785 


51 


U7,431 8397 4270 


2 


4,605 1701 8599 


27 


63^169 7975 1094 


52 


119,734 4248 3569 


3 


0,907 7552 7896 


28 


64^472 3826 0383 


53 


122,037 0099 2868 


4 

• 


9,210 34(13 7198 


29 


66,774 9676 9683 


54 


124,339 5950 2168 


5 


11,512 9254 6497 


30 


68^077 5527 8982 


55 


126,642 18011467 


6 


13,815 5106 6790 


31 


71,380 1378 8282 


56 


128,944 7652 0767 


7 


16,118 0056 5(190 


32 


73,682 7229 7581 


57 


131,247 3503 0066 


8 


18,420 6807 4395 


33 


75,965 SU80 6680 


58 


133,549 9353 9365 


9 


20,723 2658 3606 


34 


78,287 8931 6180 


59 


135,852 5204 8665 


10 


23,025 8509 2JM 


35 


80,590 4782 5479 

7 > 


60 


138,155 1065 7964 


11 


25,328 4300 2293 


36 


82,893 0633 4779 


6f 


140,457 6906 7264 


12 


27,631 0211 1593 


37 


85,195 6484 4078 


62 


142,760 2757 6563 


13 


29,933 6(J62 0892 


38 


87,496 2335 3377 


63 


145,062 S6(I6 5862 


14 


32,236 1913 0192 


39 


89,8UO 8186 2677 


64 


147,365 4459 5162 


15 


34,538 7763 9^1 


40 


92,103 4037 1976 


65 


149,668 0310 4461 


16 


36,841 3614 8790 


41 


94,405 9888 1276 


66 


151,970 6161 3761 


17 


39,143 9465 8090 


42 


96,7U8 5739 0575 


67 


154^273 2012 3060 


18 


41,446 5316 7389 


43 


99,011 1589 9874 


68 


156,575 7863 2360 


,19 


43,749 1167 6687 


44 


101^13 7440 9174 


69 


158,878 3714 1659 


20 


46,051 7018 5968 


4iS 


103,616 3291 8473 


70 


161,180 9565 0958 


21 


48,354 2869 5287 


46 


105,918 9142 7773 


71 


163,483 5416 0258 


22 


50,656 8720. 4587 


47 


108,221 4993 7072 


72 


165,786 1266 9557 


23 


52,959 4571 3886 


48 


110,524 (1644 6371 


73 


166,(«8 7117 8867 


24 


55,262 0422 3186 


49 


112,826 6695 5671 


74 


170,391 2968 8156 


25 


57,5(>4 Ü273 2485 


50 


115,120 2546 4070 


75 


172,693 8819 7455 



76 174,996 4670 6755 

77 177,299 0621 6054 

78 179,601 6372 5354 

79 181,904 2223 4653 

80 V^%A 8074 3952 

81 186|509 3925 3252 

82 186,811 9776 2551 

83 *i91^114 5627 185(1 

84 193,417 1478 1150 

85 196,719 7329 0440 

86 198,022 3179 9740 
87' 200,324 9030 9048 

88 202,627 4881 8348 

89 204,930 0732 7647 

90 207,232 6583 6916 

91 209^535 2434 6246 

92 211,837 8285 5545 
93. 214,140 4136 4845^ 

94 216,442 9967 414f 

95 218,745 6838 3443 

96 221,048 1689 1743 

97 223,35(J 7540 2042 

98 225,653 3391 1341 

99 227,955 9242 0641 
loci 230,258 5092 994() 
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29. Gudtrm'ann, Potmiial-Wutustiontn Taf. V. 



V, 



Tabelle zur Umsetzung der natürlichen Logarithmen 

in briggische. 



1 00,434 3944 819(1 

2 00,866 5889 6381 

3 01,302 8834 4571 

4 ()1,73T 1770 2761 

5 03,171 4724 0952 

G 02,605 7668 014) 

7 0J,040 0613 7333 

8 03,474 35S8 S523 

9 03,908 69ü3 3713 
10 04,34!) 9148 1903 



11 04,777 3393 0094 

12 05,711 5337 8384 

13 06,646 828^ 647^ 

14 06,08p 1227 4666 

15 U),5I4 4172 ?865 

IG <J6,9I8 7117 lOM 

17 07,383 0061 923« 

lÄ 07,817 3006 749« 

19 <»,251 6951 5G16 

20 06,685 8800 3807 

21 09,120 1841 4907 

22 09,664. 4786 0187 

23 09,988 773Ü 8377 

24 10,423 0676 6568 

25 10,857 3620 47S8 



26 11,^1 6565 2948 

27 11,725 9510 1139 

28 12,160 2454 9329 

29 IV^ ^'^^ '^^^ 

30 13,088 8344 6710 

öl 13,463 1289 39U) 

32 13,897 4234 20eü 

33 H,3^* "^^"^ *^®^ 

34 14,766 0123 8»71 

35 15,200 30Ü8 6661 



3ß 15,634 G013 4S5I> 

37 16,068 8958 304:^ 

38 16,503*1903 1232 

39 16,«»7 4847 9J|2^ 

40 17,371 7792 IfAZ 

4| 17,806 0737 5803 

42 18,240 3682 3994 

43 18,674 6627 3184 

44 19,108 9673 0374 

45 19,543 2516 8S66 

46 19,977 6461 6756 

47 20,411 8406 40«6 

48 20.846 1351 3130 
40 31,280 4290 1320 
50 21,714 7340 9516 



51 22,149 0136 7707 

52 23,583 3130 6897 

53 23,017 6075 4087 

54 23,^51 9020 2278 

55 23,386 1965 0468 



50 24,320 4909 8668 

57 34,754 7864 «i640 

56 25,^89 0799 5039 

59 25,023 3744 3229 

60 26,057 6680 1420 

61 26,491 8633 9610 

62 26,926 2678 7800 

63 27,360 56:;3 5990 

64 27,794 8468 4181 

65 38,229 1413 2371 

66 28,663 4358 0561 

67 30,097 7302 8762 

68 ^,632 0247 6942 

69 39,966 !ll93 5132 

70 30,400 6137 3323 

71 ' JO,83f4 9082 1513 

72 31,369 303Ü 9703 

73 31,703 4971 7894 

74 32,137 7910 GfJ84 

75 33,573 0861 4374 



76 33,(XJß 3806 3i6S 

77 33,440 6751 066S 

78 33,874 9695 8845 
70 3l,J09 2640 7tOÜ 
80 34,743 5685 622G 

8} 36,177 8530 3416 

82 95,612 1475 16M7 

83 36,046 4419 9707 

84 36,4») 7364 7W7 

85 30,915 U300 6178 



86 37,349 3254 4363 

87 37,783 6199 2668 

88 38,217 9144 0740 
89. 38,652 2(K8 803!» 
90 39,086 5033 7129 

Ol 30,520 7978 632(1 

92 39,95^ 0923 3510 

93 40,389 3868 17<NI 

94 4<),823 6812 0891 

95 41,257 9757 8081 

96 4l,(i92 2702 6271 

97 42,126 6647 4462 

98 42,560 8692 2652 
09 42,995 1537 oe»42 

lOQ 43,429 4481 9(i32 



29. . G udermann , Potenzial - Ftmctionen Tafel Vh 
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y 


l. Li 


iiel zum iiiiD 


schalte 


?n beim Geb 


^rauche 


j der 


zweiten 




- 






Differenzen. 












1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 




Ol 


0^00495 


0^00990 


0,01485 


0,01060 


0,02475 


0,03970 


0,03465 


0/0960 


0,04455 


99 


02 


0,00980 


Ii|4]ll960 


0,02940 


(»,03920 


0,04900 


0!,0588O 


0b06660 


0,07840 


0,06820 


98 


03 


0,01455 


0,02910 


0/)4365 


0,05830 


0,07275 


0,08730 


0,10185 


0,11640 


0,13096 


97 


04 


0^01920 


0,03840 


0,05760 


0,07680 


0,096IX) 


0,11520 


0,13440 


0,15360 


0,17280 


96 


05 


aOt37$ 


0,047513 


0,07125 


0,09600 


0,11875 


0,14250 


0,16625 

• 


0,19000 


0,21375 


9S 


06 


0,03820 


0,05640 


0,06460 


0,11380 


o.uioo 


0,16930 


0,19740 


0,33560 


0,36380 


94 


07 


0.03255 


0<(Mi510 


0,rW765 


0^13020 


0,16«75 ' 


0,19530 


0,22786 


0,36040 


0,39295 


93 


08 


0/)3680 


0^0736(» 


0,11040 


0,14730 


0,16400 


0,33060 


0,25760 


0,39440 


0,33120 


92 


09 


0,Ot09S 


0/181 0() 


0,122S5 


0,16380 


0,20475 


0,34570 


0,28665 


0,33760 


(♦,36655 


91 


10 


0,04500 


Ü,'>9UOO 


0,13500 


0,1801)0 


0,33500 


0,37000 


0,31600 


0,36000 


0,40500 


90 


11 


0,04895 


0,09790 


0,14685 


0,19580 


0,24476 


0,39370 


0,34265 


0,39160 


0,44(X>5 


89 


12 


0,05380 


0,10560 


0,15840 


0,21120 


0,26400 


0,31680 


0,36060 


0,43340 


< 1,47520 


8« 


13 


0,05655 


0^11310 


0,16965 


0,22620 


0,28275 


0,33930 


0,39565 


0,45340 


0,50895 


87 


14 


0,06020 


0^12«>40 


o^woeo 


0,24060 


0,30100 


0,36130 


0,43140 


0,48160 


0,54180 


86 


15 


0,CJ6375 


0,12750 


0,19135 


0,25600 


0^31675 


0^38250 


0,44625 


0,51000 


4,57375 


85 


16 


0,(J6720 


0,13440 


D,20160 


0,26680 


0,33600 


0,40330 


0^47040 


0,53760 


(V60480 


84 


17 


0,07055 


0,14U0 


0,21165 


0,28220 


0,35275 


0,42330 


0,40385 


0,56440 


0,63495 


83 


18 


f),0734$0 


0^14760 


0,22140 


0,396?0 


U,369U) 


0,44280 


0,51660 


0,59040 


0,66430 


82 


lÖ 


0,07605 


0,15300 


0,23065 


0,30780 


X),38475 


0,46170 


0,53865 


0,61560 


0,69356 


81 


20 


0/I8IXX) 


9,16000 


0,24000 


0,32000 


P,40ÜÜ0 


0,48ÜU0 


0,56000 


. 0^64000 


0,72000 


80 


21 


XJI,(B296 


0^16590 


0,24885 


0,33180 


4),41476 


0,49770 


0^58065 


0,66360 


0,74655 


79 


22 


0,06580 


0,17160 


0,26940 


•^34320 


0,42900 


O,51480 


0,60060 


0,66640 


0,77230 


78 


23 


0,06855 


0,17710 


0,26565 


0,35420 


0,44275 


0,53130 


0,61966 


0,70840 


0,7069 


• •• 


24 


lyJöi'JO 


0,18240 


0,27360 


0,36480 


0,46600 


0^54720 


0,63640 


0,72960 


0^63060 


76 


25 


0,t)9375 


u, 18750 


0,28126 


0,37^ 


0^46976 


0,5e35(^ 


0,65626 


0,75000 


0,84375 


75 


26 


O/X)60O 


9,19240 


0,38860 


6,36480 


0,48100 


0,577*0 


0,67340 


0,76960 


0,86680 


74 


27 


0,(Äi5ft 


0,19/10 


0,29565 


f^z^m 


0,49275 


0,60130 


0,68966 


0,78640 


0,88fi95 


73 


28 


a^i\*wi 


0,20160 


0,30240 


•«,40320 


0,60400 


0,60480 


0,70560 


0,80640 


0,90730 


72 


29 


0,llj2£»5 


0,20590 


.0,30885 


0,41180 


0,51475 


0,61770 


0,7?065 


0,82360 


0,92656 


71 


30 


0,10M<I 


0,210110 


0,31606 


0,42009 


0,52500 


0,63000 


0,73500 


0,84000 


0,94600 


70 


31 


0,10<»5 


0,21390 


0,32085 


0,427^0' 


.0^5^75 


0,6417p 


0,74666 


0,85560 


0,96265 


69 


32 


0,10680 


,21100 


0,32640 


0,435» 


0,54400 


0,65360 


0,76160 


0,87«)40 


0,97920 


68 


33 


0,11055 


0,22110 


0,33165 


0,44220 


j0,55275 


0,66330 


0,77385 


0,68440 


0,09495 


67 


34 


0,11229 


0,22440 


0,33660 


0,4-660 


J0,661ü0 


0,67330 


0,78646 


0,89760 


umm 


66 


35 


0,11375 


. 0,22760 


0,34m 


0,45500 


<V86675 


(^66^50 


0,79625 


0^91000 


1,02375 


65 


36 


0^11520 


0,23Q40 


0,34«60 


0^46080 


0,57600 


0^69120 


0,60640 


0,93160 


1,03060 


64 


37 


0,U656 


0,3blO 


0,34966 


0,46620 


.0,58275 


0,69930 


0,81566 


0,93340 


1,04695 


63 


38 


0,11780 


0,23560 


0,36340 


«,47120 


0,58900 


0,70660 


0,82460 


0^94240 


l«O602Ö 


62 


39 


0,1189^ 


0,237«9 


0,35665 


0.47560 


0,59475 


<i7137ü 


0,83266 


0,96160 


1,07065 


61 


40 


D, 12006 


0,24000 


0,36000 


6,46000 


0,6U0Ü0 


0,72000 


0,64000 


0,96000 


1,080(XI 


60 


41 


0,12095 


0,24190 


0»36286 


0,48380 


0^76 


0,72570 


0,84665 


(]t,96760 


1,06655 


59 


42 


0,12180 


0,24360 


0,36540 


9,48720 


0,60900 


0,73080 


Ci,85260 


0,97440 


l,09e3i 


58 


43 


0,13255 


0,24510 


0,36766 


0,49030 


0,61275 


C^73530 


0,85785 


0,96040 


1,1039*» 


57 


44 


0,12320 


0,24640 


0,36960 


0,49280 


0,61600 


0,73920 


0,86240 


0,96560 


1,10880 


56 


45 


0,12375 


0,24750 


0,37126 


0,49600 


0,6187| 


0,74250 


0,806^5 


0,99000 


1,11376 


55 


46 


0,12420 


0,24640 


0,37260 


0,4966(^ 


0,62100 


0,74520 


o,8ewo 


0,99360 


1,11780 


54 


47 


0,12455 


0,24910 


0,37366 


0,49820 


0^62275 


(»,74730 


0,87185 


0,99640 


1,13095 


53 


48 


0,12480 


0,24060 


0,37440 


0,49920 


P,624<J0 


0,74880 


P,87360 


0,99640 


1,12330 


52 


49 


0,12495 


0,24900 


6,37465 


0,40960 


.0,62475 


0,74970 


0^7465 


0,99960 


1,13455 


51 


60 


0,12500 


O,2S00O 


0,37600 


0,60000 


0^600 


Ob75UÜO 


(>,87SIX) 


l,OOüOO 


1,13500 


50 
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VII. Tafel zur Umsetzung der Centesimalsekunden in 

Sexagesimalsekunden. 

Sexages« Sek. 



00 


ü,f<K) 


Ol 


0,324 


02 


U,648 


03 


0,97? 


04 


1,296 


05 


1,62« 


06 


1»M4 


07 


2,268 


08 


•2,502 


09 


2,016 


10 


3,240 


11 


3,564 


12 


3,888 


13 


4,212 


14 


4,5)6 


S5 


4,800 


16 


5»184 


17 


5,508 


18 


6,832 


19 


6,1% 


20 


6,480 



// 


Sexages. Sek. 


n 


Si^aiKes. Sek. 


if 


?><'xages. Sek. 


n 


Sexages. Sek 


20 


6,^%f» 


40 


12,0rlO 


60 


19,44(; 


80 


2.i,920 


21 


6,804 


41 


13,2H4 


61 


10,7(i» 


81 


26,244 


22 


7,128 


42 


13,606 


02 


H\\^ 


82 


•26.JG8 


23 


7,452 


43 


13,932 


63 


%\My. 


83 


26,802 


24 


7,776 


44 


14,256 


64 


•X),73<^. 


84 


27,210 


26 


8,100 


45 


14»5SÜ 


65 


2j,iiu; 


85 


27,540 


20 


8,424 


46 


14,9CW 


6(1 


ij,r.s» 


86 


27,864 


27 


8,74S 


47 


16,228 


67 


2!,;os 


87 


28,18^ 


28 


9,<)72 


48 


15,552 


68 


22,032 


8» 


2J<,*il2 


29 


1>,396 


49 


15.876 


69 


22,356 


80 


2K,83/- 


30 


P,720 


50 


16,200 


70 


22,680 


ffO 


20,10) 


31 


10,044 


51 


16,524 


71 


23,<J(M 


91 


29,4Hi 


32 


10,368 


52 


16,848 


72 


23,328 


92 


29,«*» 


33 


I(),r,a2 


53 


17,172 


73 


23,652 


93 


30,132 


34 


11,016 


54 


17,496 


74 


23,076 


94 


3<l,4'4'» 


35 


11,340 


55 


17,.S20 


75 


24,300 


95 


30,780 


36 


11,664 


56 


1PJ44 


76 


24^4 


Ö6 


31,ll>4 


37 


11,068 


57 


Jt<,-{r«H 


77 


^,948 


97 


31,428 


38 


12,312 


58 


1S,T'»2 


78 


25,272 


98 


3l,7:i2 


39 


12,636 


59 


19,116 


79 


25,596 


9;^ 


32,<r7« 


40 


12,0C0 


60 


10,440 


80 


25,920 


100 


32,4» 1) 



VIII. Tafel zur Umsetzung der Sexagesimalsekunden in 

Centesimalsekunden. 



u 


Gentes. Sek. 


// 


Ceo(e$.Sek. 


// 


Ceote8. Sek. 


tt 


Cenles.Sck. 


if 


CcnteSeSek. 


// 


CeutfsSek 


Ol 


% 

3,08642 


11 


33,95062 


21 


04,81481 


31 


96,07901 


41 


126,54321 


51 


Iö:,V 741 


02 


6,17284 


12 


37,03?tH 


22 


67,90123 


32 


98,76'i43 


42 


120»62865 


52 


lt<0,403K3 


03 


9,25926 


13 


40,12346 


23 


70,98763 


33 


I01,85]85 


43 


13?,:i005 


53 


163,S'^I2S' 


04 


12,34'j68 


14 


43,2(iK8 


24 


74,(i7407 


34 


104,0382T 


44 


n.1,8l/247 


54 


166,66667 


05 


15,43210 


15 


46,29630 


25 


77,16049 


35 


108,024<» 


45 


138,88889 


55 


168,7531» 


06 


19,51842 


16 


40,38272 


26 


80,24691 


36 


If 1,11111 


46 


141,97531 


56 


172,v^3«>51 


07 


21,81mm 


1/ 


52,46914 


27 


83,)3333 


37 


114,19753 


47 


145,06173 


57 


175,925» 


08 


24,89136 


18 


65,55556 


28 


86,41975 


38 


117,28395 


48 


148,14816 


58 


•70,01235 


09 


27,77778 


19 


68,64198 


29 


89,50617 


39 


120,37037 


49 


151,23457 


59 


182,09877 


10 


30,86420 


20 


61.72840 


30 


§2,69250 


40 


123,45679 


50 


164^2099 


60 


186,18519 
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30. 

Demonstration d'une propriete analogue ä la loi de 
reciprocite qai existe entre deux nombres premier« • 

quelconques. 

(Par Mt. (?r L0jeune DirichM, prof. d« math. k Berlin») 



JLldQS uu memoire qui vient d'otre publik dam le reoiieil de la societ^ 
rojale de Gottingiiey Mr» Gauls a ^tendu le domaiiie de Tanalyse inde- 
termin^e aux expresaioiis de la forme t-j-u/' — 1^ t et u d^sigoant 
des nombres enticrs positifs ou n^gatifii« Ce grand g^metre a reconnu 
que les expressions de cetfe eqpdoe se rapprochent entierement par leurs 
proprio t^ des nombren entien r^ds qu'elles oompremient d'ailleurs comme 
cas particulien L'aoalogie qui existe a cet ^gaurd est teile, que Jet ^nonc^ 
des th^oreiues codous relatifs auK entiers r^els peuTent Stre traasport^ 
pour la plupart presque litteralement dans la tb^orie des nombres ainsi 
geo^ralisee. H n'eu est pas de memo des demonstratiohs <fui paraissent 
präsenter de nourelles difficulti^ si Ton excepte les dieoreme^ tres simples 
qui derivent immediatement des notions fondamentales. L'induction appli- 
qii^ u des questious d'un ordre plus 6\ew6y a fieut oounaitre ikMlt. Gaufs 
uue proposition qui ne le odde, m en simpHcit^ ni eu^ ^l^g^noe, Hu tb^o- 
reme si eelebre sous le nom de loi de r^ciprocit^« Quant ä la d^mon« 
stratioo de ee nouyeau th^rj^me, que l'illustre auteur juge sujette ä de 
grandes difficultes, U I9 renyoie ^ un autre m^oire oA eile sera e^Lpos^e 
avec Celle d'une autre proposition plus g^n^ralot Jo 4rne propose de d(^ 
Qiontrer dans oe memoire le tb^reme dont il S'agit par des conttd^ra- 
tions fort simples et qui m^riteront peut etre de fixer un instant l'iitten- 
tiou par ce qu'elles sont ^galement applicables ä d'autres questions^). 



^ On peot, nu lieo des exprssnions de )a forme t-|-uV^ — 1, considerer cellet 
de la forme plus generale t^uva^ a ^tant tans diriAear rarr^, Les expressiou» 
de ce genre, consid4rees saos le meme poiot de vue^ ilonnent Ueu a des th^oretnes 
analogaes a celui qui fait Tobjet de cre memoire ^ei susceptibles d'uoe d^monslralion 
toute semblaUsb 

48* 
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J'entre eu matiorß en ^enoncant quelqiie» d^finitions et en clemon« 
tränt plusieurs proponitioqs pr^liminaires^ qui se trouvent deja pour la 
plupart daas le memoire cite plus haut« 

§.1. 
Une expression de la forme ff^-^^h /' — 1 , ^ et A designant des 
entiers r^els^ saos excepter z^ro, sera dit un nombris entier eomplexe. II 
resulte de la que les entiers reels sont des cas particuUers des entiers 
coniplexes« Cette d^finition pos^e^ il n'est besoin d'aucune explicatiöu 
pour indiquer le sensr que Ton döit atteoher aux mots divisibilite et coo« 
{^ruenoe. De mSme que tout nombre r^el est divisible par ± 1 ^ tout 
nombre eomplexe doit ^tre considerd comme contenant les facteurs +1, 
±^ — 1» Un nombre eomplexe^ sera dit premier lorsqu'il ne peut etre 
dooompos<S en dfeux facteurs difFi^rens Tun et Tautre de ±1 et +v^ — !• 
^ oyons d'apres cela comment on peut reconnaiHre si un nombre eomplexe 
g -^A/" — 1 est premier ou non« Poiur cela nous di^tinguerons deux cas 
Selon que les deux cermes gy h du nombre eomplexe sont ou ne sont pas 
I un et Tautre differens de z^ro* Le second de ces deux cas semble se sab- 
diviser ; le terme subsistant pou vant etre r^el ou le produit de /* — 1 et d'un 
nombre r^l# Mais il est facile de yoir que eela revient au meme^ car si 
h ^ — 1 est premier 9 h lest pareillement et r^proquement. Or, pour 
qu'im nombre r^l ^^ consid^ com mecomplexe^ seit premier il faut d'a- 
bord tpill le seit aussi sous le point de vue ordinaire. Man cela ne sufiit 
pas; il doit en outre^ abstraction faite du signe^ etre de la forme 4/1 -}- 3; 
oar» s'il avait la forme 4i2 -f* 1 qui «itrune toujours cdle-ci c*-|- cP^ il 
serait d^mposable dans les Csicteurs c + d/' — 1 et c — d^ — 1« R^d- 
proquement, tout nombre premier r^ f qui^ abstraction faite du signe^ 
est de la forme 4ii-f-3y doit etre aussi consid^ comme premier dans la 
thcorie des nombres complexes; car si Ton avait y=(c4-rf/" — 1)(^+//" — 1), 
on aurait aussi y = (c — rf/" — l)(e — f^^t) et par eons^quent^ en mut 
tiplittir, 9' = (^^+^)(^+/^) ^q^ntioQ imposaible^ f ne pouyant etre divi- 
seiu: de la somme de deux earr^ Ccmsid^rons^ en second lieu, le cas ea 
aucun des deux termes de Texpression g^hyT — 1 ne s'^vanouit. Pour 
qiielle reprosente alors un nombre premier eomplexe ^ il est n^cessaire 
et süffisant que ^ + ^^ ^' ^^ nombre premier red. Pour le fiewre roir, 
supposons ^-f^/" — ^ d^omposable dans les deux facteurs C'\-.d/^ — 1 et 
€?+// — U «•— Ä/*— 1 sera le produit de c— rf/"— 1 et de e—f^ — l. 
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et Ton trouve ^+^'* = (^* + ^)(^*+/*)5 c*est-a-.dire^gal a un nombre 
compos^. R^c^roquemfent si^^+A* est un nombre reel compos^^ ^4"^V^ — ^ 
est im nombre complexe <^galement compM^, La diase est Evidente 
lorsque ^, // ont un factetir commun; si un pareil facteul* n-existe pas^ 
^•-{-Ä* n'a que des diviseurs premlers r^els 4/2 + !• Soit /i = <?*4-d* un 
de ces divUmirSy on Bura ^"^ — ä% c*^-r-rf* (jnoä.p) et par suite, en 
niultipliant et transy;>osant^ (^^ + ^^)(^^ — dh)^0 (mod.p)y d'ou Ton coii- 
clud que ^^= — ^ arec le sigue conveuable^ est entier« On a, d'un autre cöte, 

P(ff'+fn^{cff + dh)r+{ch + d8:y 

^lation qiii exige ^videmment que ^ "^ ^ soit entier en meme temps 

que ^^= — y c'est-ä*dire^ les signes superieurs et inC^rieurs se correspon* 

«^ 

dant. Cela po»^, U iest Evident que le fvnotieat 

g+hV —l __ cg±dh j c h:^d6 ./ * 

C+dV-1 p ^ P ^ 

est un entier complexe et ^ + ^ ^ — ^ P^^ consequent un nombre composi^. 
n est donc prouv^ que, si g'^+A^ est un nombre premier reel, ^+ä/' — 1 
eirt nn ncnnbre premier complexe, et r^iproquement. 

n r^ulte de cette disciission qu'il j a des nombres preiniers de 
deux especes diflR^rentes. Ceux de la premiere espece se r^duisent a im 
seul terme, et ne spnt autre chose, abstraciion (aite du signe ou du fac- 
teur +/■ — 1, que des nombres premiers r(Sels de la forme 4/i4-3« Pour 
plus de simplicit^, nous les supposerons toujours d^arass^ du facteur /* — I. 

Ceu^ de ia seconde espeoe tirent leur origine des nombres premiers 
r^els oomposes de deux^carr^s qui,. u Texception de 2 sont fous de la 
forme 4/2 + 1. Si Ton^^igne par c^d^ — 1 un nombre premier de 
oette espece (^ Texception de ceux qui proviennent du nombre *2y et qui 
seht ±(1 + /— 1); ±(1— /" — 1)) il est Evident que les entiers reels 
Cy d sont Tun pair ,' Taufare impair« Cela pos^, nous consid^rerons , pour 
plus d'uniformif^^ dans ce qui va suivre, d, comme pair, oe' qui est permis, 
car si d est impair, on n'a qu'ä multiplier par. /* — 1 , ce qui donne le 
nombre — rf + c/*— 1, qui est ^galement premier et tellement li^ au 
prec^deot que la connaissance des propriet^ de l'uü suffit pour juger 
de ceH^ de Tautre. 

•^Noiis terminons ces pr^liminaires jpar la demonstration d'un th^oreme, 
dont nous aitrons ^besoin dans la suite« Les termes reels A et B, du 
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nombre oomplexe ^ 4* ^ /* — ^ ^taot suppos^« premiers entre eux (ce qui 
exciud le oas ou I'un d'eoK n^nit uul) et g'-^-h/' — 1 ^tant un nombre 
compIeKe quelconque^ je dis qu'xl eidste toujoun un nombre ^ entier reel 
et tel qu'on mt *^^ + *i^— 1 (mod. u^f 4. B /" — 1). 

En effet, b oongruenoe en question revient ä cette ^quation 

ou d Celles -oi 

La demiere est ^yidemment possible, ^ et £ n'ayant pas de diviseiir 
commun, et il est ^galement manifeste que la premiere donnera ensuite 
une valeur entiSre pour s^ 

i. 2. 

Ces pr^Uminaires pos^^ nous arrivons au vdritable objet de ce m^ 
moire, qui est de considerer les nombres compleres, en tant qu*ils sont 011 
ne sont pas des residus quadratiques les uns des autres« D'apres la d^finition 
connue on dit que le nombre « + ß /^ — ^ ^^ ^^ ^'^^ P^s r&idu qiiadra- 
tique de A'{'B^ — 1, selon qu'il existe ou qu'il n'existe pas d'expression 
x-\-y^ — 1, teile que i^ + yV^-r-lf — « — ßlT— 1 seit divisible par 
jiJ^B^ — 1« Pour decider si un nombre oomplexe est ou n'est pas re- 
sidu quadratique d-un nombre complexe compos^, suffit^ comme lors- 
qu'il s'agit de nombres r^els^ de considerer les difi!^rens focteurs simples 
du di^iseur. Nous supposerons donoy dans ce qui va suivre que le divi- 
»eur ou module A-\-B^'^l est un nombre promier, Pour commenoer 
par le cas le plus simple 9 considf^rons i|n nombre premier q de pre- 
miere espece, et proposons nous de d^terminer si flP + ß/* — 15 expression 
qne nous supposons non - divisible par f, et daus laquelle ß peut etre nul, 
est ou n'est* pas rf^idu quadratique de g. Attribuant dans Texpression 
t-^-u /■ — 1, h chacune des lettres / et w, les valeurs 0, 1, 2, 3, . . , ., q — 1, 
et exdimnt la combiuaison 0, 0, on aura $"* — 1 nombres dpnt nous de- 
signerons tensemble par {k). Cela pos^^ dtstiuguons deux cas, selon que 
« +'ß /^ — 1 ^t ^" ^'^* P^* residu *) de y, et commen9ons par l'examen 
du dernier. L'eusemhie {k) peqt etre partagd, dans ce cas, en gronpes 
comnos^ chacun de deux nombres tels que leur nroduit ^ a 4- ß xT — 1 



*) Comme le» i^sidus quadratiques ou du secood degr^ soot les ssuls dont il 
toit question dann ce memoire^ nous supprimeroilf^ pour abreget, le inot quadratique. 
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(mod, ^). Ed effet, seit r-^s /" — 1 Tun queloonque des nombres (k) et 
r' -|- s^ /* — 1 celüi qui soit formöp im grotipe avec luu D faut donc qu'on ait 

(r + ^y^— l)(r' + ^V— l)=Ä+ßv^— 1 (mod^y), 

o^ent-A-dipa 

rr* — ss^ == Ä, r y -|- ijr' == ß (mod. y). 

On peut remplacer ces congniences par Celles -ci 

(r» 4- ^•) r' = a r •}• ß.y, (/•• -f-^«)^' = ßr--- «5 (mod. y). 
Comme r^-f-'^* i^^ P^ut etre diTisible par 9^ qui est un nombre premier 
4724*3^ ces ccngruenees sont possibles et leur resolution donnera pour 
r^ et s^ un Systeme unique de vaieurs positives et moindres que ^. H 
est evident d'ailleurs^ par ce qu'ou a suppos^^^ qu'on ne saiuwt avoir a iä 
fois r' = 0, s^=iO^ ni r^ =z r^ s'^sszs, ce qui suilfit pour monfarer la 
possibilit^ de distribuer la suite (k) ea groupes tels que nous les avons 
d^fiiiis» Or ces groupes dont chacun est compos^ de deux nombves tels 
quo leur produit ^«4*ß/* — 1 (^od. f)^ etant evidemment au iiombre 
de ^-5 — y il s'ensuit que le produit des nombres (A), que nous dÄrigne- 
rons^ par IT, satisfait a la congruence 

Yenons maintenant au cas on « + ßv^ — 1 ^' r^du de ^« II 
existe alors dans la suite (k) deux ncmibres tels que le carr^ de chacun 
d'eux ^a + ß/" — r(mod.^)« Si Ton d^igne hm deux par r + s^—U 
Tautre sera 7 — '• + (^~*)/'— !• Ajant 6t6 ces deux nombres dc^ la 
snite (k)y les nombres restans pourront se partager en groupes 9 d'ou Ton 

condud que leur produit r=iE(a-)~ß/* — 1) ^ (mod.f). Comme on a, d'un 
autre cöt^, 

(;-+^^^l)(jr— r+(y--^)ir— 1)=— (r+*v^-l)*=— (a+ß/-— 17(^^ 
il viendra en multipliant: 

(a+ßlT— Ip = — if (mod.^). 
Les deox cas que nous venons de consid^rer^ sont compris dans cet &ionc^: 



-i 



,,0n a (« + ß/* — *) ^ =^ + ^ (mod. y), le .signe sup^rieur oii infö« 
,,rieur ayant lieu sdon que a-f-ß/" — 1 ^ ou n'est pas rnidu de ^J* 
Le signe sup^rieur deyant ^videmment etre dioisi lorsque « ss 1, 
s 0| il s'eosuit qa'on a 
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ce qui est analogue au tfa^eme de Wilson« On peut^ d'apres cela, 
remplacer £ par — 1 dans ravant-derqiere congruence ce qui doane cet 
enonc^ tres simple c 

L „OnaCa + ß/" — 1 ^ ^e + 1 ou -- 1 (mod. 7) selon que a -f |3 y^ — 1 
,^est ou n'est pas r^idu de 7." 

Si Ton designe par a' + ß^/" — ^ uneseconde e^pression non-divi- 
sible par ^9 on conclud immediatement de ce th^reme que le prodiiit 
(^^ßyT — i)(flt' + ß'/" — 1) est r^du de y, lorsque chacun de oes deux 
facteurs est residu ou non-residu^ et qu'au contraire^ ce prpduit est non« 
r^idu^ lorsque ces facteurs sont Tun residu^ lautre non-r^idu de 7. En 
etendant ce r^ultat u un plus grand nombre de facteurs, ou trouve cette 
proposition; 

II. 99 Le produit d'un nombre quelcouque de facteurs est ou n'est pas 

99 residu du nombre premier f, seien que parmi ees facteurs il 7 9 

y^un nombre pair ou impair de non«r^dus de 9^/' 

Ce th^or^me a ^galement Heu pour les nombres premiers de seconde 

espece^ comme on le verra plus.loin. H y a un th^r^me plus simple 

que le theorcme I. et qui remplit 1^ meme objet^ Pour Tetablir, consid^rons 

successivement les deux cas o^ a-^-ß/' — 1 est et ouoe nombre n'est pas 

r^idu de ^9 Dans le premier de ces cas, on a 

a + ß/*— 1 = ('+«^V^— !)• (mod.y) 
et par cons^quent aussi 

Ä — ßV—l = (t^u/'—iy (mod. ^) 
d'oü l'on oonolud en multipliänt et eq ^levant ensuite a la pubsance ^-s-- 

{«• + ß*) ' ^(^•+''')^' = 1 (mod.y) 
ou ce qui revient au mSme, en se servant du signe fares-commode em- 

—) s= 1. 

Supposons en second lieu que ee.-^-ß/' — 1 seit non<i*r^du de j» 
On prendra alors deux nombres (r^ls) a' et ß' tels que «'• + ß'"+l 
seit divisiMe par f. (L'existence de pareils nombres resulte d'un theo«« 
reme connu d'Euler. Th. des nombr. 3**^* ^dit. vol. I. pag.213.). 

Cela pos^^ on tfürä a'^-fß'*^ — 1 (mod. 7), et par consequent 
/c;*+^\ = —1. On oonclud de Id que dp' + ßV— 1 est non-r^sidii 
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de fj cavy pour qu'il lut r^icfu ^ il faudrait d*apres ce qu'on a tu dans le 

^— j == !• Le produit 

Bera donc r^sidu, et Ton aura ( (^^'-fi^'+^^^+fi^^ ) = i. Or cette ex- 

— ^^) \ ) = 1^ on en 

conclud , en faisant attention a requation \. ^^J .^= — ^ > qu'on a 

f ? ) = — 1 • L^ deux r^uUats quo nous venons d'obtenir^ peuvent 

»e rounir dans cet ^nonc^: 

III. „L'expression «+ß/* — 1> 9"> ®5t siippos^e n'ötre pas divjisible par le 
.^oombre premier 7 (de premiere espece), est ou n'est pas residu 
„de 7, »elon que Ton a ( — -i-i-~j = + l ou -^V 

n r&ulte de lii coiqme ooroilaire, en fieusant successiveiQent ß =s 0^ 
a x= 0^ que tout nombre reel a est r^idu ^e fr, et qii'il en est de meme 
de toute expression iroaginaire de la forme ßv^-^1« 

«. 3, 

Nous passons aux modules qui sont des nombves premiers de 
seconde espeee« D^signons par ji'\rB/' — 1 un pareil nombre, {B 6taut 
pair) par .«-^ßv^ — ^ ^^ nombre quelconque non div&ible par A-^By — 1 
et feisonS) pour abr%er, -^ + B* = P, P d^Bignant un nombre premier 
r^d 4/2 + lf Comn^e ^'apri^ lg d^finition mSme da rj^du quadratique^ 
a-f-ßy" — 1 ^st ^^ r^idu oii nourr^idu de y, selpn qu'il e^dste oa qu'Ü 
n'existe p^ d'expresbiun t + uy/T-^i teile que (f + u /*— !)• ^ a + ß /"— 1, 
(moä^ ui -\' B Z' — 1), et comme, d'un jautre cöt^, on peut toujours trou«- 
ver un nombre r^Sel s qui satisfuse & la congruence ^^=f -f-i//*-^— 1^ 
(modf ^^+17/*' — 1)9 on Foit que, pour d^ider gi A + ß/" — 1 estou n'est 
pas r^du de ArjrßV'^'^ y ^^^^ se n^uit A sayoir 91 la congruence 
s^^a^ß/^ — 1 (mod. -rrf + J? iT — 1), admet ou n'admet pa? de Solution. 
Pour Toir de quo! dopend sa possibilit^, rempla9ons la par cette 4quation 
äquivalente, ^— «— ßjT— 1 =(urf^-J5y^— .l)((p + %^j/^— l)', ou ce qui. 
revient ^ m^pMp par cjelles<-d 

Muttq^liant ces demiejres par A et B, et ajoutont, il Fiendra 

A^ — jia^Bß =1 P<f> 

Cren^f Jomd d. M. Bd. DL HE. 4. 40 
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d'oü I'oo condud 

«■ 

On peut d^montrer r^iproquemeDt que, 81 la oondition 

(^^4^) = (4) 

a lieu^ «4~ß/" — 1 ^ necessairement r^idti de Jt-^-B/' — 1« £n eff«^t. 
il est iacile de Toir que la oondition supposee entmine cette ^quation 

Or oette equation pouvant etre mise toug la forme 

-^(^•— urf(P— a) = B(ß(p+ß), 
et les nombres u^, B n'ayant pas de divKOur oommun^ ü iaut que JB^ -{- ß 
soit divisible ,par u^m Faisons donc jB(p4~ß= — ^^* Mettant ensuite 
oette expression dan^ la derniere equation^ il viendra s^ — a=^^ — Bxfy. 
On voit par In que les deux ^lations n^eessaires et sufifisautes pour que 
^ + 0/* — 1 Mit rdsidu de A + B/^ — 1, r^ultent de la eondilion 

4«ant ainsi prouve que, si a-f'ß/* — ^ ^ r^du de ^*f-J3/ — 1^ od a 
y—^'-^ — ^) = \Wp ^ que la reciproque a^galement lieu^ noua pourons 
en conclure que Ton a ( p ^ = + (•jr) oa — ( -p) selon que a + ßiT — 1 
est ou n'est pas r^idu de A'\'B/^^^1. Ce resultat peut se simplifier^ 
%\ Ton remarqua que Ton a tou|Ours \^j ss= 1 • Pour s'en oon vaincre, on 

eonsid^rera T^quation P = ^ + B% et Ton d^eomposera ^ ed ses faoteura 
simples, en posant A=zff.jg\g'\....^ les lettres g^ g'^ g*'. . . . d^ignant des 
nonibres premiers r^ls impairs, positife ou negatife« II r^ulte imm^atement 

de r^uation pr^o^dente, qu*on a ^— j ==1^ d'on Ton condud en appliquant 

un fheoreme oomiu et^ en se rappelant que P est de la forme 4i2-f-ly 

(-|) = 1. On a pareiUement (^) = 1, (^) = 1, et Pen tire de U en 

multipUant, ( ^'^ |> " ) ~('f )^^^ ^ ^'** s agiasait de prouvefc Eo 
profitant de oette remarqiio on peut modifier le n^ltat (Jitenu plus bnuf^ 
comme il »uit: 



«) Th. des nomhr. Tol. I. pag. 240. 
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t 

% 

IV. 5^ Le Dombre « + ß ^ — ^ etant suppose n etre pas Jivisible par le 

^ „ nombre premier de secoade esp^oe -/rf+Byf — 1, si Ton pose -^-}-S* =^ ^y 

,9 je dis que a + ßv^ — 1 sera ou ne aera pas residu de ^--{-£/^ — 1^ 

,9 seien que Ton a ( p 7 = + 1 ou — !•*' 

Si l'on pose ( ' ^p ; = *> ( T~/ ^^ ''> ' *^^ d'aprÄi ce th^oreme 

+ 1 ou — 1, Selon que a + ß/^ — 1 ^t ou n'est pas r^idu de^+B/" — 1, 
et F^ aura Ja meme signification par rapport a a^+.ß^V^ — !• Multipliant 
ces expfessions entre elles, rei]npIa9aot ß* par P — -^ et faisant attention 

qu'on a ^-p j ä 1, il viendra et =0 |^— ^ ^ p ^^ ^ J . Or oette 

derniere expression correspcmdafit atf prodoit 

(a + ß^_|)(«' + ß'/— 1) ^ ««'— ßß' + («ß' + ßaOi^~l 
on voit facilement que le th^^reme 11. subsbte ^galement poor tes nom- 
bres Premiers de seconde espdce« 

§. 4. 

Apr^ avdir fix^, dans oe qui pr^de^ les oonditions qui doivent 
avoir lieu, pour qu'im noinbre complexe seit ou ne seit pas r^idu qua- 
flratique d'un nombre premier queloonque^ nous allons faire rötr comment 
on peut en d^uire Texpression la plus shnple des caraet^res distinctils 
des nombres premiers dont un nombre compk^e donni^ est r^rdu. Mais 
auparavant nous ferons remarquer, qu'it est permis de se borner au oas^ 
ou le nombre donn^ est premier ; car^ s'if est eoilipos^^ 9 r^suite dki th^o- 
reme IL d^montr^ ptus haut que sa relation h ^ nombre premier qnel- 
conque, dopend de eelles de ses facteurs simples h oe itteme nombre premfer« 

Nous eommen9ons par le nombre premier 1 + /* — !• D'apriBS le 
theoreme IQ., ee nombre sera ou »tie sera pas r^du d'un nombre premier 

de premiÄre espece 7, seien que Ton a ^— ) = 1 ou (— ) = .^l. On sait 

d'un autre c6t^ que le premier ou le second de ces cas atira Keu^ seien quo ^ 
pris positivement, a la forme 8/2-{-3 ou celle-ci 8n +7, Dane l-f- /" — 1 sera 
residu de tout nombre premier ^ss8/2-f-3, non*r^^idu a« eoiltraire des 
nombres premiers de la forme 8/2-)- 7^ Fassons aux nombres premiers 
de seoonde espece« Pour d^idw si 1 4- /' — 1 est oü n'est pas r^idu d'nn 
pareil nombre ^4*^ /*— 19 ^^ suffit, d'apres le th^reme IV., de savoir si Ton 
a (— p— )= -^1 ou — 1, ou Ton a feit, oomme plus haut, Ps=:^-{-B*. 

49 • 
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\ 

l^liildplittiit par Qy los deux membres de cette iSqiiation^ il vieudra oelle-ci 

l)<Hioinpmoii8 le Dombre inipair ^-f-/} en facteurs simples positifs ou 
U(^f>a(ilH iTiÄ^Sä*''» •• •• dö Sorte que -< + i? = ^.y'.g^".«*. Ou aura 
«H itleinmout ( — ^) = f — )> et par siiite en vertu de la loi de reciprodte^ 

( ^ ) ^=2 \lv* ^'^^^ aiitre iH\to, il nSsulte d*ua theoreme connu que le pre- 
mior mombre <^t -f* ^ ou — 1^ seien que ^ a la forme 8 n + 1, ou oeUe-ci 
S/if3. On a pareUlomant {-^) = (^), (|r.) ^C^')» •••• Faisant le 

riHHluit. tw obtient IVKpiatiou (^'^^ '') = (^^^ = ±1, ou le signe supe- 

rtmir ou iuft^rieur doit etre pris sdou que pjsrmi les faoteurs gyg'jff'^f*. 
il > eu a uu nou^bre pair ou impair de k forme 8/i±3. Or^ il ^rident 
<pu> le produit ^^i^B^=i g^.g'.g^' .... aura la forme ^t± 1, ou oelle-ei 
^'^.f.^S si^Ion que ct^ nombro est pair, ou impair« De \k et de ee qu'on 
a vu pbis haut, n^ün^ co ihtH^reme 

>i I + y*' — 1 est residu ou noii^-residu quadratique da nombrc premier . 
, ^^^^-\-U^^ — l s«>loii que Ton a J-\-B^±iy ou :^±3 (mod. 8).' 
Cia ptHit reuuurquer quo cet enonee oomprend oe que nous ayons troave 
plus haut siir la relaiion de 1 -t* \^ — 1 aux «lombres pcemiers de prä- 
miere «|HH»» ^>uaut a la netlatiott de I — ^ — 1 aux difiR»«is nambrea 
twB ttu er s ^ die »e dt^duit immtnliatemeat du ihtk^^me precedeat. 

Ai«va avok l«rmiiH> ee qui rejiarde le oombre 1 ± v~ — i, aous äUoo» 
Mms oooupw dn autrm muubres premienu DeMgaoos par a 4* i /" — 1 «q 
iiomhre premier da aecoode esinVe (3 Haut i^iory et par ^-^-B^ — f 
%m mM^ mxmbre premier de la memc eispece (B etant egalaEneoi pair), 
ec i^^pM^Mtt aous de &Ler la relatioii que le ;>remier a a» seoo^d.^ 

r^Me nftbtHMi Sie d^Ciormiiie |^ar ua tfaK^orö^mr ücv» siaif4e eC^qia cos- 
sible ea «^ qao le v>f>!^>»^'S' t!^ oa o^e^^ pa5 n^Ju da aeooad« seloa qoa 
W «ecMid e«t M? jütttttt f^^ tMida da pKaaier« Paar dmoalrar ae dbea- 
r«aie« fiMvoa» p^ar aN«««* «'-i.i*=: r* ./*- K*=sP. ü r»alte da 
tlKS,>r^S)e IT* * qae a 4* i ^ ' — t eis^c oa a tat ms T>etsida da ^ -^ B<' — 1, 
*ek>*i qwe r«a a C — ^^ ' = -r ^ *>i* — 1. - En 'cbiogemt les oosaliro 
a-^ct — I #t j#-^K|'— t «Natre etis.. » qp.ii b^ ofaaage pas lespres- 
«kai ^Ä'^K^^ aa ocaKlad Je U meaa^ pTvvH«h^>r »^ae A-^B ^^ — 1 eaf 
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ou — 1« On voit par la que la d^monstration dti th^reme enonoö plus 
baut se n^duit a faire voir qne Fequation ( ^p j = ( — -^-^ a tou* 
jours Heu. Pour cela on faii le produit de p et de P. On trouve ainsi 

(^a + ßß)* + (^ß — Ba,y z=zpP. Ck>mme par hypothese^ A e^ a sont 
impairs, jB et ß palrs^ u^«-f-j?ß sera un nombre impair« D^ignant 
par g», g'j ^'', •••. se» facteurs simples , on a u^«-f-SÖ==^.^'.g''...* 

et requatton pr^o^dehte donnc immediatement f— j = * — Y, d'ou Toncon^ 
dud^ en vertu d'un tb^oreme cönnu^ (—1 s= ( p)* ^^ ^ pareillement 

(f)=(0. (9-(*)—. 

d'ou Ton tire 6a multipliant 

ce quil s'agissait de prouver« 

U exbte une reciprocite analogue^ lorsque les deux nombres premi^ 
n'appartiennent pas Tun et I'autre a la seconde espece« Pöur le faire voir, 
soient ^ et ^-fri?/* — 1 deux nömbres premiers qui sont respectivemeiii 
de premiere et de seconde espSce. D'aprcs le tbeöreme III. le second 

sera ou ne sera pas residu du premier^ selon que Ton a \r---^^I~\z==.y^^ 

ou — :%. II r^ulte d'un autre oöt^ du tb^reme IV. que le premier sera 

ou ne sera pas r^idu du second, selon que (^) = ("pj^ •[" 1 ^" ""^^ 

Ces deux r^sultats combin^^ avec l'^galite (~)= ("p ) qui d^rive d'uö 
tb^oreme connu^ sufBsent pour i^tabKr la ri5ciprocite ^nonc^e plus baut. 
II ne reste plus a consid^rer que )e cas de deux* nombres premiers de 
premiere espcce« Dans ce troisieme cas^ la r^ciprocit^ est Evidente puisque 
nous avons vu plus baut qu'un nombre reel quclconque est toujours r^idu 
de tout nombre premier de premiere espoce. Les trois cas que nous venons 
d'examiner, conduisant au meme r^ultat, nous pouvons <^noncer le tb^oreme 
suivant qut est celui dont il a et^ question dans le pr^ambule de ce memoire« 
„Designant par a + ß/^~l et^+B/ — ! (ß et B i^tant pair 
„et pouvant se r^duice a zero) deux nombres Premiers complexes, le 
,, premier sera ou ne sera pas residu quadratique du second^ selon que le 
,, second est ou n'est pas r^idu quadratique du premier/' 
Berlin, au mois de Septbr. 1832. 
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31. 

Demonstration du theor^me de Fermat pour le cas 

des 14^" puissances, 

(Fat Mr. Ltjeunt Dirichltt prof. de inatb. 2i Berlin.) 

m 

iS*il etiftte des noinbns entiera t, u^ v^ propres k satis&ire a requation 

1. /»♦ = ll" + v^^ 

U est manifeste que tout facteur oommun $ de deux d'entreeux^ divisera 
n^^cessairement aussi le troisieme. On pourra donc diviser chacim d'eiix 
par ^y ce qui ne diaogera en ri^i la forme de requation: d'pu Ton cpn- 
dud^ qu'il, est permis^ pour prouver rimpossibilitc de Ti^qiiation (1*)^ d v 
Gonsid^rer les entiers t^ i/, Vy pris deux ^ deux, oomme libres de tout fac- 
teur commuD« Cela pos^, ces entiers devront ^?idemment ^tre supposes 
Tun pair, \tM autres impairs, et le nofnbre pair sera Tun de ceux que 
renferme le seoond membre« On Foit aussi que si parmi oes nombres il 
y en a un dirisible par 7^ ce ne saurait etre ty puisque 7 ne peut jamais 
diviser la.somme de deux carr^ premiers entre eux« L'^uation etant 
ibyrnetrique par rapport A u et ii v, noiis pourrons supposer que, si parmi 
cf ^ nombres ii y a un multiple de 7, v se trouve dans ce cas« Transpo* 
sant le terme en Up r^uatiim se cbangera en celle-cp 

2. ^♦— tt" = v'* 
mion peut mettre sous cette autre forme 

3. (<»— ii^)[(r^-.|i^/+7/*ii^(/»— f-i^^f fO'J = v'\ 
Les nombres ty u ayant ^t^ su^osi^ premiers entre eux, t' — u^ et tu 
sollt aussi Sans diviseur commun; il en est de m6me de t^ — ir et t* — /'^/i'*-f"'^% 
oar to«t nombre premier diviseur commun de ceux-*ci di?iserait 

Ol |>ar con^equent aussi tu. Les nombres tu et t' — n^ auraient donc 
t^e meine diviseur commira, ce qui ne s'aocorde pas avec ce quon vient 
ü(' prouver, II rosulte de lia^ si Ton &it pour abr<^ger 

-jiio (p et ^y qui aont ^videmment Tun pair, lautre impair,» noni [)as de 
^ivi^eur commun, et l'on aura 



31. Dirichlet, dtftnonsU du thior. de Fermat pour Ic cas des 14'' *"'' pttissonce«. 391 



IVous (tistinguons moiutenant deux cas^ selon que v est ou n'est pas divi- 
sibfo par 7« Si 1 on suppose en pnemier lieu v non-divisible par 7^ <P ne 
le sera pas non plus. II sirit de Ii\ et de ce qiie <f> eA ^|^ aoot premiers 
entre eux, qiie les deux facteurs du premier membre sont auasi premiers 
entre eus: et par consc^^quent egaux Tun et l'autre i\ des 14*^^' puissances. 
D un autre e(^6y Ton conelud d'un th^orerae Gonnu que la racioe de la 
14' •"■ pujssance impaire (<P^)'+7\p^ a la meme forme, ,f'+7A^ et Tod prouvo 
facilement *) que les entiers ff, h satisfont a l'^qiiation 

(p3 + v^y_7 = (^ + Äy-7r 

on il faut Egaler sepaniment les parties reelles et les coeffioiens de V — 7« 
Sans d^velopper cette c^pression il est rvident que la valeur qu'elle donne 
pour\A', est divisible par 7. Mais %^ i?tant ^gal A tu{f — fw'\-u*)^=i 
tu{(J^ — «/^)' + ^^e/') ne peut etre divisible par 7, a moins que t ou u ne 
le soit^ ce qui serait contraire A la supposition faite plus haut* II est 
donc prouvd que le cas^ ou Ton suppose v non «^ divisible par 7, en m^e 
temps que t et u^ ne saurait avoir lieu» Reste u faire voir que requa- 
tion (2.) ne peut pas subsister non plus, si Ton considere tf comme un 
multiple de 7« En y faisant v :=z'7w eile devieudra 

Cest leqiiation dont il s'agit de prouver Timpossibilit^« Sans coropliquer 
la marche de la d^monstration^ nous pouvons^ au liett de T^quation pre* 
e^ente, traiter T^^quation plus g^n^rale 

5. /»♦ — i/W -s 2'^7*+''m/" 

les nombres ty u ^tant toujours suppps^ sans diviscur oonttnun^ et m, n 
designant des entiers positifs (sans excepter zero). 

En conservant toutes les denominations prec6dentes , T^quation po<irra 
etre mise sous cette forme* 

r^mme eile exige evidemment que (p seit divisible par 7, faisons (p=:7%; 
iious ätirons ainsi 



niADio 



^) Poiir prourar ce dont il s'agit, oo peut B^y prendre » peu pr^s de la meme 
iere doni nou«' avons d^montr^ «n th^nr^ne analoffue (Vol. III. de ce Journnl, 




n _ 

1^—äu*s=ii qui qVd a ^u^one luraijue a est ur^atif. 
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H est facile de voir que les deux facteurs 7^% et ^' + 7(7^%^)', dont le 
second est impair^ n'ont pas de diviseur commiin. H r^ülte de \ä que 
r^uation pr^c^ente ne peut subsister a moins que yp^ -{* 7 (V y(^y et Vx 
ne soi^it le premier une 14^^^ pnissance, le second le produit d'uee pa- 
reille puiBsance par 2'"7^'^. Quant h la premidre de oes conditimif) eile 
exigei d'apres oe qu'on a vu plus haut^ qu'on ait 

^ + '7Vy-7 ^ ir + sy^7y' 

€'est-Ä«dire 

/ :« = 27=^7 

ou les entiers r^ s spnt promiers entre eux^ Tun pair , Tautre impalr et le 
premier de plus non-divisible p^r 7. Oi| peut faire subir A oette ex- 
pression une transformation semblable A celle que nous Qvons eflPectutSe 
sur le preniier membre de requatlou (2.)« U suffit pour cda de rem* 
placer dans le premjer membre de l'^^quation (3») ^ ^ et 2i respectivement 
p»r r+4y-T-7 et r-^sY — 7# En operapt ainsi^ et e^ £aisant potur 
abr^ger^ 

Ton obtient 

Tj^ «e 2,7.r^[iR?^(7.4V^)'], 
ou oe qui revient au meme^ en multipUant les deux membres par 7^, 

7^%' = 2.7V^(Ä+7(4rtfy)(fi^7(4r^)') 
11 est facile de faire voir que le» trois faoteurs 2.7*rtf, Ä+7(4rj)% 
Ä— 7(4r^/, pri$ deux ä deux^ n'ont pas de diyiseur eommun/ II est 
d'abord Evident que s'il y a un diviseur commun, cß ne peut ctre ni 2 ni 7^ 
c^r les deux demiers des npmbres eq question sont Impairs et pon-divi- 
sibics'par 7. Seit en second lieu p un nombre premier impair diffi^rent 
de 7 et supposöns qu'il seit diviseur cpmmun ^e deux des expressions 
dont il s'agit. On s'aper^oit, ä leur seufe inspection, quiei p sera iaofeur. 
commun de rs et Rf et en faisant ensuite attention ä la mani^ dont 
1 expresaion R est compos^e en r et 6-^ il est evident qu'il est n^cessaire 
que p divi3e ä la fois r ^t s^ cß qqi ^ absurde^ r et s^ ^tanjt premiers 
entre eux» Nous avons vu plm hai^t qi«9 T^x devait etr^ une 14^'°*' puis- 
sance multipti^ par 2"* 7*"**; le premier membre 7^%^ de la derniere 
^cTuation sera donc le produit d'une . puissancü du menie. degrj^ et de 
23n 73+3^^ n r^iiite de lä et de ce que les trois ÜBKSteura du second 
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xnembre 800t premien entre.eux^ que les deux derntiers sont des 14'^"* 
puissances, et qiie le premier Mt le pcodnit d'une .pareille puisiuiooevet de 

2.7^6 = 2''^7^^''i;''% iR + 7(4r^y Ä «^; Ä— 7(4r^y;= u''\ 
II est facile de Toir qu'on peut mettre le second memMre de la premiere 
de ces dqiiations sous la forme 2'^7^'*'t;''% ou h^ d^igoe un entier posi- 
tif ou zero. Lorsque n differe de'z^o la ehose est Evidente; dahs le cas 
ou /zr=:0^ il faut pour que le.seoond membre puisse ^tre ^gal au premier 
membre divisible par 7% que v^ soit un multiple de 7. . Mettant en oon-t 
s^quenoe 7v^ a la place de T^^^.le second monbre prendra enoore la forme 
supposöe. N0U8 pouvons dönc remplacer la premiere des ^quations pr^ 

cedentes par celle-^oi: 

4r^ = 2^'"'*-*7'+'' /^'•\. 

Prenant epsuite la diffi^rence des deux demieres , comparant et posant, 
pour abreger v'^^=-w\ il viendra 

Cette ^quation dans laquelle t' et ti^ n'ottt pas de diviseur oommun^ est 
eati^rement seiq^ble h T^quation (5.) dont eile derive« / Seul^ement, les 
enücrs t'j u' qui y entreiit, sont beaucoup plus petits que leurs analogaes 
ty u daos 1 equation (5.), Qu est en droit de couclure de hi, <i la manicre 
ordioaire^ que T^quation (5*)> et par cons^uent aussi Te^uation (L) ne 
sauraii avoir lieu. 

Berlin au mois d'Octobre 1832« 
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32. 

Gonsiüerationes generales de transcendentibuiä Abeliahis» 

(AacU Dr. C 6. J* Jaeobi, prof. math« Regiom.) 



km 



^* ncor) 



Uenotante X funotioaem variab|]^ x rationalem- integram 
demonstraTit olim Eiilerui^ traosceiideDtes buiusmodi: 

j: 

gaudere proprietate üngulari, ut posito 

n(x) + n(r) = n(o), 

ipsa a e X et y algebri^ice inveniatur. Quo theoremate^ aclvocata trac?<- 
fprmatione transeendentia 11 (o?), a Gl* Landen detecta, saperatru^it CL 
Legendre amplam theoriam^ qiiam hodie nomine theoriae functionum 
ellipticarum uaurpainas. Neque tamen barum transcendentium indoles atque 
natura plane pernocsi poterat, oonsiderando bano solam tranftoendentem 
n(je^) rive etiAm generaliorem bano 

/'' f{x)dx 

in qua f{x) functio ipsiua x rationalis est, sed considerari debuit functio^ 
cuius ipsa Tl{x) inveraa est^ sifo coi^iderari debuit intervallum x ut 
functio integralis W (jr). 

Etenim ai analogitfii fimctionam trigonometricarum respidmi», in 



quaa casu i^eoiaK fiinotioiieft eUiptioae abeont^ etiam bic videmus^ posito 

Y* ^ dx 

considerari ab Analjstis int«hraUum x tanquam fuaotionem integralis Uy 
Gui nomen einus tribmint. Quam (unotionem aofanoi proprietatibus gra-* 
vissimis gaudere^ quM eios usum et-appIicationem per totem analysin hsgi^ 
quentissimam reddimt« Quippe quae^ ut de aliis taceam, pro quolibet ^ d« 
lore argumenti u valorem unicum ac determinatum habet; OToIri [tötest 
in seriem seoondum dignitates ipsius u progredientem ^ quae pro omnIbus 
argumenti ydoribus et realilnis et imaginariis convergit; diso^i potest in 
factores linearea, qui determinantnr valoribus ipsius u , pro quibus functio 
evanescit; denique gaudet illa proprietatibu^ omnibus functionie ipsius 
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u rationalis integrae. E contra funotionem u oonsiderant analystae tan^ 
tum iit inversam fiiiictjODis x = sin {u\ dicentes eam esse^ oiiiiis sinus ^s=z x 
aut scribentes u^^arcus sinus xs neque ea functiö ullo modo evolvi 
potest in seriem semper cpDvergentem^ neque determinata est, sed nume^^ 
rum valorum infinitum habet, quippe ouius eadem est natura atque radicis 
aequationis algehräicae ordinis infiniti^ u = sin (oe^f Unde nee nomen neo 
Signum peculiäre et tribuere^ idoneum putabatur, 

Eodem plane modo comparatum est de transcendentibus elUpticis 
sive dd transcendentibus 11 {pc) = i/, quoties X. ascendit ordinem quartura. 
Etiam ho« casu functio n(ar) nuUo modo evoln potest in seriem semper 
convergent^m , neqne valorem determinßtum habet, sed numerum adeo 
valorum d^Uciter infinitum» Contra vero, quod anobis in Fundament is 
novis theoriae functiqnum ellipticarum ^fyetum est, ub^exhtbita trassopn* 
denten(x) sub forma' sipipliciore, ad qijamCl. Legendre eam rovocavit; 

Tj/ \ ./** da: . f9 . d(f 

consideramus amplitudinem (p tamquam functioneni integralis u: itioctio-p 
je^quam hunö in modura exhibj^mus: . 

jt ^=? siaamC«^), 
gaudet prppri^tatibus omnibus fjunctionis rationalis. fractcttf Quippe spec-^ 

tari potest functip illa taraquam^ fraotio cujus et, denominator et nume- 

rator sunt functiones rationales integrae prdinis iufipiti, quas et ipsas ut 

transcendentes novas valde «memorablles in analysin iptroduxi, Evoivi 

possunt funjctiones illae in' series'^ rapidissime convergentes pro qnolibet 

argumenti u valore siye reali sive imagiüario; jdiscerpi possunt in factores 

lineares, qui facile ' determiuantur valoribus ipsiüs; u^ pro quibus fimct'o 

a7 = sinam(£/) aut evanescit aut m iilfiiritum abit. Ipsa tahdem fuuch'o 

X = sin am (w), lit de aHis taceam, gaudot preprietato/ qua ante omnes traas 

ceiulentes bactenus notas excellit. periodö di/plici'et realt et 'imaginavia^ 

<}i»emadmo(liim enim fnnctio trigonometrica siii ( ä ) .periodö reali j^^ainW, 

ut eniiis valore» €resceiite u. 5iode a ^1=. 211 eodem ordine r^euot, sive 

cnius valores miitato u !o U'\-1W immntnti manent; quemadmodum funcr 

tio ^^xponentialis e'' periodnra imagiDariam habcft, ut quae mututo u \\\ 

u\'lVi^ — 1 et ipsa valorem non mutat: ita, ex observatipiie a npbis- 

vci^X »ps's ^X V\. Abel facta, functio elliptica siii am(f/) valorem non mutat, 

miitato u et in u-\- '^K^ et in w + 2 K' /" — 1 , designantibus AT, . K* iote^ 
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n -n 



gralia defioita^ 

Quibus de causis hos et CI, Abel arbitrati siimiis, artem 'analyti« 
eam magna incremeDta oapttaram esse^ introduota hac nova fiiDCtione 
X = sin am {u)y cuius ipsa traoscendens £/ = 11 (j?) est inversa sive una aliqiia 
e radicibus aequationis algebiraioae ar=:.8inam(ii)^ quarum numenis ' diipli- 
citer infinitus« 

2. 

Theorema Euleriamim^ de quo diximüs^ a CL Abel mirum m mo- 
diim amplilicatum est^ videlicet ad casu» omnes extensum, quibus fuoctio 
Xy qua^ in ir.tegralibus ellipticis tantum ad ordinein quartum ascendebat, 
functio est quaelibet integra rationalis. Ut 9 casu simpUoissimo post eum, 
de quo supra egimns^ qrdiamür, designante X funictionem ipsius \2r iutegram 
rationalem*' ordfniB quinti aut sexti^ sit 



/ 



{A.'\-A^x\dcc __ jj, V 



proposita aequatione: 

n(;r)+n(j)+nw = n(ö)+n(Ä), 

dömonstraVit CK Abel, ipsas a^b e quantitetibus xiy^z algebraice deter« 

nunari poss^. 

GeneraUtet atitem, designante f(x)^X'functiöneth ipsiüs x inte- 
^ram rationalem ordinis cuiuslibet Ini!^ sive (2 m — 1)> posito 

demonstratum est a 'Cl. Abel, rfo/o nurherö m valontm variabilis x: 

X^ X^ y X% j •••'•> Xjfi^x 9 

ex Ulis algebraice determinari ppsse m — 1 ^üantitates 

taleSf ut satisfaciant aequationi transeendeiitoU : 

n(ar)-+n(ar.) + n(ar,)4-.... + n(ii„_,) 

=:n'(o) + ncc,.) + i * i . + n(ür^. 

Et invenit Cl. Abel ipsas a, c„ ...., a^^'ut radices aequationis alge- 
• hreieme ordinis (m — 1)^ cuius coefficientes sihguli per x, ar„ . . , . , x^._. 
atque ^X, /-Jf.y...., ^X^ rationalHer exhibentur , si^uidem JC. = 
/(xO. X,=f(x,), etc. 
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De quo theoremate fisioOe etiam sequitur, dato numero quolibet 
valorum ipsius x^ summatn transcendentium 11 (j?) 5 quäe ad valores illos 
datos pertiDent^ semper exprimi posse per numerum m — 1 transcenden- 
tiiim n(jr)9 qiiae pertinent ad valoires ipsius x e datis algebraice deter« 
minabiies« 

Theofemati antecedenti ut moDiimento puloherrimo ingenii admira« 
bilis morte praematiiri Bhtepü- i^heorematis Jbeliani nomen imponere pla«- 
cet. Ipsas etiam transcendentes n(a^) casibus^ quibus X ultra ordiuem 
qiiartum ascendit, transcendente^ Abelianas vocare lubet^ ut quas ante 
ilhim nemo oonsideirayerat. Quas GU Legen dre etiam idoneo nomine 
hyperellipticas appeUat (fonctiona ultra -^elliptiqües)*). 

3. 

Casu quo ir = n(ar) est integrale ellipticum sive X tahtum ad or»- 
dinem quartum ascendit^ docet tiieorema Eulerianum, siquidem yioe versa 
dp'=:\(ii)^ lunotionem Ä(w + i^Q, cuiu» argumentum est binomen w + i/', 
exhiberi' algebi^ce per functionißs X (1/) j h{u')j ^ quae ad sii^ola ' nomina 
Uy ü' pertinent, siouti de nmcdonlbus trigonAtnAtricis in ' elemefltis. propo- 
nitur^ Jam rogo et, quaeneim sint casu generaliori Junotinnes illae, yua- 
rum inl/ersae sunt transcendentes jibelianae^ et fuomodo de hUc^ exhi- 
bitum audiat theorema Abelianum, 

Theorema Eulerianum exhibet o/^^3ra/V^ integrale oompletum aequa- 
tionis differ^itialis primi ordinis inter duas variabiles, quae in aequatione 
differentiali separatae sunt, . hniusmodi : 

dcc . dy _ ^ 

in qua, designante füx) functionem integrem rationalem ordinis quarti, 

X =/(j?), r = /(j^). Jam rogo, guaenam sint aefuationes differentia- 
lesy guarum integralia completa algebraice exhibeat theorema Abelianum. 



*) Cl. Abel colQineiitatioMm de proprietaübus srngularibuB integraUum functio' 
nwn algebraicarum isim a. 1826 Academiae ParisieBsi exhibuit, quam IllusCris Aca- 
demia cömmeiitatioiiibos erudiiorum alienorum inserendam decreyiL Quarnm tameD 
publicatio cum in'didaproferator, Talde obtandom esset ^ ut Ulustri Acedemiae inter 
ipsas eius commeatationes eam exhlbere plareat, vel si forte nsua vetati ut parti certe 
historicae cominentatrönum inseratur. Quamquam piefatis quodammodo foret, honorem 
et insuetum tribuere memoriae jaTems' eximii, ein ipsos boaores Academicos prae- 
clusit faium irreyocabile. Quod, dum Pariaiis agebam, a Cl. Fourrier precibus 
meis concessum, utinam^ mprttto rirö excelleDtiasimO) illustria eios ancctstor ratuni 
facere yelit^ 
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4. ■ 

Ordiämur rursuB a casu Bhnplicissiitiö ti^EuisceiideBtium Abeljiana- 
ruxn^ eum dico, quo functio X tantum ad ordinem quintum aut sextum 
ascendit« Sit 



ac poiatfir: 






considero x,y ut funotlonesipsamitt »»:V, ao ponot 

Quas funotiones 

quae ab argumentifl duobus u^v pendent, in analjvin introducamus ne(Mw»e 
est, si analogiam functioiiiim trigonometrioamm et ellipticaruin etiam ii| 
üinctionitM» Abelianis servare placetf 

Fonto, ut supra, 

n(*) — y^ . — ^^ — -, 

sive 

docet theoreroa AbeKaoum, ae<]natioDis 

n(a:)+n(j')+n(c) = n(or)+n(Ä) 

fiolutionem dari algebraicam ^ myo a^h per qnantitates oc^y^z algekiraioe 
determinari posse« At observo^ problema delerminandi ipsas o/6 e datis 
quantitatibus m^y^z iDdeterminatum esse, ideoque iheoreina Abelianiim 
ita propositum nihil aliud docere^ nisi e solutioDibus innumeris aequatio* 
nis prop^iMtae; 

n(a)+n(Ä) = n(x)+n(j)+n(^) 

tinam extare algebraJoam. Jam vero observo, relationes illas algebraicas, 
a CL Abel exhibitas, quarum ope a^b ^ quantitatibus x^y-jZ determi- 
DDotiu, nullo modo pendere ab ipsis Ay Jl^^ qujao afficiunt numeratoreni 
fraetionis^ cin'us integrale est transcendens \\{x^. Uncle eaedem aequatio- 
nes biuae algebraicae inter Xy y^ Zy e, b pcopositae utrique simul satisfieiciiiut 
ae<piationi transcondentali : 
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Quibus aeqoatibnibus dmibus silniil propositis, iam a, 6 e quaotitätibus 
XyyyZ omuino determinatae sunt« Itaque theorema Abelianum, si etqs 
vim ac naturam reote perspicere^ velis^ in modum sequentem proponi debet« 

Thoorema« 

yjDesignante ,X functionem ipsius ^ inUgram rationalem ordinis 
^tjuinti aut sextif sie 

' /"t^ = ®w. yr^ = *.(-). 

^, proposltis duabus^ simul aequationibus^ 

* (ö) + O (i) = O (^) + {y) + <& (z) 

^yuantitates ä^b e datis yuantitatibus x^y^z algebraice determinantur"" 

6. 
Theorema antecedens facile ad eum casum extendittir^ quo 'sununa 
quatuör sive cuiuslibet numeri transcendentium per summänl biuarum ex« 
primatur» quarom argumenta ab illarum argumentis algebraice pendent. 
Consideremüs casum , quo suinma quatuor transcendentium per summam 
biuarum exhibenda est^ theorema Abelianum^ ad eu& casum applicatufii^ 
rursus docet^ prc^positis duabus simül aequationibusi 

O, (fl) + O, (*) = O. (ar) + O, (y) + <D. (arO*+ O.Cr'), 
quantitates a^ b e datis quantitatibtui x^ y^ x\ y' algebraice determinari, 
Ponamus iam: 

. *(^) + *(y) = «. O(:r0 + O(y0 = «V 
porro 

unde e duabus aequationibus propositis sequitur: 

0(a) + 0(Ä) == w + u\ <t,(ö) + $, (4) = t; + i;% 
E ootatione autem supra explicata ex bis aequationibus habemus vidssim: 

^uibus staUitis^ de fimotionibus novis A(i/, vW{iij v) iam proponimus hoc 
theorema^ in quod theorema Abcliamim abit: 
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Theoremar 
jjDesignante X functionem iniegrHm rationalem ordinis quinti 
^^tiUi sexii^ p^nütur 

^ySint porro 

y^functionts tales argumentorum u^ V^ Ut simul sit; 

<P(x) + 0(y) = 1/, <t>,(jr) + ^, (>') = V, 
ff gaudebunt functiones illqe 

y^proprietale ei simiiif^ fuae de functionibus trigonometritis et ellipticis 
yyin elementis^proponitur, ut functiones illae argamentorum bihorninum 

y^algebraiee txhib'eantur perfun^tiones^ fuae ad sihgula nomina 

Uy Vi u\ %/ 

ffpertiaentß^sive ut funetionss 

ffCtgebraice exhibeantur per functiones 

h(u,v)'^ 7iCu%v') 

Theopema* «utem generale iam ita audit« 

Theorema gen^rale^ 
^yBesignante^'X functionem ipsius ^ rationahm integrum ordinis 
^,{2m'^rf aut 2m% sit 

y^uihus positisp statuantur m-^X functiones ^ 
jyifuae singulae a fuantitatibus m- — 1 se^uentibus 



Uj U^j £/g^ «-•••! ^m— a 



^ ita pendentf ^t. äimul habeantur asfuati^nes ; 
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«, =0,(a?) +<!>,(*.) +0.(af,) +....4-<I>.(*^ 



tf«-.=<I>«-.(x)+<I>«-Hi(a?,)+<»i^jp.)+ .... +<&— .(*«-J, 
,, sintyue functiones illae : 

a?, =r A,(a, «u M,, . . . ., u^ 



„g-auäent functiones illae propritiatf eademy quae de functionibus tri- 
„gonometricis ei elHpticis valet, ut illae pro argumentis binominibus 

«+«', 0,4-«;» '**+Uft •...., «,^i-<^, 

„'exprimantur algebraice per functiones easdent, Quorum argumenta sunt 

ffSingula nomina 

^i ^xi ^a» ••« .» u, 

„atfue 



«'» «',» <» ...»»«'—»; 



„sive ut functiones 

X (« + «'»«. + <>•# t ., ««-t + «!,_,), 

^. (« + «', «» + «',» ••••> «».-»+ "Li)» 
» f • . . . . 

„ exprimantur algebraice per functiones 

X,(w, i/„ 1/,, .,.,, «„M^) 



„ atfue 

\(M% u\, «;, ...., «' ) 



f 



Observo, functiones quaesitas e datis invemri ope aequationU algebraicae 
ordinis {m — 1)*', qnae generaliter assignarj potest per theorema Abelianum. 

8. 
Theorema Eulerianum exbibet integrale fBompIetum algebraioum 
aequationis difFerentialis primi ordiois inter düas TarSabiles, in qua varia- 
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biles separate sunt» Theorema Abelianum exhibet m — 1 integral!» com- 
pleta algebraica (id est, quae m — 1 constantes arbitrarias involvunt)! m — 1 
aequationum diflPerentialium linearium primi ordinis inter m variabiles^ in 
quibus fiinguliB variabiles illae separatae sunt« Ordiamur nursus a casu 
simplicissimo tranMendentium Abelianorum, quo X ad qüintum aut sextam 
ordinem asoendit. 

^ oasu aequationes duas transoendentales : 

O (jr) + <D (y) + $(«)= O (fl) + O (Ä) 
0,(^) + 0,(y) + (D, {z) = <D,(a) + <D.(6), 
SGimus per theorema Abelianum, locum teuere duarum aequationum alge- 
braicarum inter quantitates quinque x^ y, z^ a^ b^ Consideremus ipsas a^ b 
ut constantes; differentiatis aequationibus propositis, omoino abire yidemus 
ipsas a^ b, qaae igitur in aequationibus transMndentalibus sive in aequatio- 
nibus algebraids, quae earum looum tenent^ sunt constantes arbitrariae. 
Hino fluit theorema sequens: 

Theorema« 
„ Sit f(x) functio rationalis integra ipsius x ordinis quinti aut 
^sexti, Sit porro j.^^y^ _y^ ^^^ ^ y^ ^^,^ ^ ^ 

ff aequationes duae differentiales lineares primi ordinis int^r tres varia- 
^bileSf in ^uibus singulis variabiles x, y^ z, separatae sunt, 

da: . dy . dz ^ 

VT ^ VX ^ Vz "■ " 
xdx , ydy_ _j_ zdz _ 

,, dua habent integrnlia com pleta algebraica/' 

De transcendentibus Abelianis ordinis proxinae insequentis simili 
modo theorema hoc habetuFtt 

Theorema« 
„Sit f(x) functio rationalis integra ipsius x ordinis septimi aut 
„oetavi, sit porro 

/(m;) = ^, /(x) = i, /(y)r=I, f(^) = Z, 
„aefuationes tres differentiales lineares primi ordinis, inter imnabH^s 
fffuatuoryjn quibus singulis variabiles w, Xy y, x, separatae sunt, 

dw , dx j^ dy _f dz ' 

VTF + "TT" + "v^ + "v^z" = "» 

wdw I ada: , y dy , zdz ___ _ 
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,,/r/ar habent integralia campleta dl^ebraica.** 

Quae theoremata faoile ad »uhieruih quem^bet variabilium et aequa- 
tioniim diflPerentialiiim extendiintur« Ipsa iategralia completa algobraica 
generaliter siiggerit-theorema Abellanum« 

Novimus^ olim IIK' Lagrange in commentationibus A^ademiae Tau- 
rineosis^ ab ipsa acqiiatione differentiali inter duas variabiles profectum^ 
per methodos directas integratipnis ad ipsum eius integrale completum aige- 
braicum asoendisse, atque ita metbodo nova ao singulari demonsirayisse 
theorema Eulerianum^ qnod ei tantam ipsius Euleri exoitavit admirationem. 
Ita etiam operae pretium fore credimus^ duaruitn illarum aequationum dif« 
ferentialium inter ^res yariabiiea dua integralia Completa algebraica, sive 
generaltus m — t aequationum ittanim differentialium inter m variabile» 
m — 1 integralia completa algebraica per methodos* directas integrationig 
investigare, atque ita nova neo minus singuiari demonstratione theorema 
Abelianum adornare. 

Regiom. 12« Julii 1832. 
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33. 



Über den Ausdruck je « —log«« 

(Vom Herrn Dr. Schellbach m Berlis.) 



L E. 



ist 



wenn 



Bfan bat also 



m—i (n—i)(p'^i) jtp— 1— (n+p)»* 

'•'■ p 



1. log'^iii^iog'^fEil 



wenn 



oder 



2. p 






-m » 



3. (m — n)(m — p) = m* + l5 
Aus dieser Formel ergiebt sich der Werth von p^ wenn m und n 

belidug angencmnen werden« Auf gleidie Weise lafist sich log^^ wie« 

p 

der in log^ + log^ zerfallen, wodurch log^ in die Summe dreier 

ähnlicher Logarithmen aufgelöset wird, und man ubersidit leicht^ dab 
allgemein : 

4. ,ogJ!i+»=.Iog!i+^'+loge±^:+logi±?+....+tog^i+log^+k^ 
sy^m die Gleichungen. st|itt finden: 

in denen ^9 ^9 Pf fff •••» U9 V9 bdiehig sind« 

Da T-^. = ^9 so erhält man: 
1 — I 

*=AJog/ = |-logJ±| = -i{i + ^+^+....) = 4(|-J + f-....). 

Setzt man in deai Bedingsgleidiui^en (5.) die Grolsen /7i = 1 und 
n sz 'j,^ 80 kommt N oder p «= 3, und daher: 
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2, i+i 2, (2+0(3+0 2, "*"2 , 2, ''T"3 ^ j7~3.2' "*'5.'2' '"•i 

*~2 *~3 (3 "O^'^'SIS^"""" 

Nimmt moi wieder m=:l mid nssp=ifissr = S axt, so orhlilt 
man nach einander iV^ =r | , P = V% Q s 7 und iZ = — 239, folgikth 

2, 1+» 2, (6+i)*(— 239+i) . 1 *\"6 "OT + sTs» '•••;( 

^=7^^gi5 = T^°g (5-i;^-239-.) = ^j /l 1,1 H 

( \239 3.239* "*■ 6.239' ""/) 

Wennmanm=:5 und ns=/»=sl0 8etzt, so -wivdJVsss^, Ps= — 515, 
und logr^^^ verwandelt sidi durch diese Werthe in 21og jQ_! + log ~.,._* , 
folglich geht die vorige Reihe für v über in: 

^r-^hr (10+»)'(- 51o +0^(-239+0 ^ ^ ) ' ^ / 1 l_ + _i_^ \l 

I ^(10— 1)«(— öl5-i)*(-239— i) *\ Vild 3.616» ^5.516" ""/(' 

L fJL L_ + _* V 

V239 3.239« ^6.239' ""/. 

Wird log _. durdi [m] bezeichnet« so lassen sich aus (3.) fol> 

gende Gleichungen ableiten : 

ri] = [2J + [3], l2] = [3] + [7], [31 = [4] + [13] = [5] + [8], 
r4j = r5] + [21], [5] = [6] + [31] = [7] + [IS], [6] == [7] + [43], 
[7]=[8J + [57]:^[9] + |32]=[12] + [17J . . , ... 
Eine gehörige Zus&mmenstelluDg dieser Gleichungen giebt 2 
[l]:=.2[3]+r7] = 2r5] + [7]+2[8] = 3[7] + 2l8] + 2[18]=: 
5[8]4-2[18]+3[57j = 5[13] + 5,[21]+2f31]+2[43] + 3[^^^ 
wodurch sogleich ebensoviele Reihen für tt entstehen. Die weitere Fort- 
setzung dieser Gleichungen wird^ bei geschickter Auswahl^ noch viel con- 
rergentere Reihen für ^ liefern. 

IL Denkt man sich in ^(1) bis A^(5) die Grölsen m, n^ p^ ... . 
mit dem Factor / behaftet^ so sieht man sogleich^ dafs 

wenn 

^^ 8. (m^ n) (m —/») = (m + 1) (m— 1), 
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und dalfi ganz allgemein; 
wenn 

n — m p — lY 5 — P u — T ' v — U 

Be^ichnet man wieder log ■ . diirch [m], so können aun (8,) die 

Gleichungen gezogen werden; 
[41] * [49J + [251], [49] = [55] + [449], [97] =* [99] + [4801]; 

[244] = [251] + [8749], • 

öder« was dasselbe istt 

Iog2 + 2Iog3-31og5+ log7= a(^ + ^.*^4-^^ + ..,.\ 

5Iog2~21og3-21og5+ log7 ^^2{:^-t-^-l^ + -^jr-^ ■"•)' 
5log2+ log3 + 2log5-4log7«:^2(,-^j4.^-^+_^ +...,), 

Iog2-f-71og3-4Iog5-^ *««'^^-2(g^^-f:8^+6:8^+-— )' 
Aus diesen 4 Gleiohungen werden die Logarithmen der ,4 Primzah« 
len 2| 3y 5^ 7 durch stark eonvergironde Reihen gefunden. Die Zusam- 
menstellung solcher I obgleush auf anderem Wege erhaltener Reihen, ist 
bekannt» Je mehr Logarithmen man auf einmal berechnen wili^ desto 
oonvergentere Reihen lassen sich anwenden. Um z. B. die Logarithmen 
der Primzahlen 2^ 3^ 5^ 7^ 11 zu fi^den^ köpnt^ Qian sich der Gleichun« 
gen bedienen: 

[199] = [244] + {1079], [97] = [99] -f [4801], f7()9] = [881] + [6049], 

[244] = [251] + [8749], [197] = [199] + [19<»01]. 
Es kommt bei diesen Zerßillungen darauf an, m uud n so zu wäh« 
ien, dafs sowohl m + l und «±1, als auch m — n ein Product der Prim- 
zahlen ist, deren Logarithmen berechnet werden sollen. 

Durdi die Gleiohungen (10.) kann man auch für eiuzelne Loj^a- 
rithmen sehr convergente Reihen erhalten^ z. B. 

Ii.g3 = 2 {5(^+^0^+ • •-••0 + \n7+3Trf^'*"**"V ^Vl8l2^ 
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34. 

Note sur le theortoe relatif ^ une certaine fonction 
transcendante demontre dans No. 22. cah. 3. 

du ^resent voIume» 

(Fat Bfr. & X jRioA«/of, prof. en math. 2i Koenigsberg.) 



^" 



Jue th^reme de Mr* Abel^ qui se troure expos^ page200« du quatridme 
Tolume einbrasse de nouvelles fransöendantes en si grand nombre^ dont 
les propri^&( sont si remarquables et diverses^ qu'on doit s'efforcer h les 
r^duire A un nombre aussf petit que possible« C'est pourquoi U faut re- 
marquer, que rint^grale de Mr. Minding se ramene aux fonctiontf eIlip-> 
tiques de la premiere espece^ tout eomme le th^reme ^nono^ n'est autre 
chose^ que le th^orSme sur Faddition de ces memM fonctions« Mr» Le« 
^endre a donn^ plusieurs substitutions , pour ramener la plus g^n^le 

fonotion / I^c?a?(Ä + ßjp+yj?*4"^Jp^)-** P^tant une fonction rationelle de 

Xj aux fonctioils eUiptiques, et 11 a r^uit Tint^grale / dx (1 — x^)"^ h la 

premiere espeoe« L'int^ralö propos^ aTOC son application m^rite d'^tre 
d^relopp^e a cause de la simplidt^ du rdsultat* 
En eflfe^ si Ton fait: 

on aura pour la transform^e: 

On peut d^montrer ais^Hient, en fesant, d'aprds Mr. Min ding; 

^ aop» ^ — , /ix, — — ^, aarj.- — ^ f 

et les quantit^ ^e, , «, ^ s, ^tant d^termio^es ainsi : . 

qu'on aurai 

c'est la quantite ajout^e üura le thooreme enonc^. Car nous avons d'apres 
r^quation (1.) d-dessus: 

■—i . -5— = l (»'x + x) X, 
2a* *** 

d'ou s'en suiti 
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Cette formule ^tant Substitut ^ans T^quatioii (3,)^ eile deyient; 

Mais M. Minding a ä^termin<$ d'apres les ^quation8(9.).le8 suivaotes fonnules : 

^»+ar!4-;r'=— 3ö + a4* et/ — ^^'~^ — a 

**»-r ,"1-^1 -r ^ ^^ x^^xy^x^^x^ ^^ 

qui iStant Substitutes^ l'^quatioo (4.) devient identique« 

n sera ainsi Evident , que le th^oreme propos^ se r^duit ä Iaddl«i 
tion cfe trois fonctions elliptiqiies^ et qu'on aura: 

en ayant entre les quantit^ z^^ z^y z^ une (^qoation dlgebricpie^ qui oor-r 
responde h Texpression donn^e par M. Mindiog: 

L integrale definie: f ^ ^—r- devieqt. en posant «=— • +/* , — - — - 

qui se ri^duü a-aprds Tartiole (41.) des exercices h llnt^grale: 



1^4 



1 4 /»T <?y 4 u^i . 



Pour transformer i'int^grale: /^ | ■ , on peut faire indi(f<^reminent 

i'une des denx substihitions süivaotes: 

- 4^-(l+3^)x / 2+V3 ,_/, 2-^3 . ,A 4*_5 

Le resultat de la premidre s^: 

D oü s'en suit, que l'^quation (5.) deyient: 

F(8lnl5%(PJ + i5(8inl5",<p.) + F(»inl5%(p,) « 4F'(8in/5'), 
ou, en posant ^=ain(tt,8inl5*), JTssF'ginlS'': 

«i + «. + »j = 44:, 
pour la quelle nous avons T^quatioii suiyante entre les quantit^ ^u ^t » ^^^ 
correspondante %k la formule (6#): 

"■"" sm am *♦ » •— • " ü 'i.»'^* a / \ * » * * « 

^ 1 — A:'8in'am(Mj').8in'a2niij| • 

Koenigsbergi le 26» noyembre 1832. 
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y * . 

35. 

A V i 8. 

iLn ioserant daiis ce Journal tome-iS*. cah. 4. page 411. le proc^ranune 
üu prix- do matliematiques prQpoaä par racadeniie imperiale de» soiences 
de St« Petersbourg daM sa s^ance du 29. DdcQpabre 1831^ programme 
que cette illustre soci^ti^ a^ait dans ee but eu la bont^ de transmettre 
au r^dacteur, il a exprime le desir« que las acfid^mies des divers pajrs 
daignasseut suivre Texemple de celie de St. Petersbourg^ en lui fesant 
parvenir les programmes des prix^ des matb^matiques propos^ par Elles* 
et ensuite les listes des Berits qui auront et^ corronhes. . II voudrait con« 
tribuer^par son jourual a rendre enqore plus g^u^ralement connus ces 
morceaux si importants pour Ija soienoe} cette pqblication engagerait peut 
etre A entrer en conoours quelques«* uns des savans qui sans cela n'au* 
raient pas et^ ipstruits des probiemes propos^. 

L'aoad^mie royale de Berlin vient de c^der de son c6t^ A Tinvi« 
tation de Tediteur, en daignänt lui transmetfre le programme du prix de 
math^matiques publik par £lle en 1832, aveo la permission de Finstrer 
dans son Journal. En fesant cela , il Lui presente respectueuseinent sea 
remercimens shiceres de Thonpeur qu'Glie a bien voulu acoorder A lui et 
il son Journal« 

En memo tems il r^iidre Texpression du desir de reoeyoir les pro^* 
grammcs des prix des autres acad^mies, et il adresse de nöuvefiu h oes" 
illustres sodet^s la priere, de vouloir bien les lui faire parvenir, et.d^j 
faire succeder en son tems les listes d^s ecrits quj auront ete courroun^« 

Quaestip 

quam academiae regiae scientiarum borussicae classis 

mathematica certamim litterario in a. MDcccxxxviproponit 

promulgata in coetu sollemni anniversario L#eibnitianae 

inemoriae dicato d, v. JuL a. mdcccxxxii. 

Inter tres cometas, quorum revolutio circum 8olem rej)etitis observatio« 
nibus determinata est, is praecipue, quem plerique ex viro clarissimo 
Biela denominamus, singulari cura persequendus est« Qui quum in sin«- 
gulis periodis, prae omnibus aliis corporibus oaelestibus, orbitae levis et 
Terrae valde vicinus feratur, hi plänetae et neoesse est ut magnam in 
eins oursum Tim exereeant , et fieri potest ut ab ipso pertmrbationes pa« 
tiantur haud negb'gendas. Prius atinis 1782, 1704 eveuisse videtur, cum 
magna differentia elementorum orbitae cometae ex observafionibus ann 

CreUe's Joomal d. M. Bd. IX. Hft. 4. 52 . 
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1772 deductorum, atque eoriim^ quae anno 1805 reperta sunt, hac ra- 
tione sine diflicultate explicari possit. 

Postquam anno 1826 cometa ad solem revenus observatiÖoilHis 
nostris se praebuit, soliis Clar« Baro de Damoiseau, astronomus Pari- 
siensis, .perturbationes cometae per spatium annorum 1805 uftqne 1826 
calculo 8ubiecit, tanta approxiuiatione, iit iude tcmpiiH, quo cometa rursum 
terrae couspicuus fieri possit, in mensem Novembrem anni 1832 deter- 
minatum sie. Desideratur tarnen examen completum omnium quae ex- 
stant observationum. 

Academia Berolinensis , ut ad disquisitionem hano^ Jnter astronomi- 
cas gravissimam, perficiendam excitaret, 

yyBeterminationem orbitae verae cometae huius^ ex omnibus t/uae ex- 

* ■ 

^y stant observationibus y ne iis guidem fuas hoc anno institutum tri 

yySperamus, exclujns,"^ 
certammi publico proponendam deerevit. 

Desiderat Academia primum accurratam disquisitionem de fide et 
diligentia observationum faucusque institutaruni , itft ut inde, quam illae 
exactae sint, con^titui queat, atque errores quanfiim fieri potest minuan- 
tun Praeterea siugulae partes calouli perturbationum ita proponendae erunt^ 
ut et änalytica evolutjo terminorum, quam auctor secutis sit^ et quos ter» 
minos calculo numerali persequendos iudicaverit, inde eliioeat, simulque qui- 
bus auxiiits usus sit ad errores oalculi vel evitandos vel aperiendos» Post haeo 
orlUa cometae ita determinanda erit, ut ea omnibus obserrationibus, perturba- 
tionum respectu habito, quam maxime satisfaciat. Quodsi differentia intw 
theoriam et locos observatos tanta prodierit, ut eins causa erroribiis ob- 
servationum tribuenda esse non videatur, eae bypotbeses in siibsidium 
vocentur, quibus Jn aiiis cometis usi sunt astronomi ad discrepantiam simi- 
lem tollendam« 

Terminus y quo tractatus bujus argumenti secretario Äcademiae 
transmitteqdi sunt^ ob magnum, qui requiritur, laborem in dieml« mensis 
Martii anni 1-836 dilatus est«. Fronti commentationis symbolum inscriben- 
dum esr, addita schedula obsignata eodem symbolo instructa, quae intus 
cbntineat nomen auctoris« 

Praemium quinquaginta ducatorum aureonun adiudicabitur eodem 
arnio in convcntu publico Äcademiae, in memoriam Leibnitii'babendo. 
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36. 

Aufgaben und Lehrsätze« 

entere au^ulösen.> letztere su beweisen» 



(Von dem H#rni ^rot Plüdker n BerlioO 

Lehrsätze» 

iSeuc Sätze üLer das umschriebene und das eingeschriebene 

Sechseck* 

L V T enn irgend ein Kegelsduntt und ein um denselben beschriebenes 

Sediseck gegeb&n sind, so werden h^end zwei Seiten dieses Sechseck 
von den vier übrigen in 8 Puncten geschnitten. Diese acht Puncto lassen 
sich durch 12 neuie gerade Linien mit einander verbinden. Diese 12 neue 
gerade Linie^ schneiden sich in 42 neuen Puncten. Von diesen 42 Puncten 
Uegen 6 nach einem allbekannten Satze auf einer durch den Durchsdhnitt 
jener beiden 'Seiten gehenden geraden Linie; 12 liegen zu vier auf drei 
geraden Linien; 24 liegen , paarweise, auf solchen 12 geraden Linien, 
welche zu drei in detx vier BeriJhrungspuncten auf den vier übrigen 
Sechsecks -Seiteii sich schneiden. 

II. Wenn irgend ein Kegelschnitt und ein in denselben beschrie- 
benes Sechseck gegeben sind^ so lassen sich irgend zwei Winkel -Puncto 
dieses Sechsecks mit den vier übrigen durch . 8 neue gerade Linien ver- 
binden. Diese acht gerade Linien schneiden sich in 12 neuen Punotmi. 
Diese 12 neue Puncte lassen sich durch 42 neue gerade Linien mit ein- 
ander verbinden. Ton diesen 42 geraden Linien gehen 6 nach einem 
allbekannten Satze durch ein und denselben Punct derjenigen geraden Linie^ 
welche jene beiden ersten Winkelpuncte des eingeschriebenen Sechsedcs 
verbindet; 12 schneiden sich, zu vier in drei Puncten; 24 schneiden sich 
paarweise in solchen 12 Puncten, welche zu drei auf den vier Tangenten 
in den vier übrigen Winkelpuncten des Sechsecks liegen. 

Die vorstehenden beiden Satze sind durch das Princip der Recipro- 
dtat mit einander verknüpft. 

I. Wenn irgend ein Kegelschnitt gegeben ist, und man von irgend 
einem Puncte aus nach beliebiger Richtung vier gerade Linien 
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Durchscbnittspuncte dieser geraden Linien, 

welche mit dem Puncto O in gerader Linie liegen. Diese zwölf Puncte 
können wir auf folgende Weise bezeichnen und zusammenstellen: 
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